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1 Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1 Wahrscheinlichkeitsmodelle

Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsmodell ist ein Tripel (€2, A, P) mit einer informalen Interpreta-
tionsregel, was die Komponenten bedeuten sollen.

1.1.1 Der Ergebnisraum (2

) ist eine nichtleere Menge, der Ergebnisraum. Die Elemente w € ) heiflen Ergebnisse und werden
als mogliche Ausgénge des Zufallsexperiments interpretiert.

Beispiel (Einmaliger Wurf eines Spielwiirfels).

Modell 1 Q; ={1,2,...,5,6}, Interpretation von w € §2; ist die oben liegende Augenzahl

Modell 2 Qo = {1,...,6,ungiltig}, Modell 2 ist feiner als Modell 1, durch Ignorieren ungiiltiger

Ergebnisse erhdlt man Modell 1
Modell 3 Q3 = R? x SO(3), Lage des Schwerpunkts und Orientierung des Wiirfels im Raum

Beispiel (n-facher Miinzwurf).

Modell 1 © = {0,1}" (Kopf und Zahl fiir jeden Wurf)
Modell 2 Q' = {0,...,n}, Interpretation von w’ € Q' als Anzahl von Wiirfen, bei denen Zahl aufge-
treten ist

Modell 1 enthélt mehr Informationen als Modell 2. Der Zusammenhang wird durch die Abbildung
S: Q= Q (wr,...,wy) = > it w; vermittelt.

Beispiel (Ziehen von n Kugeln aus eine Urne mit m > n unterscheidbaren Kugeln). Q = {w: {1,...,n} —
{1,...,m}: w ist injektiv}

Beispiel (Gliicksrad).

Modell 1 2 = S!, Interpretation von w € Q als Koordinatenvektor der Zeigerspitze

Modell 2 Q' = [0,1), Interpretation von ¢t € Q, als Winkel o = 27t zwischen pos. z-Achse und Zeiger
Abbildung zwischen den Modellen: Q' — Q, ¢ — exp(2mit) € R?

Beispiel (Pegelstand im Ammersee in einem Zeitintervall). Q = C([to, t1])

1.1.2 Die Ereignis-o-Algebra A

Ja/Nein-Fragen an das zuféllige Ergebnis w € 2 werden durch Teilmengen A C 2 modelliert. w € A
wird als “Ja” interpretiert, w ¢ A als “Nein”. Dabei muss man nicht alle Teilmengen von Q als
zuléssige Fragen erlauben, sondern nur manche, die beobachtbar oder messbare Teilmengen heiflen.
Eine messbare Teilmenge von €2 heifit auch Ereignis. Die Menge A aller messbaren Teilmengen von
Q soll Abschlusseigenschaften erfiillen, die im Begriff der o-Algebra zusammengefasst werden.

Definition. Sei {2 ein Ergebnisraum. Eine Menge A C P(Q) heifit o-Algebra tiber €2, wenn gilt:

1. Qe A
2. Firalle Ae Agilt AA=Q~\ Ac A
3. Fiur alle Folgen (Aj,)neny mit Werten in A gilt U,,cy An € A.



Definition. Ein Paar (€2,.A), bestehend aus einem Ergebnisraum € und einer o-Algebra A tiber
Q, heiflt Ereignisraum oder messbarer Raum. Die Elemente von A heiflen Ereignisse, ) € A heifit
sicheres Ereignis und ) = Q¢ € A heit unmadgliches Ereignis.

Beispiel. Die Potenzmenge P(2) von (2 ist eine o-Algebra tiber 2. Meist wéhlt man diese, wenn
endlich oder abzahlbar unendlich ist.

Beispiel. A= {Q, 0} ist eine o-Algebra tiber Q, die triviale o-Algebra.

Beispiel (Einfacher Wirfelwurf). Q@ = {1,...,6}. Das Ereignis “gerade Augenzahl” wird durch
{2,4,6} beschrieben.

Lemma 1. Sei A eine o-Algebra tber ). Dann gilt:

DeA

Aus A, B e A folgg AUBe A

Aus A,B € A folgt ANBe A

Aus A, Be A folgg AN Be A

Aus A, B € A folgt AAB=(ANB)U(B~A)e A

Grds Lo o~

Fiir jede Menge M C P(Q2) von Teilmengen gibt es eine kleinste o-Algebra iiber 2, die M umfasst,
namlich:

o(M)=0(M,Q) = {AC P(Q): Aist o-Algebra mit M C A}
={ACQ:VAC P(Q) o-Algebra. M C A= A e A}

Es ist leicht zu sehen, dass o(M) eine o-Algebra iiber €2 ist, die M umfasst, und dass jede o-Algebra,
die M umfasst, eine Obermenge von o(M) ist. o(M, Q) heifit die von M erzeugte o-Algebra.

Beispiel. Q = {1,...,6}. Wir betrachten die Ereignisse A = {2,4,6}, B = {6}. Dann gilt 0({A}) =
{0,9, A, A°} und

o({4,B}) = {0,9,{1,3,5},{2,4},{6},{1,2,3,4,5},{1,3,5,6},{2,4,6}}

Bemerkung. Ist © endlich (oder abzéhlbar unendlich), so wird jede o-Algebra A iiber €2 von einer
eindeutig bestimmten Partition von {2 erzeugt.

Beispiel (Fort.). o({A, B}) wird auch von der Partition {{1,3,5},{2,4},{6}} erzeugt.
Definition. Als die Standard-o-Algebra iiber R verwendet man
B(R)=0c({(a,b): a,b € R,a < b})
Sie heif3t Borelsche o-Algebra iiber R und ihre Elemente heiflen Borelmengen oder auch Borel-messbar.

Bemerkung. Die Borelsche o-Algebra B(R) wird nicht von einer Partition von R erzeugt, sie ist echt
kleiner als P(R).

Definition. Allgemeiner definiert man fiir jeden metrischen Raum (M, d) (oder topologischen Raum
(M, 7)) die Borelsche o-Algebra B(M) = o({A C M : A ist offen}).



1.1.3 Warum arbeiten wir mit o-Algebren iiber Q) statt stets mit P(Q2)?

o-Algebren erlauben die Modellierung unvollstdndiger, wechselnder Beobachtungsmoglichkeiten.
Beispiel (mehrfacher Miinzwurf). Q, = {0, 1}". Beobachten wir nur die Wiirfe bis zum m-ten, m < n,
so sind i.A. nicht alle Teilmengen von €2, beobachtbar, sondern nur die in

F = {11, (A): AC{0,1}},
wobei IT,, ,: {0,1}" — {0,1}", (w1,...,wpn) — (wWi,...,wm). Fm ist eine o-Algebra, aber F,,, #
P(Q,) fir m < n.

Bei kontinuierlichen Modellen, z.B. dem Gliicksrad €2 = S, gibt es kein sinnvolles Modell fiir die
“Gleichverteilung”, aber sehr wohl auf B(£2).

1.1.4 Wahrscheinlichkeitsmal3 P

Definition. Sei (Q2,.4) eine Ereignisraum. Eine Abbildung P: A — [0, 1] heifit Wahrscheinlichkeits-
maj$ auf (Q,.A), wenn gilt:

1. PQ) =1
2. Fiir jede Folge (Aj)nen in A von paarweise disjunkten Ereignisse gilt:

p (U An) =Y _ P(4,)

neN neN
Die Eigenschaft (2) heifit o-Additivitat.

Definition. Fur Ereignisse A heifit P(A) die Wahrscheinlichkeit von A (im Modell (2, A, P)), dass
das Ereignis A eintritt.

Definition. Ein Tripel (€2, A, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum, wenn  ein Ergebnisraum, A eine
o-Algebra iiber © und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, .4) ist.

Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) zusammen mit einer Interpretation, was die
w € Q und die Wahrscheinlichkeiten P(A), A € A, in der Anwendung bedeuten sollen, heifit Wahr-
scheinlichkeitsmodell.

Definition. Sei (€2,.4) ein messbarer Raum. Eine Abbildung p: A — [0, 0o] heifit Maf$ auf (2,.4),

wenn gilt:

L p@)=0
2. Fiir jede Folge (Ay)nen in A von paarweise disjunkten Mengen gilt:

H (U An) = Z 1(An)

neN neN
(Q, A, p) heifit dann Mafsraum.

Bemerkung. In der Definition des Wahrscheinlichkeitsraums wére ein Fordefung P(f)) = 0 tiberfliissig,
da sie automatisch folgt:

neN neN

P((Z)):P(U @) => P
=0

Also folgt wegen P(0) € [0, 1] bereits P(0)



1.1.5 Einfache Eigenschaften von (Wahrscheinlichkeits-)MaBen
Lemma. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

1. Endliche Additivitdt: Sind A, B € A disjunkt, so ist P(AU B) = P(A) + P(B).

2. Fir beliebige Ereignisse A,B € A gilt P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB).

3. Fir A,B € A gilt P(A°) =1— P(A).

4. Monotonie: Fir alle A,B € A mit AC B gilt P(A) < P(B).

5. o-Stetigkeit von unten: Ist (Ap)nen eine aufsteigende Folge in A, also A1 C Ay C ..., so gilt:
lim P(A An

6. o-Stetigkeit von oben: Ist (Ap)nen eine absteigende Folge in A, also Ay D Ay D ..., so gilt:

Hi, PAn (HA)

neN
Beweis. 1. Seien Aj,..., Ay € A paarweise disjunkt. Fiir die Folge (Ay,...,A,,0,...) erhalten
wir mit der o-Additivitat

n

ZP(Ai):Zn: )+ Z P)y=PAU---UA,UDU...)=P(A1U---UA,)
=1

i=1 i=n+1
2. Esgilt AUB=AU (B~ A) und B= (AN B)U (B A), also folgt:
P(AUB)+P(AnB)=P(A)+ P(BNA)+P(ANB)=P(A)+ P(B)

3. Aus AU A° = folgt P(A) + P(A°) = P(Q) = 1.
Aus AC Bfolgt B=AU (B~ A), also P(B) = P(A)+ P(B~ A) > P(A).
5. Setzen wir formal Ay = (), so folgt

-

L] A~ Aner = U An

meN meN

Es folgt:

P ( U Am) = Z P(Ap N A1) = nhﬁngo z": P(Ap N Ap—1) =

meN meN m=1
= nll_>ngoP (mulA N A 1) —nh_>ngoP(A )

6. Die Folge (A )nen ist aufsteigend, also mit 5:

1P(An):P(A%)njoP(UA;)zlP(ﬂAn) O

neN neN

Bemerkung. Die Eigenschaften 1, 4 und 5 gelten immernoch fiir Mafle, ebenso 2 in der Version
P(AUB)+ P(AN B) = P(A) + P(B). Die o-Stetigkeit von oben kann fiir Mafle verletzt werden,
aber nur falls u(A,,) = oo fiir alle n € N.



Beispiel.

1. ist  ein endlicher oder abzahlbarer unendlicher Ergebnisraum und ist p = (p,)weq eine Familie
nichtnegativer Zahlen und ) . pow = 1, so wird durch

P:P(Q) = [0,1],A—= > po
weA
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (£2,P(£2)) definiert. Umgekehrt ist jedes Wahrscheinlichkeits-
maf auf (Q2,P(€)) auf endlichen oder abzdhlbar unendlichem Q von dieser Gestalt und p ist
eindeutig bestimmt. p heifit Zaihldichte (oder Wahrscheinlichkeitsfunktion) von P.
2. Ist Q wieder eine Ergebnisraum, so definiert

i P(Q) = NoU {oo}, u(4) = |A

eine MaB auf (2, P(f2)), das Zihimaf$ auf Q. Aufler im Fall [Q] = 1 ist u kein Wahrscheinlich-
keitsmaf. Ist © endlich, so wird durch P: P(Q2) — [0,1], A — u(A)/u(Q?) ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf P(£2) definiert. Es heifit (diskrete) Gleichverteilung auf Q. Es besitzt die Zahldichte

(1/p(82))weq-
3. Ist (€2, .A) ein Ereignisraum und b € , so wird durch

1 fallsbe A

0 sonst

Oop: A— [0,1],A+—>{

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, .A) definiert. Es heifit Diracmaf. Wir konnen damit ein Maf
mit Zahldichte (py,)weq wie folgt schreiben:

P = Z pwéw
we
4. In der Analysis 3 wird gezeigt, dass es ein (eindeutiges) Mafl A: B(R) — [0, oo] auf (R, B(R))
gibt, fiir das A((a,b]) = b — a fiur alle a,b € Rb > a gilt. Es heifit Lebesqguemaf (oder
Borel-Lebesgue-Maf}) auf (R, B(R)). Allgemeiner gibt es fir jedes n € N ein eindeutiges Mafl
An: B(R™) — [0, 00] auf (R™, B(R™)) fiir das gilt

An (H(aubi]) =[] — ai)
i=1 i=1

fur alle a1,...,an,b1,...,bp € R mit a; < b; fir alle 1 < ¢ < n. A\, heifit n-dimensionales
Lebesguemafl (oder Volumenmaf). A, (A) wird als Volumen von A € B(R") interpretiert.

Beispiel (Kontinuierliche Gleichverteilung auf einem Intervall). Es seien a,b € R, a < b. Dann wird

durch
AMAN[a,b))

A([a, b])

ein Wahrscheinlichkeitsma8l auf B(R) definiert. Es heiBt (kontinuierliche) Gleichverteilung auf [a, b]
(oder auch uniforme Verteilung auf [a, b]), kurz: uniffa, b]. Mit ihrer Hilfe kénnen wir ein sinnvolles
Wabhrscheinlichkeitsmodell fiir das “Gliicksrad” definieren: Ist f: [0,1) — St + exp(2mit) die
Darstellung in Polarkoordinaten, so gilt f~(A) € B([0, 1)) fiir alle A € B(S!) (Beweis in viel groferer
Allgemeinheit spater). Wir setzen

P: B(SY) — [0,1], A+ unif[0, 1) (f 1 (A))

P:B(R) = [0,1], A >

Dann ist (S1, B(S'), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. P heifit die Gleichverteilung auf S*.



Beispiel (Gleichverteilung in héheren Dimensionen). Fir B € B(R"™) mit 0 < \,(B) < oo definieren
wir

(AN B)

An(B)
P ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R™, B(R"™)). P heifit Gleichverteilung auf B. Achtung: Die
Gleichverteilung auf S ist kein Spezialfall, da Aa(S') = 0.

Bemerkung. In den Beispielen kann man sehen, dass aus P(A) = 0 nicht A = () folgt. Z.B. ist
uniffa, b]({z}) = 0 fiir alle z € R oder P(S!) = 0 fiir die Gleichverteilung P auf [—1,1]?, obwohl S!
sogar iiberabzéahlbar ist.

P: B(R") — [0,1], A

Definition. Sei (2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Menge N C Q heifit Nullmenge bzgl. P,
wenn ein A € Amit N C A und P(A) = 0 existiert. Im Fall N € A ist dies dquivalent zu P(N) = 0.
Eine Aussage ®(w) iiber ein Ergebnis w € Q heifit P-fast sicher giltig (oder P-fast tiberall giiltig),
wenn {w € Q: ®(w)} eine Nullmenge ist.

1.1.6 Interpretation von Wahrscheinlichkeiten

Je nach philosophischem Standpunkt sind verschiedene Interpretationen sinnvoll:

Objektivistische Interpretation durch relative Haufigkeiten Fiihrt man ein Zufallsexperiment mit
Werten in 2 wiederholt aus, sagen wir n-mal, so erhélt man Daten wy,...,w, € Q. Die relative
Hdufigkeit eines Ereignisses A C 2 ist definiert durch

n

(4) = Hie{l,...,n}: w; € A} :%25%(14)
1=1

T(’-f'lr--vwn n

Twr,....wn DeiBt die empirische Verteilung gegeben die Beobachtungen wy, ..., wp,.
Objektivistische Interpretation: Fihrt man ein Zufallsexperiment immer wieder aus, so liegt
nach vielen Versuchen die relative Haufigkeit von A typischerweise nahe bei P(A).

Spéter stellen wir dieser Interpretation “innermathematische” Theoreme gegeniiber, die “Ge-
setze der groflen Zahlen”.

von Mises-Interpretation Versuch einer Verschirfung der objektivistischen Interpretation. Bei un-
endlicher Wiederholung gilt
lim Twi,ewn (A) = P(A>

n—oo
Fiir die praktische Anwendung ist dies wenig niitzlich, da unendlich viele Wiederholungen in der
Realitat unmoglich sind. Weitere Schwéche: bei unendlichem Wiirfeln eines fairen Spielwiirfels
ist die Konstante Folge 1,1,... zwar “extrem untypisch”, aber nicht unméglich.

Subjektivistische Interpretation P(A) bedeutet den Grad meiner Uberzeugheit vom Eintreten von
A. Die definierenden Bedingungen an P (die “Kolmogorov-Axiome”) spielen dann die Rolle von
Konsistenzbedingungen an das System meiner subjektiven Uberzeugungen.

Gliicksspiel-Interpretation Versuch die subjektivistische Interpretation schérfer zu fassen. Das Er-
eignis A hat die subjektive Wahrscheinlichkeit P(A), wenn ich bereit bin, die folgenden beiden
Wetten einzugehen:

1. Wenn das Ereignis A eintritt, bekomme ich a€, wenn A¢ eintritt, zahle ich 8€, wobei

a/B = P(A°)/P(A).
2. Wenn A eintritt, zahle ich €, wenn A€ eintritt bekomme ich €.



Reale Gliickspiele (oder reales Anlegerverhalten) sind viel komplexer als diese Interpretation:
Ich bin vielleicht bereit 5ct gegen lct zu wetten, aber nicht 5M € gegen 1M €.

Die Probleme bei der Quantifizierung von Wahrscheinlichkeiten motivieren dazu eine moglichst
voraussetzungsarme Interpretation zu versuchen, die Minimal-Interpretation von Wahrscheinlichkei-
ten:

1. Wahrscheinlichkeiten P(A) nahe bei 1 bedeuten: A tritt “praktisch sicher” ein.

2. Wahrscheinlichkeiten P(A) nahe bei 0 bedeuten: A ist “praktisch unmdoglich”

3. Wahrscheinlichkeiten P(A), die weder nahe bei 0 noch nahe bei 1 liegen, bedeuten Unsicherheit.
Es sind Rechengrofien.

1.2 Verteilungsfunktionen und Eindeutigkeitssatz fiir WahrscheinlichkeitsmaBe

Als Funktionen auf B(R) sind Wahrscheinlichkeitsmafe tiber (R, B(R)) sehr komplexe Gebilde. Man

kann sie jedoch in einer viel einfacheren Funktion R — R kodieren:

Definition. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R,B(R)). Die Funktion F: R — [0,1],2
P((—o0, x]) heifit die Verteilungsfunktion von P.

Beispiel. Die Verteilungsfunktion von unif|0, 1] ist gegeben durch

0 firxz <0
F(x)=<x firo<z<1
1 firx>1

Beispiel. Die Verteilungsfunktion von d,, a € R, lautet:

F(x):{o firz<a

1 firxz>a

Beispiel. Modell fiir den fairen Miinzwurf: (R, B(R), P = 3o + 361). Die Verteilungsfunktion von P
lautet:

) 0 fir z <0
F(z) = 9 (1(—00,1’](0) + 1(—00711](1)) = % fir0<z <1
1 firx>1

Hier haben wir die Indikatorfunktion verwendet. Fur A C

1 firwe A

1a: 2 —={0,1},w —
4 (0.1} {0 firweg A

Lemma (charakteristische Eigenschaften von Verteilungsfunktionen). Fiir jede Verteilungsfunktion
F eines Wahrscheinlichkeitsmafles P tiber R gilt:

1. F ist monoton steigend.
2. F ist rechtsseitig stetig.
3. lim F(z)=1

T—> 00
4. lim F(z)=0

T—r—00

Bewess.



1. Seien z,y € Rmit x < y. Dann gilt (—oo, x| C (—o0,y], also F(z) = P((—o0,z]) < P((—o0,y]) =

F(y).
2. Es sei (zp)nen eine monoton fallende Folge in R mit z, 222 » € R. Dann ist ((—00, Zn|)nen

eine monton fallende Folge aus B(R) mit

ﬂ (=00, zp] = (—00, 7]

neN

Mit der o-Stetigkeit von oben von P folgt

F(zn) = P((=00,2]) "= P(() (=00,2,]) = P((~00,1]) = F(x)
neN

3. Es sei (#,)nen eine monoton steigende Folge in R mit x, ——— co. Die Folge ((—00, Zn])nen
ist monoton steigend mit

U (—o0,zp] =R

neN
Mit der o-Stetigkeit von unten von P folgt.

F(zn) = P((=00,2,)) "= P(|J (=00,2,]) = P(R) = 1
neN

4. Es sei (2y)nen eine monoton fallende Folge in R mit z,, ———» —oo. Die Folge ((—00, Zn])nen
ist monoton fallend mit
m (—o0,zn] =10

neN

Mit der o-Stetigkeit von oben von P folgt.

F(zn) = P((=00,24)) "= P( () (—00,24]) = P(0) =0 O
neN
Bemerkung. Es gilt lim, », F(x) = P((—00,a)).

Bemerkung. Wir werden spéter sehen, dass jede Funktion F': R — [0, 1], die die Eigenschaften 1 — 4
des Lemmas erfiillt, die Verteilungsfunktion einers Wahrscheinlichkeitsmafies P iiber (R, B(R)) ist.

Verteilungsfunktionen charakterisieren das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl eindeutig:

Satz. Sind P,Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafe iber (R, B(R)) mit der gleichen Verteilungsfunktion
von F. Dann gilt P = Q.

Bemerkung. Zwei verschiedene Wahrscheinlichkeitsmafie P und @ auf (€2,.4) konnen auf einem Er-
zeuger von A iibereinstimmen.

Definition. Sei Q ein Ergebnisraum und M C P(2). M heifit durchschnittstabil (kurz o-stabil
oder II-System), wenn fiir alle A,B € M AN B € M gilt. Ist M C A mit einer o-Algebra A mit
o(M) = A, so heifit M ein durschnittstabiler Erzeuger von A.

Zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes ist folgende Abschwichung des Begriffs der o-Algebra niitz-
lich:

Definition. Sei 2 eine Ergebnisraum. Ein Mengensystem D C P(Q) heifit Dynkin-System tiber €,
wenn gilt:
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L 0eq.
2. Aus A € D folgt A° € D.
3. Ist (Ap)nen eine Folge von paarweise disjunkten Mengen aus D, so gilt U, ey An € D.

Es ist oft leichter zu sehen, dass ein System ein Dynkin-System ist, als zu zeigen, dass es eine
o-Algebra ist. Ein Beispiel:

Lemma. Sind P, Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafe iber (2,A), so ist D ={A € A: P(A) = Q(A)}
ein Dynkin-System.

Beweis. Offensichtlich ist P(0) = Q(0) = 0, also ) € D. Aus A € D, also P(A) = Q(A), folgt
P(A°) = 1—-P(A) =1—-Q(A) = Q(A°), also A° € D. Nun sei (A,)nen eine Folge paarweise
disjunkter Mengen in D. Dann gilt

P(U An) =X PlA) = 3 Q(An) = (U 4n),
neN neN neN neN

also U,eny An € D. O

Beispiel. (0, A) = ({1,2,3,4},P({1,2,3,4})). P = 1(01 + 02 + 03 + 61), @ = (01 + 0a). Hier ist
D={Ac A: P(A) = Q(A)} keine o-Algebra, aber ein Dynkin-System mit o(D) = P(2). AuBerdem
ist D nicht durchschnittstabil.

Der Kernpunkt des Beweises des Eindeutigkeitssatzes steckt in folgendem mengentheoretischen
Lemma.

Lemma (Dynkin-Lemma od. II-A-Theorem). Sei Q eine Ergebnisraum, M C P(Q) ein durchschnitt-
stabiles System und D C P(Q) ein Dynkin-System tber Q. Dann gilt: Ist M C D, so auch (M) C D.

Beweis. http://www.mathematik.uni-muenchen.de/~merkl/ws10/dynkin.pdf

Satz (Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafe). Sind P, @ zwei WahrscheinlichkeitsmajSe
iber dem gleichen Ereignisraum (2, A) und ist M ein durchschnittstabiler Erzeuger von A, auf dem
P und @ ibereinstimmen, d.h. VA € M. P(A) = Q(A), so gilt P = Q.

Beweis. Seien P, @ zwei Wahrscheinlichkeitsmafle tiber (£2,.4), M ein durchschnittstabiler Erzeuger
von A mit PIM = Q| M. Dann folgt:

MCD:={Aec A: P(A) =Q(A)}
Weil D ein Dynkin-System ist folgt A = o(M) C D, also P = Q. O

Bemerkung. Im Spezialfall (Q, A) = (R, B(R)) bildet M = {(—o0, z]: € R} einen durschnittstabilen
Erzeuger von B(R). In der Tat ist o(M) = B(R) und fiir alle z,y € R gilt:

(—o0,z] N (—00,y] = (—o0, min(z,y)] € M

Der obige Eindeutigkeitssatz fiir Verteilungsfunktionen ist also eine Konsequenz des allgemeinen
Eindeutigkeitssatzes fiir Wahrscheinlichkeitsmafle.

Bemerkung. Fiir allgemeine (nicht endliche) Mafle gilt der Eindeutigkeitssatz im Allgemeinen nicht.
Z.B. ist A # 2\, aber A\((—o0, z]) = 00 = 2A((—00, z]).
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Definition. . Fir ¢t € R sei

D, = (cos(Zm‘) —sin(27rt)>

sin(27t)  cos(27t)

2a={o.()- ()}

das um 27t Gedrehte von A. Man kann zeigen, dass D;A € B(S') <= A € B(S).

Fiir A C S sei

Lemma (Rotationsinvarianz der Gleichverteilung auf S'). Fiir alle A € B(S') und alle t € R gilt:
P(A) = P(DA)

Beweisskizze. Die Aussage ist offensichtlich richtig fiir alle A der Gestalt {exp(2rz): z € I}, wenn
I ein Intervall in [0, 1) ist. Sei M alles A dieser Gestalt. M ist ein durchschnittstabiler Erzeuger
von B(S!). Weiter ist D = {A € B(S'): P(D;A) = P(A)} ein Dynkin-System, das offensichtlich M
umfasst. Aus dem Eindeutigkeitssatz folgt D = B(S!) also die Behauptung. O

Satz. Es gibt kein rotationsinvariantes Wahrscheinlichkeitsmafi Q: P(S') — [0,1], d.h. kein Maf
Q, fiir das gilt
VA C S' vt e R. Q(A) = Q(D;A)

Beweis. wir definieren folgende Relation ~ auf S':
x~y < JeQ Dix=y

Es ist leicht zu sehen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Es sei [z] = {y € S':y ~ z} die
Aquivalenzklasse von z € S! und ~ und S'/~ = {[z]: z € S'} die Menge der Aquivalenzklas-
sen. Es sei f: S/~ — S! eine Auswahlfunktion, also eine Abbildung, die jeder Aquivalenzklas-
se [z] ein Element f([z]) € [x] zuordnet. (f existiert nach dem Auswahlaxiom der Mengenleh-
re, aber kann nicht konstruktiv angegeben werden.) Es gilt also f([z]) ~ =z fiir alle z € S!. Sei
A =imf = {f([z]): 2 € S'}. Dann ist (D;A)ieqnpo,1) eine Zerlegung von S* mit abzéhlbar vie-
len Mengen (insbesondere sind die DyA paarweise disjunkt). Wéire nun ) ein rotationsinvariantes
Wabhrscheinlichkeitsma8 auf (S*,P(S1)), so folgte

1=Q(8) = QU gron 2A) = X QDA = Y QA)

teQn[o,1) teQn[o,1)
Das ist weder vertraglich mit Q(A) = 0 noch mit Q(A) > 0, ein Widerspruch. O

Korollar. P(S') # B(S')

1.3 Borel-messbare Funktionen und MaBe mit Dichten

Definition. Es sei (2, .A) ein Ereignisraum. Eine Funktion f: Q — R, heiit Borel-messbar beziiglich
A (bzw. messbar), wenn fiir alle a € R gilt:

fHl-o0a)) ={we Q: f(w) <a}e A

Dies ist ein Spezialfall des Begriffs messbarer Funktionen, den wird spéter besprechen.
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Beispiel. Alle stetigen Funktionen f: R — R sind Borel-messbar beziiglich B(R), denn Urbilder ab-
geschlossener Mengen unter stetigen Abbildungen sind abgeschlossen und [—oo, a] ist abgeschlossen;
also ist f~1([—o0, a]) abgeschlossen und damit eine Borelmenge.

Beispiel. Ist A € A, dann ist 14: Q — R messbar.
Beispiel. Sind f, g: 2 — R messbar, sind auch af + 8¢, a.f € R messbar.

Beispiel. Ist (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen, so sind liminf, o f, und limsup,_, f»
(punktweise zu lesen) wieder messbar. Existiert lim,,,~ f, puntweise, so ist auch lim, o f, wieder
messbar.

Fiir nichtnegative messbare Funktionen f:  — [0, 00] wird in der Mafitheorie ein Integral

/Qfd,uE[O,oo]

beziiglich eines Mafles p1: A — [0, 00| definiert, und zwar so:

/fd,u:sup{Zai,u(Ai): ne€NAa; >0ANA; EA/\ZailAi Sf}
@ i=1

i=1
Das Integral wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

1. Firallene N, ay,...,a, >0, A1,..., A, € A gilt:

/ Y oaila dp =) aip(A;)
Q0 i=1

2. “Satz von der monotonen Konvergenz” Ist 0 < f; < fo < ... eine aufsteigende Folge messbarer
Funktionen ©Q — [0, co] und setzen wir f(w) = lim,,,o fr(w) fiir w € , so ist auch f messbar

und es gilt
dy = lim / ndp

Bemerkung. Ist f: R™ — [0, 00] stiickweise stetig, so existiert das (uneigentliche) Riemannintegral

20, f(x)dz, f ist messbar und es gilt
[far=]" @
R —00

/Rf(x)da: statt /Rfd)\

[ ran= [ f)utd)
Q Q
Bemerkung. Sind f,g: © — [0, 0o] messbar und p-fast tiberall gleich, d.h. p({w € Q: f(w) # g(w)}) =

0, so gilt
/fdMZ/ng
Q Q

Beim Integral kommt es also auf Nullmengen nicht an.

Wir schreiben auch:

Andere Notation:

Bemerkung. Linearitit: Sind f,g > 0 messbare Funktionen und o, 3 € R, so gilt

/Q(aerﬁg)du:a/Qfdquﬂ/diu
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Bemerkung. Monotonie: Sind f,g: Q — [0, co] messbar mit f < g, so gilt

/QfdMS/diu

Beispiel. Ist Q abziahlbar, A = P(Q), p ein Mafl auf (Q,.4) mit Zahldichte p = (py)weq, so gilt fir

alle f: Q — [0, o0]
| fau=3 s

we
Satz. Ist u ein Maf auf dem Ereignisraum (2, A) und ist f: Q — [0, 00] messbar, so wird durch

1/:.A—>[0,00],A|—>/Qf-1,4du::/Afd,u

ein Maf auf (2, A) definiert. v ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl genau dann, wenn

/Qfduzl

Sprechweise: Wir sagen, dass v beziiglich v eine Dichte f besitzt, wenn v wie eben gegeben. Ist sogar
Jo fdu =1, so heifit f eine Wahrscheinlichkeitsdichte beziglich pu. (Notation: f = du

Beweis. Es gilt:

—/@fdu—/ﬂflwdu—o

o v = [ fdp
Q
e Sind Ay, As, ... € A paarweise disjunkt, so gilt:

/ﬁflLJENAnd” 25 1w =

m
mon Konv li
m

= lim Z/ fla, dp= lim ZI/(An) = ZV(An)

n=1 neN

nEN

]
Beispiel. Ist Q abzéhlbar, A = P (), u das ZahlmaB, und besitzt v die Dichte f beztiglich p, so ist
f die Zahldichte von v.

Beispiel. Im Fall 4 = A hat man folgende Veranschaulichung: Ist f eine Wahrscheinlichkeitsdichte
eines Wahrscheinlichkeitsmafles P iiber (R, B(R)) beziiglich A, so bedeutet P(A) die Flidche unterhalb
des Graphen von f iiber A. Anschaulich bedeutet f die “Wahrscheinlichkeit pro Léngeneinheit”, daher
der Name “Dichte”.

Beispiel. Die Glelchvertellung umf la, b] besitzt die Dichte ;= 1[a y (beziiglich des Lebesguemafles \).
Ebenso sind z.B. ;=14 oder ;= 1(a7b} auch Dichten der gleichen Verteilung unif]a, b].
Beispiel. Es sei a > 0. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P auf B(R) mit der Dichte

f(2) = Loy (@ac™™ >0, z€R

heifit Exponentialverteilung zum Parameter a. Notation: P := Exp(a). In der Tat ist P ein Wahr-

scheinlichkeitsmafl, denn
/ fdax= / ae”“dx = —e_‘w‘zozo =1
R 0
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Beispiel. In der Analysis lernen Sie das “Gauflsche Integral” kennen:
0o 1,2
/ e 2% dx =+V2rm
—0o0

Also ist R — [0, 1],z — (27r)7% exp(—32?) eine Wahrscheinlichkeitsdichte (beziiglich \). Das Wahr-
scheinlichkeitsmafl mit dieser Dichte (beziiglich \) heifit Standardnormalverteilung und wird mit
normal(0, 1) oder N(0, 1) abgekiirzt.

Beispiel. Seien a > 0 (“Skalenparameter”) und s > 0 (“Formparameter”). Das Wahrscheinlichkeits-
maf auf (R, B(R)) mit der Dichte

a’ -1 _—a
f(z) = 1(0,00)(95)@958 e >0, zeR

wobei
oo
I'(s) :/ ¥ e da
0
die Gammafunktion bei s bezeichnet, heiit Gammaverteilung mit Parametern a und s und wird mit
Gamma(a, s) bezeichnet. Es gilt Exp(a) = Gamma(a, 1).

Bemerkung. Nicht jedes Wahrscheinlichkeitsma$ tiber (R, B(R)) hat eine Dichte beziiglich A, z.B. hat
0o keine Dichte beziiglich A. Ein Maf} v heifit absolut stetig beziiglich u, wenn v eine Dichte beziiglich
1 besitzt.

1.3.1 Zusammenhang zwischen Dichten und Verteilungsfunktionen

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R)) mit Dichte f, so wird die Verteilungsfunktion F' von
P wie folgt gegeben:

P(a) = P((~c0.al) = |

fd)\:/ f(z)dz, a€eR
(—00,d] —o0

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt: Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf
auf (R, B(R)) mit stetig differenzierbarer Verteilungsfunktion F, so ist I/ =: f eine Dichte von P.
Das Gleiche gilt, wenn F' nur stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist.

Beispiel. Die Exponentialverteilung Exp(a) hat die Verteilungsfunktion
t
F)= [ Tpe(@ac ™ do = Lo (t) [ ac o = Lg ()1 - ™), teR
(700,15} 0

1.4 Allgemeine messbare Funktionen und Zufallsvariablen

Definition. Seien (2, A) und (€, A’) zwei Ereignisriume. Eine Abbildung f: Q — Q' heifit A-A'-
messbar (oder messbar, wenn klar ist, welches A und welches A’ gemeint ist), wenn fiir alle A’ € A’
gilt:

fFllAY={w e Q: flw) e A} c A

Folgendes Kriterium ist niitzlich zum Nachweisen der Messbarkeit:

Lemma. Es seien (2,A), (¥, A") Ereignisrdiume, M' C A" ein Erzeugendensystem von A'. Dann
sind folgende Aussagen tiber eine Funktion f: Q — Q' dquivalent:
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1. f ist A-A'-messbar.
2. Fiir alle A" € M' gilt f~1(A") € A.

Bewess.

1 =2 trivial
2 =1 Es sei
B={AecA: f1(4A)ec A
Nach Voraussetzung ist M’ C B. Zudem ist B eine o-Algebra iiber ', denn es gilt:
e V' eB,denn f[HQ)=0Q€ A
e Fiir A’ € B folgt ' \ A’ € Bwegen f~H(Q'\A) =0~ f1(4) € A
o Fir A}, A, ... € B folgt U,en A, € B, denn

FHUA)=U i) ea

neN neN
Es folgt A’ =o(M’) C BC A, also B=A'. O
Beispiel. Weil {(—o00,al]: a € R} ein Erzeugendensystem von B(R) ist, ist eine Abbildung f: @ — R
genau dann A-B(R)-messbar, wenn sie Borel-messbar im fritheren Sinn ist.

Beispiel. Seien (M,dyr) und (N,dy) metrische Rdume und f: M — N stetig. Dann ist f B(M)-
B(N)-messbar, denn das System der offenen Mengen in N ist ein Erzeugendensystem von B(N).
Urbilder offener Mengen in N unter f sind offen, also in B(M) enthalten.

Beispiel. Jede Abbildung (2, P(Q)) — (2, P()) ist messbar.

Satz. Sei (2, A, ) eine Mafraum und f: (Q,A) — (', A’) eine messbare Abbildung. Dann wird
durch
vi A 0,00, A' s pu(fH(A))

ein Maf$ auf (', A") definiert. Es heifit BildmaBl von p unter f und wird mit f[u] oder uf=1 bezeich-
net.

Beweis. v ist wohldefiniert, weil f messbar ist.

o v(0) =p(f () =nu®) =0
o Ist A}, A, ... eine Folge von paarweise disjunkten Ereignissen in A, so sind auch die Urbilder
f7H(AL), n € N, paarweise disjunkt und messbar. Es folgt

v(IEINA;) = (7 |E|NA;)) - u(llef%A;)) =
=Y u(A) = Y v(Ay) =

neN neN

Bemerkung. Ist p ein WahrscheinlichkeitsmaB, so ist auch v = f[u] ein Wahrscheinlichkeitsma8, da
() = u(f7HQ) = Q) = 1.
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1.4.1 Sprechweisen in der Stochastik

Definition. Sei (2, A, P') ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€, A") ein Ereignisraum. Eine A-A’-messbare
Abbildung X : Q — ' heiit auch Zufallsvariable mit Werten in (€', A’). Das Bildmafi X[P] heifit
auch Verteilung von X (unter P) (engl. “law”, Notation Lp(X) = £(X)). Im Fall (2, A’) = (R, B(R))

heifit X eine reelle (oder reellwertige) Zufallsvariable.

Konvention. Fir eine Zufallsvariable X schreibt man statt
{w € Q: X(w) hat die Eigenschaft ®}

kurz {X hat die Eigenschaft ®}. Zum Beispiel steht {X € A’} fiir X ~1(4’). Fiir reelle Zufallsvaria-
blen und a € R bedeutet zum Beispiel {X < a} = X~ !((—oc,a]). Die Notation wird analog fiir
mehrere Zufallsvariablen verwendet. Sind zum Beispiel X, Y reelle Zufallsvariablen auf dem gleichen
Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) so steht {X < Y} kurz fir {w € Q: X(w) < Y(w)}. Eine analoge
Notation wird fiir Wahrscheinlichkeiten verwendet:

P({w € Q: X(w) hat die Eigenschaft ®}) =: P[X hat die Eigenschaft @]

Zum Beispiel steht P[X < 2] fiir P({w € Q: X(w) < 2}) = P(X"}((~00,2])) = Lp(X)((—00,2]).
Die Verteilungsfunktion F' von X, also die Verteilungsfunktion der Verteilung von Lp(X), ldsst sich
damit fiir @ € R so schreiben:

F(a) = P{w € Q: X(w) <a}) = P[X <a] = PX !((—00,a]) = Lp(X)((—o0, a])

Beispiel. Es sei Q = {0,1}", A = P(Q), P = 5= 3 ,cq 0w Es sei X;: @ — R die i-te kanonische
Projektion. Dann gilt fir a € {0,1}
2t 1

P[X;=a]=P({(w1,...,wpn) € Q: w; =a}) = TR

Also ist Lp(X;) = %50 + %61. Die Anzahl der “1”en im Ergebnis des Miinzwurfs wird modelliert durch
S =>",X,;. S ist eine Zufallsvariable. Fiir sie gilt fiir £ € {0,...,n}:

PS=kl=P{weQ: S(w)=k})= <Z> 27"

Es gilt also:
n n n .
Lp(S)=> PIS=kl6=> <k>2 Sk
k=0 k=0
Beispiel. Ist allgemeiner X : (Q, A) — (€', A’) eine Zufallsvariable mit endlich vielen Werten z1, ..., z, €

) (paarweise verschieden), so gilt

n n

Lp(X) =) PX =)0y, = Y P(X"'({2:}))da,
i=1 i=1
Beispiel. ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R™)) und bezeichnen Xj,...,X,,: R" — R
die kanonischen Projektionen, so sind alle X; stetig, also Zufallsvariablen. Die Verteilung £p(X;)
wird die i-te Randverteilung von P genannt. Ist zum Beispiel P die uniforme Verteilung auf einem
Rechteck (a,b] x (c,d] C R?, so ist die uniforme Verteilung auf (a,b] die 1. Randverteilung und die
uniforme Verteilung auf (c,d] die 2. Randverteilung von P.
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Als eine Anwendung von Verteilungen von Bildmaflen zeigen wir jetzt die Existenz von Wahr-
scheinlichkeitsmafien auf (R, B(R)) mit vorgegebener Verteilungsfunktion.

Satz. Sei F': R — [0,1]. Dann sind dquivalent:

1) Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmafs i auf (R, B(R)) mit der Verteilungsfunktion F'.
2) F ist monoton steigend, rechtsseitig stetig und es gilt

lim F(x) =0 und lim F(z)=1
T——00 T—00

Beweis.

1) = 2) Frither gezeigt.

2) = 1) Wir definieren eine “Quasi-Inverse” zu F,

G:(0,1) = R,q— sup{s € R: F(s) < ¢} =sup F1([0,¢])

G nimmt in der Tat Werte in R (und nicht etwa +00) an:

e G(q) > —oc fiir ¢ € (0,1) folgt aus {s € R: F(s) < ¢} # 0, denn F(s) === 0 < q.
5—00

e G(gq) < o fiir ¢ € (0,1), denn fiir alle geniigend grofien s gilt F'(s) > ¢, denn F(s) ——
1>q.
Nun sei P die Gleichverteilung unif(0, 1) auf ((0,1),8((0,1))). G ist B((0,1))-B(R)-messbar,
da monoton steigend. Also ist das Bildma$ p := Lp(G) definiert. Wir zeigen jetzt, dass u die
Verteilungsfunktion F' besitzt: Sei hierzu s € R und ¢ € (0,1). Wir zeigen:
1) Falls ¢ < F(s), gilt Vt e R(F(t) < g =1t < s).
2) Falls ¢ > F(s), gilt nicht Vt e R(F(t) < ¢ =1t < s).

zu 1) Sei ¢ < F(s) und t € R mit F(t) < ¢q. Dann folgt F(t) < ¢ < F(s), also t < s wegen der
Monotonie von F'.

zu 2) Sei q > F(s). Weil F rechtsseitig stetig in s ist, gibt es ein ¢ > s mit ¢ > F(t). Das
bedeutet 3t € R(F(t) < gAt > s).

Damit haben wir gezeigt

I') ¢ <F(s)=G(q) <s
2) ¢>F(s) = G(q) >s

Es folgt (0, F(s)) € {q € (0,1): G(¢g) < s} C (0, F(s)] und daher
F(s) = P((0, F(s))) < PG < s] < P((0, F(s)] N (0,1)) = F(s)
also P[G < s| = F(s). O

Bemerkung. Der Satz liefert uns ein praktisches Verfahren zur Simulation von Zufallszahlen mit
einer vorgegebenen Verteilungsfunktion F, wenn unif(0, 1)-verteilte Zufallszahlen S gegeben sind:
G(S) leistet das gewiinschte.

Beispiel. Verfahren zur Simulation Exp(1)-verteilter Zufallszahlen: Ist w eine unif(0, 1)-verteilte Zu-
fallszahl, so ist —log(l — w) eine Exp(1)-verteilte Zufallszahl. In der Tat: Die Verteilungsfunkti-
on F(t) = (1 — e )10 (t) von Exp(1l) besitzt die Quasiinverse bzw. Quantilsfunktion G(q) =
—log(1 — q), ¢ € (0,1). Natiirlich ist auch —logw eine Exp(1)-verteilte Zufallszahl, da mit w auch
1 — w unif(0, 1)-verteilt ist.
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Definition. Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R)) mit Verteilungsfunktion F. Fiir jedes
q € (0,1) heifit jedes t mit F(t) = ¢ ein g-Quantil von F. Etwas allgemeiner heifit jedes t € R mit

E;I;F(S) Sq<F@) = E\“H%F(S)

ein q-Quantil von F'.
Jede Funktion G, die jedem ¢ € (0,1) ein ¢-Quantil zuordnet, heilt Quantilsfunktion. Insbesondere
ist die Quasiinverse G von F' eine Quantilsfunktion.

1.5 Berechnung von Dichten und Verteilungen

Wir besprechen zwei Fiélle, in denen das Bildmafl unter einer Abbildung eine Dichte hat, wenn das
Ausgangsmaf} eine Dichte hat.

1.5.1 Dichten von Randverteilungen

Satz 2. Ist i ein Maf dber (R™, B(R™)) mit der Dichte f, d.h. p(A) = [, fd\, fir alle A € B(R"),
so seim <mn und p: R" — R™ (z1,...,2,) — (21,...,2m) die kanonische Projektion. Dann besitzt
p(u) eine Dichte g: R™ — [0, 00|, die durch

9@) = [ f@pran(dy)
fiir x € R™ definiert ist.
Dieser Satz beruht auf dem Satz von Fubini fiir das Lebesgue-Maf fiir nichtnegative Funktionen.

Satz 3 (Fubini). Sei f: R™ — [0, 00] messbar und m < n. Dann ist auch

g: R™ — [0, 00], z — S f(@,y)An—m(dy)

/fdAnzf g

L@@ = [ [ pw (@) in(ds) =
= [ L @A) A )
Beweis. Sei A € B(R™). Dann ist p~1(A) = A x R*™ € B(R"). Dann gilt:

A () = o7 A) = [ pave= [ 10 Fan =

1A><]R"—m

= L (@0) )l An () =
m RN N ————

la(z)

= [ [ F@ A (dn)An(de) =
:/Ag(x)/\m(dx)

Das bedeutet p(u) hat die Dichte g. Diese wird auch Randdichte genannt. O

wohldefiniert und messbar und es gilt

Bemerkung.
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Bemerkung. Es besteht eine Analogie zum diskreten Fall. Sind €21, 9 endliche Ergebnisrdume, ist
p: Q1 x Qo — Q, (z,y) — x die erste kanonische Projektion und p ein Mafl auf (21 x Q2, P(Q1 x Q7))
mit Zahldichte f, also p(A) = > ca f(w) fir A C Q x Q9, so hat p(u) die Zahldichte g: Q; —
[0,00], @+ 32, cq, f(7,y). In der Tat: Fiir alle A C Q1 x Q9 gilt:

p()(A) =p(Ax Q)= > flay)=> > fly) = g

(z,y)€EAXQ €A yeQs x€A
Die Analogie wird noch deutlicher, wenn man die Summen als Integrale {iber Zéhlmafie schreibt. Der
diskrete und der kontinuierliche Fall sind Spezialfélle des allgemeinen Satzes von Fubini.

Beispiel. Sei P die Gleichverteilung auf der Einheitskreisscheibe B = {z € R?: 2] < 1} und
X : R? — R die Projektion auf die erste Koordinate. Dann besitzt £p(X) die Dichte

21— 2 fir |z| <1

fir |z| > 1

S 3

g: R—[0,00],2 — {
denn due Gleichverteilung P besitzt die Dichte f: R? — [0,00],2 — 11p(z,y). Dann gilt

f(-r) = %1(—v 1-22,v 1_m2)(y) fiir |l" <l
0 fur |z] > 1

Es folgt: Lp(X) hat die Dichte

\/1 —x2 .
1 s dy = 2V1 — 22 fir || < 1
g(fﬁ)Z/ﬂwlB(ﬂf,y)dy:{ AV al

fir |z| > 1
Beispiel. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R2, B(R?)) mit einer Dichte der Gestalt f: R? —

[0,00], (z,y) +— g(x)h(y) mit zwei Wahrscheinlichkeitsdichten g,h: R — [0,00]. Dann haben die
beiden Randverteilungen von f die Dichten g bzw. h, denn die erste Randverteilung hat die Dichte

v [ fa)dy = [ g@h()dy = o) [ ) dy = g2)
und analog fiir A(y). Ist umgekehrt f(z,y) = g(x)h(y) gegeben, so gilt
/fxydxdy—//g y)dydz =
—/ / dydx—/h(y)dyég(w)dmz

Also ist f eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

1.5.2 BildmaBe unter Diffeomorphismen

Satz. Seien U,V C R" offen und f: U — V ein C*-Diffeomorphismus, d.h. f ist stetig differenzierbar
und bijektiv mit stetig differenzierbarer Inversen. Dann gilt fir alle messbaren g: V — [0, 00]

| 9wraldy) = /g D)l det Df ()| A ()
1%

Beweis. In der Analysis 3.
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Fiir unsere Zwecke impliziert das

Satz. Seien U,V C R" offen und f: U — V ein C'-Diffeomorphismus. Sei weiter P ein Wahrschein-
lichkeitsmafs auf (V, B(V)) mit der Dichte g beziiglich A, auf B(V). Dann besitzt Lp(f~') die Dichte
(go f)-|det Df| beziiglich A, auf B(U).

Beweis. Fiir alle A € B(U) gilt
Lo(F ) (A) = PUA) = [ 1) @)a@a(dy) =
= [ L (f@g(f @)l det DF@)An(de) =
= [ gU@)ldet DF (@) An(da) =

Beispiel. Sei P das Wahrscheinlichkeitsmaf auf ((0, 00)?, B((0, 00)?)) = (£2,.A) mit der Dichte g(z,y) =
e e Y fir x,y > 0. Insbesondere sind die Randverteilungen von P jeweils Exp(1)-Verteilungen. Sei

)

h: (0, 00)2 — (0,00) x (0,1), (z,y) — (x + v,

r+y
ein C'-Diffeomorphismus mit der Umkehrung
£:(0,00) x (0,1) = (0,00)*, (s,t) = (s — st, st)

Die Umkehrabbildung f besitzt besitzt die Jacobimatrix

Df(s,t) = (1;75 —Ss>

Alsoist det Df(s,t) = s. Es folgt Lp(h) besitzt die Dichte (0,00)x(0,1) 3> (s,t) — g(f(s,t))|det Df(s,t)| =
se” (575t e=5t = 575 beguglich Ay auf B((0,00) x (0,1)). Wir kénnen das auch so formulieren: Bezei-
chen X,Y: (0,00)? — R die Projektionen auf die 1. bzw. 2. Komponente, so besitzt der Zufallsvektor
(X +Y, XLW) die Dichte
(5,8) = L,00)(8)s5€ " L01)(t), (s:t) € R?

Insbesondere ist X + Y I'-verteilt mit Skalenparameter 1 und Formparameter 2 und XLJFY unif (0, 1)-
verteilt.

Beispiel (Simulation standardnormalverteilter Zufallszahlen). Die 2-dimensionale Standardnormal-
verteilung ist das Wahrscheinlichkeitsmafl P iiber (R?, B(R?)) mit der Dichte

1

flx,y) = o(x)p(y) = 5-¢ ?

(z2+y?)

wobei

die Dichte der Standardnormalverteilung bezeichnet. Insbesondere sind beide Randverteilungen von
P standardnormalverteilt. Offensichtlich ist f und damit auch P rotationsinvariant, weil f(z,y) nur
vom Radiusquadrat 22 + y? abhéngt. Dies motiviert folgendes Simulationsverfahren:
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Es sei Z = (U,V) ein Zufallsvektor, gleichverteilt auf (0,1)2. Wir bilden: ¢ := 27V, R :=
v—2logU, X := Rcos¢ und Y := Rsin¢. Dann ist der Zufallsvektor (X,Y’) 2-dimensional stan-
dardnormalverteilt, insbesondere sind X und Y (einzeln) standardnormalverteilt. Man beachte, dass
1R? = —log U Exp(1)-verteilt ist. Begriindung des Verfahrens:

Die Abbildung

g: (0,1)2 = R%~ ([0,00) x {0}), (u,v) — (\/—2logucos(27rv), \/—210gusin(27rv))

ist ein Diffeomorphismus mit der Jacobimatrix

ﬁ cos(2mv)  —2my/—2logu sin(27w)>

_2
Dg(u,v) = <_1212\/%Tgu sin(2mv)  2my/—2logu cos(27v)

und der Jacobideterminante 5
T

U

det Dg(u,v) = —
Fiir die Umkehrabbildung
g~ RZN ([0, 00) x {0}) = (0,1)%, (z,) = (u,v)

gilt also

-1 _ e N N s yo NEY. )
det D(g™")(z,y) = (det Dg(u,v)) = —5— = —5—€ 2

Nun besitzt die Gleichverteilung auf (0,1)? die Dichte 1 auf (0,1)2. Nach der Transformationsformel
fiir Dichten folgt Lypi(0,1y2(g) besitzt die Dichte

fla,y) =1-|det D(g~ ") (z,y)| = 2ie—§<x2+y2)
™

auf R? \ ([0, 00) x {0}) und daher Lypi¢0,1)2(9: (0,1)* = R?) eine Dichte

1 12,2
flay) = 5 2 g ooy fop (@.9),  (w,y) €R?

Dies ist jedoch auch eine Dichte der 2-dimensionalen Standardnormalverteilung, da [0, 00) x {0} eine
Ao-Nullmenge ist.

1.6 Die von Zufallsvariablen erzeugte o-Algebra

Definition. Sei Q) eine Ergebnisraum, (€', A’) ein Ereignisraum und X: Q — Q' eine Abbildung.
Dann ist o(X) = {X1(4"): A € A’} eine o-Algebra. Sie heifit die von X erzeugte o-Algebra.
o(X) wird interpretiert als das System der beobachtbaren Ereignisse, wenn nur X beobachtet wird.
Ist allgemeiner (£2;,.4;);cr eine Familie von Ereignisrdumen und (X;: Q — Q;);cr eine Familie von
Abbildungen, so heift

o(Xiziel)=c({X; 1 (A):i eI, A €A))

die von den Xj, i € I, erzeugte o-Algebra.

Bemerkung. o(X) ist die kleinste o-Algebra A {iber Q, beziiglich der X : (2, A) — (€', A") messbar
ist. Ebenso ist o(X;: i € I) die kleinste o-Algebra iiber €, beziiglich der alle X;: (2, 4) — (', A
messbar sind. Eine Abbildung X : (Q,4) — (€, A’) ist genau dann messbar, wenn o(X) C A ist.
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Beispiel. Sind Xi,...,X,: R® — R die kanonischen Projektionen, so ist o(X;: i = 1,...,n) =
o(X1,...,Xpn) = B(R"), wobei R mit B(R) versehen wird. Allgemeiner: Sind (21,.41),..., (Qn, An)

Ereignisrdume, 2 = Q1 x --- x Q, und X;: Q@ — Q;, i = 1,...,n die kanonischen Projektionen, so
heift 41 ®--- @ A, :=0(X;: 1 =1,...,n) die Produkt-o-Algebra der Ay, ..., A,. Sie wird von den
“Quadern” Ay X --- X Ay, A; € A;, i =1,...,n erzeugt. Ist (£;,4;);er eine Familie von Ereignisrau-

men, Q= [[;c; i, Xi: Q — € fiir ¢ € I die kanonische Projektion, so heifit ®,c; Ai = o(X;: i € 1)
die Produkt-o-Algebra der A;, i € I. Sie enthalt im Allgemeinen nicht beliebige Quader [];c; As,
A; € A;, i € I falls I {iberabzahlbar ist. @ .A; wird jedoch von den Zylindermengen [[;c; A;, A; € A;,
i € I aber A; # Q; nur fiir hochstens abzahlbar viele i € I erzeugt.

Beispiel. Ist X: R? - R, (z,y) — z, so ist o(X) die Menge der “Streifen” A x R, A € B(R).

1.7 Elementare bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition. Sei (2, .4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € A ein Ereignis mit P(B) > 0. Fir
jedes A € A heifit
P(ANB)
P(A|B) = ————=
(AIB) = =5
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Bemerkung. P(:|B): A — [0,1], A — P(A|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (Q2,.4). Es heifit
bedingtes Maf zu P gegeben B.

Interpretation. Beobachtet man bei einem Zufallsexperiment die Teilinformation, dass B einge-
treten ist, so interpretiert man P(A|B) als die neue Wahrscheinlichkeit von A, gegeben diese Tei-
linformation. Der Nenner P(B) normiert die bedingte Wahrscheinlichkeit, sodass B die bedingte
Wahrscheinlichkeit 1 bekommt.

Beispiel. Modellieren wir ein Spielwiirfel-Experiment mit Q = {1, 2, 3,4, 5, 6, ungiiltig}, A = P(Q)
18
P = QE Z 0; + (1 - q)(sungﬁltig
i=1

so dass ¢ € (0,1) die Wahrscheinlichkeit eines giiltigen Ergebnisses beschreibt. Dann modelliert

. 458 15 13
Plw # ungiiltig) = Plw # u;lgiiltig] "6 Z %

das Wiirfelexperiment, bei dem ungiiltige Ergebnisse ignoriert werden.

Beispiel. Sind A,B € B(R"), A C B mit 0 < A\ (A) < A\ (B) < o0, und ist P die Gleichverteilung
auf B iiber (R™, B(R")), so ist P(-|A) die Gleichverteilung auf A. Praktische Anwendung;:

Simulation von Zufallszahlen mit gegebener Dichte: Ist P die Gleichverteilung auf dem Qua-
drat ((0,1)2,B((0,1)?)) und ist f: (0,1) — R eine beschrinkte Wahrscheinlichkeitsdichte, sagen
wir f < ¢ € (0,00), so setzen wir g := f/c < 1, B = {(x,y) € (0,1)%: y < g(x)}. Dann ist
P(-|B) die Gleichverteilung auf B. Bezeichnet X: (0,1)? — (0,1),(z,y) — = die 1. Projektion, so
hat X beziiglich P(:|B) die Dichte f. Zur praktischen Anwendung wéhlt man zuerst einen Punkt
w = (x,y) € (0,1)? gleichverteilt. Ist dann 3 < g(z), so gibt man das Ergebnis z aus, ansonsten
verwirft man w und startet unabhéngig neu. Der Iterationsschritt ist jetzt noch nicht modelliert.
(Wir holen das nach.)
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Beweis. Fir A € B((0,1)) gilt:
Lpp)(X € A) = P[X € A|B] = P(XY(A)|B) = P(Ax (0,1)|B) =
PUAx (0,1)NB) _ i Jogw 1dyde
P(B) Jo Jog@y 1dydz
Jaglz)dz / F(z)dz 0
f(o 1) g(x
Beispiel (“Stochastische Fallunterscheldung ’). “Félle” werden durch eine endliche oder abzdhlbare

Partition Ay,..., A4, € A (bzw. (Ag)ken) modelliert. Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit: Falls
P(Ag) > 0 fir alle k, so gilt fiir alle B € A:

=Y P(B|Ay)P(Ax)
"

Beweis. Wegen B = | |,,(B N Ay) folgt:
=Y P(BNAy) =) P(B|Ay)P(A) o
k k

Beispiel. Ein Spielwiirfel wird geworfen, und dann nochmal so oft, wie die Augenzahl des ersten
Waurfs anzeigt. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ab dem 2. Wurf keine “6” auftritt. Modell
Q= IF_, Ay, wobei Ay, = {k} x {1,2,3,4,5,6}%, A ="P(Q) mit dem Modell fiir P:

o P(Ay) =3 fiir alle k
o P({(k,wi,...,wi)}Ax) = 6% fir k,wi,...,wg € {1,...,6}, so dass P(:|Aj) die Gleichverteilung
auf Ay.
Das bedeutet:

1
SRl

=

6
P=> X
k=1we{1,...,6}F
Es folgt:

P(ab 2. Wurf keine “6”) = P(Ag)P(ab 2.W. keine “6”|Ay)

N

=
Il
—

=0.554..

I
=
14
i
@\H
CTJ‘U!
ol Eal

Ausblick. Alle P(B|Ag), k =1,...,n, kann man in der einen Zufallsvariable

n

Z P(B |Ak§)1Ak

k=1
zusammenfassen, die auf Ay den Wert P(B|Ay) annimmt. Interpretation: “Prognose fiir B gegeben die
Information aus der o-Algebra F := o({A;: k =1,...,n}). Notation: P(B|F) := > 1_; P(B|A)1la4,
heifit die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben F. Ausblick auf Spezialfall: Ist P ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf (R?, B(R?)) mit Dichte f, und bezeichnen X,Y : R? — R die beiden kanoni-
schen Projektionen, so nennen wir fiir B € B(R?), z € R

fR 1B($7 y)f(a:, y) dy

Jr fz,y)dy
eine bedingte Wahrscheinlichkeit von P gegeben X = z. Wegen der Mehrdeutigkeit von f ist dies
nur P-fast iiberall eindeutig. y — f(z,y)(fg f(z,t)dt)™! heifit die bedingte Dichte von Y gegeben
X ==

P(B|X =z) =
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1.8 Die Formel von Bayes

Es sei (92,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Ag, k£ = 1,...,n (oder k& € N) eine endliche (oder
abzéhlbare) Partition von € mit P(Ay) > 0 fiir alle k. Dann gilt fiir alle B € A mit P(B) > 0 unda
alle k=1,...,n:

P(B|Ay)P(A)

P(Ag|B) = ", P(B|A)P(4;)
Bewets.
_ P(AxNB)  P(B|AL)P(4A)
P(A|B) = P(B)  Y0_, P(B|Aj)P(4;) -

Interpretation. Die Formel von Bayes dient in 2-stufigen Zufallsexperimenten zum “Riickschluss
auf die Ursachen”.

Beispiel. n+ 1 Urnen, beschriftet mit “0” bis “n” enthalten je n Kugeln, und zwar die Urne Nr. k k
rote und n — k blaue Kugeln. Man wéhlt zuféllig eine Urne (1. Stufe) nach der Gleichverteilung und
dann aus dieser Urne [ Kugeln mit Zuriicklegen (2. Stufe). Bedingt darauf, dass r dieser | Kugeln rot
sind, mit welcher Wahrscheinlichkeit stammen sie aus der Urne k7

Wir beschreiben die Angaben formal, ohne volles Modell:

e Das Ereignis A bedeutet “Urne Nr. k gewdhlt”, k =0,...,n
e Das Ereignis B bedeutet “r rote Kugeln gezogen”

Gegeben sind: P(Ay) = —n}rl, k=0,...,n, und
I\ 1.7 l—r

k"(n —k

P(B|Ag) = L )

l
n
Mit der Formel von Bayes folgt
l k" (n—k l—r
(r) (Zl ) %H kr(n _ k)l—r
P(Ak|B) = [APS Nl—1r = n T N\l—r
n (Dirm=tr o YR g (n )
j=0 n! n+1

Beispiel (med. Test). 0.01% der Bevolkerung leide an einer Krankheit. Ein medizinischer Test zur
Diagnose dieser Krankheit erkenne mit 99% die Krankheit korrekt, wenn der Proband tatséchlich
die Krankheit hat. Der Test erkenne mit 98% Wahrscheinlichkeit das Nichtvorliegen der Krankheit
korrekt, wenn der Patient die Krankheit nicht hat. Falls der Test das Vorliegen der Krankheit anzeigt,
wir grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass der Proband wirklich die Krankheit hat?

Modell K heifle “der Proband hat die Krankheit”, T “der Test zeigt die Krankheit an”.
gegeben P(K)=10"% P(T | K)=0.99, P(T¢| K¢) = 0.98.
gesucht P(K | T)

Mit der Formel von Bayes folgt:

P(T | K)P(K) - 0.99-10*
(T | K)P(K)+ P(T | Ke)P(K€)  0.99-10~*+40.02- (1 —10~%)
=0.0049...

P(K | T) = 3

Ausblick. Die Formel von Bayes ist das Fundament eines Zweigs der mathematischen Statistik, der
“Bayesschen Statistik”. Hier wird die 1. Stufe (im Beispiel: die Wahl der Urne) als zufdllige Wahl
eines Wahrscheinlichkeitsmodells interpretiert. Der Satz von Bayes erlaubt dann den Riickschluss
von Beobachtungsdaten (2. Stufe) auf das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmodell. Mehr dazu
spater.
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1.9 Stochastische Unabhangigkeit

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A mit P(B) > 0. Informal gesprochen nennen
wir A und B unabhéngig, wenn die Kenntnis des Eintretens von B die Prognose fiir A nicht veréndert.
Formal: P(A | B) = P(A). Schreiben wir das in der Form P(ANB) = P(A)P(B), so gibt das Anlass

zu folgender Definition:

Definition. Zwei Ereignisse A, B € A heiflen stochastisch unabhdngig beziiglich P, wenn gilt:
P(ANB)=P(A)P(B)

Allgemeiner heifit eine Familie (A;);c; von Ereignissen stochastisch unabhingig beziglich P, wenn fir
jedes endliche Teilfamilie (A;);cp, 0 # E C I, gilt:

P(ﬂAi):HP(Ai)

i€EE S

Beispiel (Zweifacher Wurf eines fairen Wiirfels). Q = {1,...,6}2, A = P(Q), P sei die Gleichver-
teilung auf Q. Die Zufallsvariablen X, Y : Q — {1,...,6} seien die Projektionen auf die erste bzw.
zweite Koordinate. Fiir alle k,l € {1,...,6} sind die Ereignisse {X = k} und {Y = [} unabhéingig.
In der Tat gilt

pix — g = 0D i|;1,...,6}| :%

und analog P[Y =[] = . AuBerdem gilt

1
PX=kY=1=PX '{k})nY'({1})) = H(Ikﬁll)}' =35 = PIX=HPlY =]
Beispiel (n-facher Wurf einer unfairen Miinze). Sei Q = {0,1}", A = P(Q2), 0 < p < 1 mit der
Interpretation: “1” an ¢-ter Stelle bedeutet der i-te Wurf liefert “Kopf”, “0” an i-ter Stelle bedeutet der
i-te Wurf liefert “Zahl”. Wir definieren P durch seine Zahldichte (p,,)weq. Fir w = (wi,...,wy) €
setzen wir:

n
po =p (1 —p)" 5@ mit S(w) = w;
i=1
Alsoist P =) cqPuwly- In der Tat ist

o=@+ -p)=1"=1
weN

Also ist P ein Wahrscheinlichkeitsma8. Es sei X;: Q — {0,1}, (w1,...,wn) = w;, i = 1,...,n. Dann
sind die Ereignisse {X; = 1},...,{X,, = 1} unabhéngig, denn sei £ C {1,...,n}. Dann gilt

n

PVie B.X;=11=) po=y " [[p(1—p)' =pFl(p+ (1 —p))» 11 = pl”

weN weN i=1
Vi€E.w;=1 Vi€E.w;=1 i¢E

Als Spezialfall E = {i} erhalten wir P[X; = 1] = p fur alle = 1,...,n, und daher

Plvie B. X; = 1] =pl = T] P[X; = 1]
(S
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Definition. Die Verteilung der Summe .S in dem eben besprochenen Modell heifit Binomialverteilung
zu dem Parametern n und p, kurz binomial(n,p) := Lp(S). Die Binomialverteilung beschreibt also
die Anzahl des Ergebnisses “Kopf” bei n-fachem unabhédngigen Miinzwurf mit Wahrscheinlichkeit p
von “Kopf” in einem Wurf.

Bemerkung. Es gilt:

binomial(n, p) = Z (Z) ) k5,

k=0
d.h.
binomial(n, p)(A) = Z <Z>pk(1 —p)"*
keA
denn

binomial(n, k)({k}) = Zp (1- (Z)Pk(l —p)F

weN
S(w)=k

Beispiel. Unabhéngigkeit ist nicht dasselbe wie paarweise Unabhingigkeit! Seien 2 = {0,1}%, A =
P(R2), P die Gleichverteilung auf  und X,Y die kanonischen Projektionen. Sei Z = X + Y mod 2.
Dann sind die Ereignisse {X = 1}, {Y = 1}, {Z = 1} paarweise unabhéngig, aber dennoch nicht
unabhéingig, denn

P[X:I,Yzl,Z:I]:P(@):075%-5-—:P[X:1]P[Y:1]P[Z:1]

Definition. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie von Zufallsvariablen (X;: (€, .A)
(Q, A’>)z ¢ heiBit stochastisch unabhéngig beziiglich P, wenn fiir alle Familien (A; € A;)ier gilt:

{Xi€A}),., = (X-*l(Ai))iGI ist unabhéngig beziiglich P

)

Eine Familie von N-stabilen Ereignissystemen (M;);cr, @ # M; € A; heiit unabhingig beziiglich P,
wenn alle Familien (4; € M;);c; unabhéngig sind.

Bemerkung. Nach Definition gilt also fiir Zufallsvariablen X;, i € I
(Xi)ier unabhiingig <= (0(X;)),., unabhingig

Beispiel (n-facher Miinzwurf). © = {0,1}", X;: Q — {0,1} die i-te Projektion. Oben wurde gezeigt,
dass {X; = 1}, i = 1,...,n, unabhingig sind. Es gilt sogar: X;, i = 1,...,n, sind unabhéngig
(Ubung).

Abschlusseigenschaften der Unabhéngigkeit:
Lemma. Es sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € A. Dann gilt:

0. 0 ist unabhdngig von B.

1. Ist A € A unabhdngig von B, so ist auch A° unabhdngig von B.

2. Sind A, € A, n €N, paarweise disjunkt und unabhdingig von B, so ist auch J, ey An unabhingig
von B.

Anders gesagt: {A € A: A, B unabhdngig} ist ein Dynkin-System.

Beweis.
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0. P(0NB)=0=P0)P(B).
1. P(A°N B) = P(B~ (AN B)) = P(B) — P(ANB) = P(B) — P(A)P(B) = (1 — P(A))P(B) =
P(A°)P(B).
2. P(JAnNB) =Y P(4,nB) =Y P(4,)P(B) = P(|JA,)P(B). O
neN neN neN neN

Korollar. Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und O # B C A. Dann ist
D={Aec A:VB € B. A, B unabhingig}
ein Dynkin-System.
Beweis. D =(\gep{A € A: A, B unabhéngig}, also ist D ein Dynkin-System. O

Satz. Es seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F,G C A zwei N-stabile, nichtleere Er-
eignissysteme. F und G seien unabhdngig, d.h. VA € FVYB € G. P(AN B) = P(A)P(B). Dann sind
o(F), 0(G) unabhdingig.

Beweis. D ={A € A: VB € §G. A, B unabhéngig} ist ein Dynkin-System mit 7 C D. Da F N-stabil
ist, folgt aus dem Dynkin-Lemma, dass o(F) C D, also dass o(F) und G unabhéngig sind. Nun sei
D' ={B € A: VA € o(F). A, B unabhingig}. D’ ist ebenfalls ein Dynkin-System, und aus o(F),
G unabhingig folgt G C D'. Da G N-stabil ist, folgt aus dem Dynkin-Lemma, dass o(G) C D', bzw.
dass o(F) und o(G) unabhéngig sind. O

Verallgemeinerung.

a) Seien (F;)ier nichtleere, N-stabile Ereignissysteme. Ist (F;);c; unabhéngig, so ist auch (o (F;))
unabhingig.

b) Unter den Voraussetzungen von a) sei (E;);es eine Familie von paarweise disjunkten Teilmengen
von I. Wenn (F;);er unabhéngig ist, so ist auch

(=(U7)),.,

icE;

iel

unabhingig.

Diese Sétze werden sehr haufig — oft implizit — angewandt:

Beispiel. Sein X,Y,Z: Q! — R unabhingige Zufallsvariablen und ist f: R> — R Borel-messbar, so
sind auch f(X,Y), Z unabhéngig, wobei f(X,Y): Q@ — R definiert ist durch f(w) = f(X(w),Y (w)),
denn X,Y,Z sind unabhéngig genau dann, wenn o(X), o(Y), o(Z) unabhingig sind. Also sind
M={ANB: Aco(X),B e oY)} und 0(Z) unabhéingig. Aber M ist N-stabil, also sind o (M)
und o(Z) unabhéngig. Nun gilt o(M) = o(c(X)Uo(Y)) =: o(X,Y). f(X,Y) ist o(X,Y)-B(R)-
messbar, denn (X,Y): Q — R? ist A-B(R?)-messbar und f: R? — R ist B(R?)-B(R)-messbar. Also
sind f(X,Y), Z unabhéngig.

1.10 Unabhiangiges Zusammensetzen von zwei Zufallsexperimenten

Satz. Seien (2, A, P), (3,8, Q) zwei Wahrscheinlichkeitsraume. Dann gibt es genau ein Wahrschein-
lichkeitsmafl P x Q auf (2 x X, A ® B), so dass die beiden Projektionen X: Q x ¥ — Q und
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Y:Qx X — ¥ beziiglich P x Q unabhdngig sind mit Lpxq(X) = P und Lpxg(Y) = Q. P x Q
heifit Produktmaf von P und Q. P X @ wird gegeben durch

Px Q) = [ Qwnids) € 4) P(dw)
= /QQ({O’ €X: (w,0) € A}) P(dw)
:/Q/ 1La(w, o) Q(do) P(dw) (+)
>

Beweis. In der Mafitheorie.

Definition. Ein Maf$ p auf (£2,.4) heifit o-endlich, wenn es eine Folge (A, )nen in A mit p(A,) < oo
fir n € Nund J,,cy An = €2 gibt.

Bemerkung. Auch fiir allgemeine Mafle p, v statt P und @ liefert (x) ein Mafl u x v. Es hat gute
Eigenschaften unter folgender Zusatzvoraussetzung: u, v sind o-endlich.

Bemerkung. Das Produktmaf$l o-endlicher Mafle wird durch p x v(A x B) = u(A)u(B) fur A €
A, B € B charakterisiert.

Beispiel. Ao = A1 X Aq.

Beispiel. Die Gleichverteilung auf (a,b] x (¢,d] € R? (a < b, ¢ < d) ist das ProduktmaB der Gleich-
verteilungen auf (a, b] und (c, dJ.

Die Integration beziiglich des Produktmafles kann man auf sukzessive Integration beziiglich der
Faktoren zuriickfiihren:

Satz (Fubini). Seien (2, A,n) und (3,B,v) zwei o-endliche Mafirdume und f: Q x ¥ — [0, 00]
A ® B-B([0, 00])-messbar. Dann ist
Q3w / f(w,o)v(do)
2

A-B([0, 00])-messbar und
Y30+ /Qf(w,a),u(dw)

B-B([0, oo])-messbar und es gilt:

QxS fdlxv)= /Q/zf(w’a) v(do) p(dw) = /Z/Qf(W,O') p(dw) v(do)

Beweis. In der Mafitheorie.

Bemerkung. Der Spezialfall (Q, A, u) = (R™, B(R™), \p,) und (X, B8,v) = (R*™, B(R"™ ™), Ap—m)
liefert den frither besprochenen Satz von Fubini.

Bemerkung. Der Spezialfall (Q, A, ) = (X, B,v) = (N,P(N),|-|) kann man als den grofien Umord-
nungssatz fiir Reihen mit nichtnegativen Koeffizienten auffassen.

Satz. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X,Y : Q — R Zufallsvariablen mit Dichten f bzw.
g. Dann sind X und Y unabhingig genau dann, wenn h: R?> — [0, 00|, (z,y) — f(x)g(y) eine Dichte
fir Z = (X,Y): Q — R? ist.

Beweis. Ubungen.
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Verallgemeinerung. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (X1, By, p1), (X2, Ba, pu2) o-endliche
Maflirdume und X;: Q — ¥;, ¢ = 1,2, Zufallsvariablen mit Dichten f; beziiglich m;. Dann sind X1
und X, genau dann unabhéngig, wenn h: 31 x X9 — [0, 00], (x1,x2) + fi(x1)f2(x2) eine Dichte fir
Z = (X1,X2): Q — Xy x X9 beziiglich pu; X g ist.

Beweis. Ubungen.

Bemerkung. Produktmafbildung ist assoziativ. Die besprochenen Sétze fiir das Produktmafl lassen
sich alle auf endlich viele Faktoren verallgemeinern.

1.11 Die Faltung (engl. convolution)

Definition. Es seien pu1, pa o-endliche Mafie iiber (R™,B(R™)). Die Faltung von p; und pug, in
Zeichen p1 * po, ist definiert als das Bildmafl von pq X pe unter der Addition +: R?" — R™. Fir
Wahrscheinlichkeitsmafle P und () kénnen wir das auch so formulieren: Sind X und Y unabhéngige
Zufallsvariablen mit £(X) =P und L(Y) =@, soist L(X +Y) =P x Q.

Beispiel. Ist P = pdy + (1 —p)do mit 0 < p < 1, so ist

Px P =p%5 + 2p(1 —p)oy + (1 —p)2<50
PxPxP= p353 + 3p2(1 —p)d2 + 3p(1 — p)251 +(1- p)350

P = Z " p*(1 — p)" %), = binomial(n, p)
o \F

Satz. Seien u, v o-endliche Mafle auf (R™, B(R™)) mit Dichten f bzw. g. Dann besitzt p * v die
Dichte f x g, definiert durch

fro)= [ f@gt=)de= [ f-yo)dy. firzer®
f * g heifit ebenfalls Faltung von f mit g.

Beweis. Das Produktmaf p x v besitzt die Dichte h: R? — R, (z,y) — f(2)g(y). Nun betrachten
wir den Diffeomorphismus
ki R? = R?, (z,y) = (z+y, )

mit der Inversen
E1:R?2 5 R% (2,2) = (2,2 —2)

sowie die 1. Projektion 7: R? — R, (z,2) = 2. Dann ist 7o k = +: R? — R. Nun gilt

0 1
det (1 _1>‘—1

Aus der Transformationsformel folgt, dass das Bildma$ k[u x v] die Dichte j: R? — R besitzt mit

’det Dk Y(z, x)‘ =

j(z,x) = h(k™(z,1)) ’det Dk‘_l(z,x)‘ =h(z,z —x) = f(z)g(z —z), fir (z,2) € R?
Also besitzt die 1. Randverteilung p X v = w[k[p X v]] von k[p x v] die Dichte
Rz / j(z,z)dz = / f(@)g(z —x)dax = f*g(2)
R R

Analog fiir R™. Die zweite Darstellung von f * g folgt mittels Substitution y = z —x oder auch mittels
Wk V= Uk . O
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Beispiel. Sei P = unif[0, 1]. Dann besitzt P x P = unif[0, 1]? die Dichte Lo,z und daher ist P * P
die Dichte
Loy * Loy (2) = 2 Ljoa1(2) + (2 = 2) - 11 9(2), fiir z € R

Beispiel. Es seien X, Y unabhéngige, Gamma-verteilte Zufallsvariablen:
Lp(X) = Gamma(a,s) und Lp(Y)= Gammal(a,t), fira,s,t>0
Wei zeigen, dass X + Y Gammal(a, s + t)-verteil ist:
Gamma(a, s) * Gamma(a,t) = Gamma(a, s + t)

Beweis. X bzw. Y besitzen die Dichte

bzw. t
o) = Lo e, e
Es folgt:
f*g( _ o 1 1 5L — p)t-lemaz—a(z—2) g
02) = g o (0 (2 =212z =)ot el
g5 tte—az R

? 1
= Wl(o’w)<z)/() xsfl(z - x)tfl dx = 1_‘(5)1_‘(1;)1(0700)(2)‘/0 (Z’U,)S 1(2 . Zu)tilzdu

as+tB(37 t) Zs—i—t—l —az
I(s)0(2) ’

wobei die Betafunktion B(s,t) definiert ist durch

1
B(s,t) = / w1 —w) T du
0

= 1(0,00)(2) fir zeR

Dies ist bis auf die Konstante T ()Sll()t) statt gy +t) die Dichte von Gamma(a,s + t). Weil sowohl
Gamma(a, s) xI'(a, t) als auch Gamma(a, s+t) Wahrscheinlichkeitsmafie sind, miissen die Konstanten

ubereinstimmen:

B(s,t) (s)L'(2)
= bzw. B(s,t) =
TN e 2 BeD =105y
Also folgt die Behauptung. O
Beispiel. Seien X1, ..., X, unabhéingige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Sei x2 = >} X?.
Aus einer Hausaufgabe wissen wir £(X7?) = Gamma(},1) fiir alle k = 1,..., n. Es folgt:

L(x?) = Gamma (% ;)*n = Gamma (%, %)

Diese Verteilung heit x2- Verteilung mit n Freiheitsgraden. Die gemeinsame Verteilung der X1, ..., X,,,
also die Verteilung des Zufallsvektors X = (X1,..., X,,), heiit die n-dimensionale Standardnormal-
verteilung, sie besitzt die Dichte

n

R" >z f(x H

6 %Zi — (271')%6_%“:””%, wobel x = (331) cee ,.’En)

beziiglich \,. Die x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden ist also die Verteilung von | X||3, wenn X
n-dimensional standardnormalverteilt ist.
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Beispiel. Die Normalverteilung mit den Parametern 4 € R und o2 > 0 ist die Verteilung von X =
0Z + u, wenn Z standardnormalverteilt ist. Bezeichnung: N(u,0?). Sie besitzt die Dichte

T — 2
fuo2(x) = \/2;7 exp (—(202m>

denn sei g: R — R,z — oz + pu. Dann gilt fir alle A € B(R):

_ G IFU EECETD
N(M702>(A) _P[g( )GA \/ﬂ/ 1(A)eXp <_2> dz = \/ﬂ/AeXP< 2 o2 ) O_d.’IJ—

HCETO N
V2102 2 202
Definition. Die Normalverteilung mit Parametern p und o? > 0 ist das Wahrscheinlichkeitsmaf
N(u,0?) auf (R, B(R)) mit Dichte

T — )2
fuo2(x) = ! exp (—;(“)>

Satz. Fiir 1, u2 € R und 02,03 > 0 gilt:

N(p1,07) % N(p2,03) = N(p1 + p2, 0% + 03)
Anders gesagt: Sind X und Y zweei unabhdngige Zufallsvariablen mit den Verteilungen L(X) =
N(u1,02) und L(Y) = N(uz,03), so gilt:
L(X +Y) = N(p + pa, 07 + 03)
Beweis. Wir zeigen:
f#lﬂf * uwg(x) fu1+#2,01+02( x)
durch direkte Rechnung. (Alternativ auch fiir n Dimensionen: Ubungen). Fiir x € R gilt:
2
— y Ml Y — H2
f#1,01 * f#2,02 /eXp ( ) ) exp <_(22)> dy
\/27701 \/2mo2 02

I

Wir substituieren & = x — py — po und § = y — po. Damit:

L@E=9?2 7\ 4
I= - —+ = d
/Rexp ( 2 ( o? * o3 Y
—_——
I
Wir schreiben II mit quadratischer Ergénzung um:
11 2 i
11:(2+2)g2 SEj+ = =
o; 03 o? o

_ 2 _ -

(1+1) _ oy ot ~2+x2
=\l 2T =2)\Y = 2| T2 R
o1 o5 01"+ 09 01" + 0y o1

)—‘l\)
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Abkiirzung: o = (/0?3 + 03. Damit schreiben wir I1I wie folgt:

2
Man beachte: o724+ 0,2 = (01‘702) . Eingesetzt erhalten wir:

72 1/ 5 (. o2 \°\ ..
I:exp <—0-2 /Rexp —5 (0'1 +0'2 ) y—m dy

v

Wir substituieren

Wir erhalten

Es folgt:

Oben eingesetzt:

1 1 o109 132
fm,ff% * f,uz,ag - V2T exp <_202> =

1 172 1 1 (93 — M) 2 -
= exp| —=— | = exp | —=
v27r02 2 02 \Vomo2 P 2 o
Beispiel. Die Poissonverteilung Poisson(A) zum Parameter A > 0 ist die Verteilung auf (Np, P(Np))
mit

)\TL
Poisson(\) = Z e_/\—' n
n€Ng n:
Es gilt:
Poisson (A1) * Poisson(A2) = Poisson(A; + A2)

1.12 Folgen unabhangiger Zufallsvariablen

Satz. Es sei (2, A;, Pi)icr eine beliebige Familie von Wahrscheinlichkeitsriumen und Q = [];c;
das kartesische Produkt der Q;, X;: Q@ — Q;, (x)jer — i, © € I sei die i-te kanonische Projektion und
A=Qier Ai = 0(X;: i € I) die Produkt-o-Algebra. Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaj$
P auf (2, A), so dass die X;, i € I, unabhangig mit den Verteilungen Lp(X;) = P; sind. P heifit
(allg.) ProduktmaB, P = [];c; P;.

Bewezs. Mafitheorie.
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Alternative. Direkte Konstruktion einer Folge unabhangiger Zufallsvariablen auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum Q = ([0, 1), B(]0, 1)), unif([0, 1))).

Definition (Unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen). Eine Familie (X;);e; von Zufalls-
variablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) heifit 4.i.d. (engl.: indepent, identically
distributed), wenn die Xj, ¢ € I unabhéngig mit der gleichen Verteilung Lp(X;) = L£,(X}), 1,5 € 1,
sind.

Alternative (Fort.). Fir w € Q, (2,4, P) = ([0,1),B([0,1)), unif([0,1))), sei X, (w), n € N, die
n-te Nachkommaziffer in der Bindrdarstellung von w, also X, (w) = [2"w]| — 2 - [2"w], wobei [z] =
max{z € Z: z < x}.

Satz. Die Bindrziffern (Xp)nen sind i.i.d. %(50 + 01)-verteilte Zufallsvariablen iber (2, A, P).
Beweis. Wir miissen fiir alle endlichen £ C N zeigen: Die (gemeinsame) Verteilung von (X, ),cp ist

gleich:

1
L:p(Xn: n e E) = H 5((50 + (51)
nek

also gleich der Gleichverteilung auf {0,1}”. Es geniigt, die fiir den Spezialfall E = {1,...,n} zu
zeigen. Nun sei X = (X1,...,X,) € {0,1}" und

n
a= Z 2 kg = (0.x122 ... 2p)2 €]0,1)
k=1

Dann gilt { Xy = xx,k=1,...,n} =[a,a+2"). Alsoist P[ Xy =z, k=1,...,n] = P([a,a+27")) =
27" = [{0,1}"|"". Die Verteilung Lp(X1, ..., X,) hat also die Zihldichte (|{0,1}"|™"),e(0,13n, ist also
die Gleichverteilung auf {0, 1}". O

Lemma. Es seien (X, )nen i.i.d. 3(80+061)-verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, A, P). Dann ist Z := 3", cn 27" Xp: Q@ — [0, 1] uniform auf [0, 1] verteilt.

Beweis. Wir betrachten das Mengensystem
n
J=A{[a,a+27"):neN(x1,...,z,) € {0,1}",a = Z2‘kack} u{0}
k=1

Ein Intervall I € J, I # (), besteht also aus allen Zahlen w € [0, 1), die ein vorgegebenes Anfangsstiick
(0,1 ...xy)2 in ihrer Bindrdarstellung besitzen. J ist ein Erzeugendensystem von B([0, 1]). Zudem
ist J N-stabil. Um zu zeigen, dass Lp(Z) = unif[0, 1] ist, reicht es, dass gilt

PlZ € 1) = wnif[0,1)(I), €3

Das ist klar fir I = (). Fir I = [a,a + 27") mit a = (0,21 ...2,)2 gilt: Die Ereignisse A = { X}, =
g,k =1,...,n} und B = {Z € I} unterscheiden sich nur um eine Nullmenge, denn (fiir a = 0 ist
B~ A=10)

ANB={Xp=apr,k=1,...,n} N{Xp =1,k >n}
B\A:{Xk:ykvk:177n}m{Xk:1;k>n}, WObei (O,yl...yn>2:a—2_n

Es folgt
AABC{X,=1,k>n}
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und damit

P(AAB)<PXpy=1k>n|= lim P Xy =1,n<k<m| = lim P[X, =1] =
m=—r00 X, id.d. m—o0
k=n+1
= i, gm =0
Daher ist P[Z € I| = P(B) = P(A) = 5 = unif[0, 1](I). Damit ist £p(Z) = unif[0, 1]. O

Lemma. Sei t: N x N = N eine Injektion und (Xp)nen eine i.i.d Folge von (8o + &1)-verteilten
Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (S, A, P). Dann ist die Folge (Zp)nen von Zu-
fallsvariablen,
Zm =Y 27X, (o) 2 = [0,1]
keN

i.i.d. mit der Verteilung unif[0, 1].

Beweis. Fiir jedes m € N ist die Folge (X, (4 ) )ken i1.d %(50+61)—Verteilt. Auflerdem ist Z,,, messbar
beziiglich der o-Algebra F, = 0(Xj( ) k& € N). Nun ist die Familie (F,)men unabhingig, da ¢
injektiv ist und da (X, )nen i.i.d. ist. Also sind auch die (Z,,)men unabhéngig, da o(Z,,) C F,,. O

Lemma. Es sei (Zy)men eine i.i.d. unif[0, 1]-verteilte Zufallsvariable auf (2, A, P). Weiter sei
(Pp)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R, B(R)). Es seien ¢p,: (0,1) = R, m € N,
Quantilsfunktionen der P,. Wir setzen ¢m: R = R, Gm(x) = gm(x) fir z € (0,1) und Gm(x) beliebig
messbar sonst. Damit ist (Gm(Zm))men eine Folge unabhdangiger Zufallsvariablen mit den Verteilun-
gen Lp(Gm(Zm)) = Pm, m € N.

Bemerkung. Zu jeder Folge (P,,)men von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R, B(R)) gibt es also eine
Folge (X,n)men unabhéngiger Zufallsvariablen auf (€2, A, P) = ([0,1), B([0, 1)), unif[0, 1)) mit diesen
Verteilungen: Lp(X,,) = Pp,.

Bemerkung. Unser Interesse verschiebt sich damit von den Ergebnisrdumen 2 zu Zufallsvariablen und
ihren gemeinsamen Verteilungen. Wenn nétig, konnen wir fir fast alle Anwendungen auf (2, 4, P) =
([0,1),B([0,1)), unif[0, 1)) arbeiten

Folgendes Kriterium zum Nachweis der Unabhéngigkeit diskreter Zufallsvariablen ist niitzlich:
Lemma. Seien Xi,...,X, Zufallsvariablen iber (Q, A, P) mit Werten in der abzdihlbaren Menge
(N, P(N)). Dann sind genau dann X, ..., X, unabhingig, wenn fir alle ky, ..., k, € N gilt:

P[X; =ki,i=1,...,n] = [[ P[Xi = kil

Beweis. & = {{X; = k}: k € N} U {0} ist ein N-stabiler Erzeuger von o(X;), i = 1,...,n. Nach
Voraussetzung sind die §;, @ = 1,...,n, unabhingig. Also sind auch o(&;) = o(X;), i = 1,...,n,
unabhéngig. Die andere Richtung ist trivial. O
1.13 Beispiele und Standardverteilungen

1.13.1 Die geometrische Verteilung

Eine (moglicherweise unfaire) Miinze wird bis zum 1. Auftreten von “1” geworfen. Wir bestimmen
die Verteilung der Anzahl der Wiirfe.
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Modell Sei 0 < p < 1, und (X)¢en i.i.d. pd1 + (1 — p)dp-verteilte Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Wir setzen

T = inf{t € N: X; =1}, wobei inf ) := 400

Fir s € N gilt:

P[T =s]=P[X, #1fiirt < s, X, =1] = (S]:[lp[Xt #1])P[X,=1]=(1-p)"'p
t=1

P[T = oo] = P[X; # 1 fiir alle t € N] = lim P[X; # 1 fiir ¢ < 5] :sli_g)loHP[Xt #1] =
t=1

= lim (1-p)*=0

S§—00

Es folgt
Lp(T)=> (1-p)° 'pds

seN

Diese Verteilung (oder auch die Verteilung Lp(T — 1) = >y, (1 — p)°p ds) heifit geometrische
Verteilung zum Parameter p. Sie tritt typischerweise als Wartezeit bis zum ersten Auftreten eines
Ereignisses in diskreter Zeit auf.

1.13.2 Die negative Binomialverteilung

Im Modell von eben sei T;,, n € N, die Anzahl der Wiirfe bis zur n-ten “1”. Formal sei

T =0
T,=inf{t >T,1: X; =1}, firn >0

Insbesondere ist 17 geometrisch verteilt. P-fast sicher sind alle T;, endlich, denn

P[3n € N. T,, = oo] = P[X; # 1 schlieBilich fiir t — oo] = P[ds € N Vt > s. X; # 1]
N——
monoton steigend in s

:SIHEOP[WZS.Xt#l]:0

Insbesondere ist T}, —T,,—1 (Wartezeit zwischen n-ter und (n—1)-ter “1”) P-fast sicher wohldefiniert.
Wir zeigen, dass T;, — T,,_1, n € N, i.i.d. geometrisch verteilt sind.

Beweis. Seien si1,...,8, € N, t;, = Zle s; fur k = 1,...,n. Dann gilt fir A = P[T} — Tp—1 =
spfurk=1,...,n}:

A:P[Tkztk fﬁrkzl,...,n]:
=P[Xy, =1firk=1,...,n Xy #Lfurallet € {1,...,t,} ~{t1,...,tn}] =
n n
=p"(1=p)= " =] [0 =p)*'p| = I] PIT = si] O
k=1 k=1
Anschaulich interpretiert: “Gedéchtnislosigkeit” des Miinzwurfs. Die Verteilung der Wartezeit auf
die “ndchste 1”7 ist immer die gleiche, gleichgiiltig, welche Wartezeiten vorher auftraten. Wegen
Ty = > 3p1(Tk — Tk—1), n € N, bedeutet das: T, ist eine Summe von n i.i.d. geom(p)-verteilten
Zufallsvariablen und damit
Lp(T,) = geom(p)™"

36



Diese Verteilung heifit negative Binomialverteilung mit den Parametern n und p. Wir berechnen nun
die Zahldichte von Lp(T),). Sei hierzu ¢t € N:

PT,=t=pXi=1,{s<t: Xg=1}=n—-1] =
=Y P[Xy=1,Vs€E. X, =1,X,# 1fiiralle s€ {1,...,t =1} N\ E] =

EC{1,...,t—1}
|E|l=n—1

= (; : i)pn(l —p)"

Die negative Binomialverteilung zu den Parametern n und p ist also gleich:

Lp(Ty) = i (t ) 1)19”(1 —p)' "6

i n—1

1.13.3 Seltene Ereignisse: Die Poissonverteilung

Seltene Ereignisse treten auf bei hdufiger Wiederholung eines Experiments mit kleiner Erfolgswahr-
scheinlichkeit.

Beispiel. Die Anzahl der Haftpflichtschéden in einem Monat: Es gibt viele voneinander unabhéngige
Versicherte, aber die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmer Versicherter einen Unfall hat, ist sehr
klein.

Beispiel. Die Anzahl an Regentropen pro Sekunde, die auf einen Regenschirm fallen: Es gibt viele
Regentropfen, die voneinander unabhéngig sind, aber die Wahrscheinlichkeit, dass ein fester Regen-
tropen den Regenschirm trifft, ist sehr klein.

Beispiel. Anzahl der radioaktiven Zerfélle in einer Probe Uran pro Sekunde: Es gibt viele Urankerne,
aber die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmer Kern in einer Sekunde zerfallt, ist extrem gering.

Modell Binomialverteilung mit Parametern n und p im Limes n — oo und p — 0 aber so, dass
np — A € (0, 00).

n—oo

Satz. Sei (pp)nen eine Folge in (0,1) mit np, ——— X € (0,00). Dann gilt fir alle k € Ny:

k
binomial(n, p,) ({k}) 2= e”‘% = Poisson(\)({k})

Zur Erinnereung: Die Poisson-Verteilung mit Parameter A ist die Verteilung

Z ef)‘ﬁék, fiir A\ >0
k=0 ’

Beweis. Es gilt log(1 —p) = —p(1 + o(1)) fur p — 0, also:

k=1 n—
binomial(n, pu) ({k}) = (Z)pﬁu )= (H ”nl) (np)" exp ( ¥ g1 —m) -

=0 ——
)k 1 =—npj>(7lj\-o(1))

—1
n—oo 1 k —\
E}\ e
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Korollar. Fiir alle A C Ny gilt unter Voraussetzungen wie eben:
binomial(n, p, ) (A) 2= Poisson(\)(A)

Beweis. Wir verwenden das Lemma von Fatou aus der Mafitheorie: Ist X,,, n € N, eine Folge mess-
barer Funktionen tiber einen Mafiraum (2, .4, 1) mit X,, > 0, n € N, so gilt fir alle A € A:

/ liminf X,, du < lim inf/ X du
A n—oo A

n—o0

Wir wenden dieses Lemma auf Q = Ny, p das Zahlma$ und X, (k) = (})ph~'(1 — p,)" " Wir
verwenden also die “Reihenversion” des Lemmas von Fatou. Fiir jedes A C Ny gilt:

Poisson(A)(4) = > e~ Z Jim ( )pn (1—pu)"F <

keA

< hnn_1>10réf Z (k) »(1 = pp)"™" = lim inf binomial(n, p,, ) (A)

n—oo
keA
und ebenso
Poisson(A)(A€) < liggicgf binomial(n, p,)(A)
Damit folgt

Poisson(A)(A) = 1 — Poisson(A)(A°) > 1 — lim inf binomial(n, p,)(A°) = lim sup binomial(n, p,,)(A)

n—oo

Zusammen gilt also:

lim sup binomial(n, p,,)(A) < Poisson(\)(A) < lim inf binomial(n, p,)(A)

n—oo n—o0

und es folgt lim,,_,~ binomial(n, p,)(A) = Poisson(\)(A). O

1.13.4 Ordnungsstatistiken und Betaverteilungen

Definition. Fir zi,...,z, € R sei x,...,x[, diejenige Permutation von z1,...,z,, die diese
Zahlen der Grofle nach anordnet; d.h. xpy < -+ < @, oy, ..., )y heit Ordnungsstatistik von
T1y.enyTp.

Definition. Die Betaverteilung mit den Parametern s > 0 und ¢ > 0 ist die Verteilung mit der
Dichte

1
; =1 -1 1— t—1
Bsi(a) = 01)( )B(s,t)a ( a)
mit der Betafunktion P(s)T (1)
s

B(s,t) = ——=

(0 = TG 10
Satz. Es seien Uy, ...,U, i.i.d. unif(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen tiber einem Wahrscheinlichkeits-

raum (2, A, P) und Upy), . . ., Uy, ihre Ordnungsstatistik. Dann ist Uy B(k,n—k+1)-verteilt fiir alle
k=1,.
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Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber £ “riickwarts”. Sei a € [0, 1]. Dann gilt:
PlUp) <al=PNi=1,...,n:U; <a] = HP[Ui <a]=a"

Es gilt:

1 B I'(n+1) B n! _ (™
Bkyn—k+1) T(K)T(n—k+1) (k—D!n—-Fk! "\k

also

PlUp) < a] = /Oa na"tdx = /Oan<z> 2" Y1 — z)" " dz = B(n,1)([0,a))

Zum Induktionsschritt, sei also k € {1,...,n — 1}. Fir a € [0,1] gilt {Upy < a} = {Upqqy <
a} U {U[k] <a< U[k+1}}7 also

P[U[k} <a]= P[U[k—H] <a]+ P[U[k] <a< U[k—i—l}] = /0 Br+1,n—k dx + P[U[k} <a< U[k+1]]

Weiterhin gilt

PlUp <a<Upqyl=Pl{i=1,...,n:U; < a}| = k] =
=Y PlU;<afiri€e BE,Ui>afiri¢ E,i=1,...,n]=

= (Z) ak(l — a)”_k = /Oa % [(Z) a:k(l — x)"_k] dz =
= /Oa k(:) 21—z R dr - /Oa (n—k) (Z) 2*(1 -zl de =
—_———

(B+1)(, 1)
:/o Brn—k+1 dx—/o Br+1n—k dx

Zusammen gilt also:

Pl < d] = /0 Bmnirdz = Blk,n — k+1)([0, a]) =

1.14 Erwartungswert und Varianz

Definition (Integrale von Funktionen mit beliebigem Vorzeichen). Sei (€2, .4, 1) ein Mafiraum und
X: (Q,A) = (RU{zxoo}, B(RU{£oc})) messbar. Der Positivteil von X wird durch X| := max(X, 0),
der Negativteil von X durch X_ := max(—X,0) definiert. Insbesondere gilt X = X, — X_. Im Fall,
dass [ Xy dp oder [, X_ dp endlich ist, definieren wir

/Xd,u:/X+du—/X,du
Q Q Q

Wir setzen

LY A ) = {X: (2, A) = (R, B(R)) messbar: / X, dy < oo und / X_dyu < o0}
Q Q
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Die Integralabbildung
/; LY A ) = R, X / X dy
Q

ist wohldefiniert und linear. Die Elemente des Vektorraums £!(£2, A, 1) heifien integrierbare Funktio-
nen beziiglich p.

Im Fall, dass i = P ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, fithren wir folgende Sprechweise ein:
Definition. Es sei X: (2,4, P) = (RU {£oo}, B(RU {£o0})) eine Zufallsvariable. Falls [, X dP
existiert, sagen wir X besitzt einen Erwartungswert beziiglich P und nennen

Ep[X] = /QXdP

den FErwartungswert von X bezlglich P. Kurznotation E[X] = Ep[X], wenn klar ist, welches P
gemeint ist.
Ist A € A ein Ereignis, so nennen wir

EyX, A) = E[X.A)i= Epl[X - 14] = [ X -14dP= [ XdP
Q A

den Erwartungswert von X auf dem Ereignis A.

Bemerkung. Der Erwartungswert ist linear, d.h. fiir alle X,Y € £(Q, A, P) gilt
Ep[X +Y] = Ep[X]|+ Ep[Y]
und fiir alle « € R und X € £1(Q, A, P) gilt
EplaX] = aEp[X]

Bemerkung. Der Erwartungswert ist monoton, d.h. sind X und Y Zufallsvariablen auf (€2, A, P) mit
existierender Erwartung und ist X <Y, so ist auch Ep[X]| < Ep[Y].
Bemerkung. Fur alle A € A gilt Ep[l4] = P(A), insbesondere ist Ep[1] = 1.

Bemerkung. Die Kombination der letzen Bemerkung mir der Monotonie ist ein wichtiger Trick Wahr-
scheinlichkeiten nach oben abzuschéatzen.

Beispiel. Ist  abzéhlbar, A = P(Q) und besitzt P die Zéhldichte (py,)weq, so gilt fir X: Q — R:

XeLTMQAP) = > [X(w)lp <o
weN

und falls X einen Erwartungswert besitzt, gilt

Ep[X] =) X(w)po
we

Beispiel. Mit (2, A, P) = ({1,...,6},P(), unif) und X = idg gilt

1 1
Ep[X] = 14+ 6=35

Das Beispiel zeigt, dass Fp[X] nicht notwendigerweise ein moglicher Wert von X zu sein braucht.

Der folgende Satz zeigt unter anderem, dass Ep[X] nur von der Verteilung £p(X) von X abhéngt.
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Satz (Integration beziiglich des Bildmafes). Sei (2,4, u) ein Mafiraum, X : (Q, A) — (', A’) mess-
bar und f: (V, A) = (RU{xo0}, B(RU {£o0}) messbar. Dann ist

/ foXdu existiert <= fd(X[u)) existiert
Q Qf

/fonu /fd

Fiir reelle Zufallsvariablen X : (2, A, P) — (R, B(R)) bedeutet das

In diesem Fuall gilt

Ep[X] = /]R z Lp(X)(d)
falls eine der beiden Seiten existiert. Etwas allgemeiner: Besitzt X : (2, A, P) — (', A’) die Vertei-

lung Q@ = Lp(X), so gilt
Bl = [ 7aq

Beweisidee. Mafitheoretische Induktion: Zuerst betrachtet man den Fall f = 1,4, anschlielend den
Fall, dass f eine nichtnegative Linearkombination von Indikatorfunktionen ist. Dann betrachtet man
den Fall eine messbaren Abbildung f > 0, indem man eine Approximation von f von unten durch
Treppenfunktionen betrachtet. Zuletzt betrachtet man fiir allgemeine f die Zerlegung f = f+ +

f

Bemerkung. Besitzt ein Maf§ p auf (€2, .A) eine Dichte g beziiglich eines weiteren Mafles v, so gilt fiir
alle messbaren f: (2, 4) - (RU{£oo}, B(RU {£o0}))

| fdu= [ roav

Symbolische Notation: dp = gdv bedeutet p besitzt eine Dichte g beziiglich v. Im Fall, dass eine
Zufallvariable X eine Dichte g: R — [0, 0o] beziiglich A besitzt, bedeutet das

- [ s@)g(a) da

Beispiel. Ist X normalverteilt mit Parametern p und o2, so gilt

1 xr — 2 1 t2
BlX]= /le o2 P <_(202M)> dr="7— /R(t —mexp (‘w) di =

2 2
\/27r02 t xp( ) \/27TJ2 ( 2 2) ar=

=0

Der Parameter p ist also gleich dem Erwartungswert einer N (u, 0?)-verteilten Zufallsvariablen.

Beispiel. Nimmt die Zufallsvariable X : (2, A, P) — R nur endlich viele Werte z1, ..., 2, an, so gilt

Q=Lp(X)= z”: P[X = xt]oz,



also ist N
Eplf(0] = [ £4Q = Y f@) PIX = o]
k=1
Analoges gilt, wenn X abzéhlbar unendlich viele Werte x1,... annimmt:

Ep[f(X)] = Z f(xp)P[X = x| falls f > 0 oder die Reihe absolute summierbar ist
keN

Definition. Sei X € £}(Q, A, P). Wir definieren die Varianz von X beziiglich P durch:
Varp(X) = Var(X) = Ep[(X — Ep[X])?]

Die Quadratwurzel der Varianz heifit Standardabweichung von X beziglich P:
op(X)=0(X)=/Varp(X)

Wir definieren

L2Q,A,P)={X € LY, A, P): Ep[X? < o0} ={X € L'Q,A4,P): Varp(X) < oo}
Die letzte Gleichheit folgt aus folgender Formel:

Satz. Fir alle X € LY(Q, A, P) gilt
Varp(X) = Ep[X?] — Ep[X])?

Beweis. Es gilt

Varp(X) = Ep[(X — Ep[X])?] = Ep[X? — 2XEp[X] + Ep[X]?] =
= Ep[X? — 2Ep[X]Ep[X] + Ep[X]* = Ep[X?] — Ep[X)? O

Korollar. Fiir x € LY(Q, A, P) gilt stets
Ep[X?] > Ep[X]?
da Varp(X) > 0.
Beispiel. Die Varianz einer pd; + (1 — p)dg-verteilten Zufallsvariable X mit Werten in {0, 1} betragt:
Varp[X] = Ep[X?] — Ep[X]* = Ep[X] — Ep[X]* = p —p* = p(1 — p)

Beispiel. Wir berechnen die Varianz der Gleichverteilung unif[0,1]: Sei X eine unif[0, 1]-verteilte
Zufallsvariable.

1

1 1
Ep[X?] :/t2-1[01](t)dt:/ t2dt = =
R ’ 0 3
und daher

Varp(X) = Eplx?) - plxp = L (1) = L

op(X)=/Varp(X) = \/E
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Beispiel. Sei X normalverteilt: £Lp(X) = N(u,0?). Dann gilt:

1 (t — p)? 1 _22
Varp(X):/R(t—u)QWexp (— 205 )dt:\/ﬁo?’/ Ze dz_

—021/zd (—6222) dz = U—Q —zef% +/ 72 dz| = o?
N Vor Jr dz - \/ﬂ a

Es ist also u der Erwartungswert, o2 die Varianz und o die Standardabweichung der Normalverteilung
N(u,o?).
Bemerkung. Fiir X € £L%(Q, A, P) und a € R gilt:

1) Varp(aX) = a? Varp(X) (Skalierungseigenschaft)
2) Varp(X + a) = Varp(X) (Verschiebungseigenschaft)

Beweis.
1) Varp(aX) = Ep[(aX — Ep[aX])?] = Ep[(aX — aEp[X])?] = a?Ep[(X — Ep[X])?] = a* Varp(X).
2) Val‘p(X + a) = Ep[(X +a— EP[X + a])2] = Ep[(X — EP[X} +a— CL)2] = Ep[(X Ep[ ]) ] =

Varp(X).

O

Bemerkung. Es folgt op(aX) = |alop(X).

Die Varianz ist eine quadratische Form. Die zugehorige symmetrische Bilinearform heifit Covarianz:

Definition. Seien X,Y € £2(Q, A, P). Wir definieren die Covarianz von X und Y beziiglich P durch
Covp(X,Y) = Epl(X — Ep[X])(Y — Ep[Y])]
Insbesondere gilt Covp(X, X) = Varp(X).
Bemerkung. Analog zur Varianz gilt Covp(X,Y) = Ep[XY]| — Ep[X]Ep[Y].
Lemma. Es gilt fiir alle X,Y € L2(Q, A, P)
| Covp(X,Y)| <op(X)op(Y)

Das ist ein Spezialfall der allgemeine Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir positiv semidefinite quadra-
tische Formen.

Lemma. Fir alle X,Y € L2(Q, A, i) gilt:

: :
(o) (v ([0
Q Q Q
Anders geschrieben fiir Wahrscheinlichkeitsmafe
Ep[XY] < Ep[X22Ep[Y?]2
Setzt man hier X — Ep[X] statt X und Y — Ep[Y] statt Y, so folgt das vorige Lemma.

Beweis. Wir betrachten die quadratische Form ¢: R? — [0, c0), definiert durch

q(a,ﬁ):/Q(aX+6Y)2du:aQ/QXQdu—i—%gﬁ/QXYdu—i—BQ/QYQdu
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Man beachte, dass ¢(a, ) < 0o, denn es gilt (X + 8Y)? < 2a2X? + 25%Y?2 und

q(a, B) §2042/X2du+252/ Y2du < oo
Q

ﬂ:”/XQdu, o=/ Y2dpu

Q Q

Oéq(a,ﬁ):2/X2du/Y2dui2\// X2du\// YQdM/XYdu
Q Q Q Q Q

Im Fall a3 # 0 folgt die Behauptung. Im Fall @ = 0 folgt Y2 = 0 p-fast sicher, also Y = 0 p-fast
sicher, also XY = 0 p-fast-sicher und daher [, XY du = 0. Der Fall 8 = 0 ist analog. O

Setzen wir speziell

so folgt

Bemerkung. Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt genau dann, wenn X und Y bis auf
einer Nullmenge linear abhéngig sind.

Definition. Seien X,Y € £2(Q, A, P) und op(X)op(Y) # 0, d.h. X und Y sind nicht P-fast sicher
konstant). Wir definieren den Korrelationskoeffizienten

Covp(X,Y)

rp(X,Y) = Corp(X,Y) = —2ne s

Es gilt also =1 <rp(X,Y) <1 mit rp(X,Y) =1 fir X — Ep[X]| = (Y — Ep[Y]) P-fast sicher mit
B >0und rp(X,Y) = —1 fir g <0.

Lemma. Fir unabhingige X,Y € £2(Q, A, P) gilt Corp(X,Y) =0, also r,(X,Y) =0, falls X und
Y nicht P-fast sicher konstant sind. Anders gesagt Ep[XY] = Ep[X|Ep[Y] fir unabhingige X,Y .

Satz (Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen). Seien (Q, A, p) und (X, B,v) zwei o-endliche
Mapridume und f: Q x ¥ — R A® B-messbar. Es gelte auferdem |f| < g fiir ein g € L}(Q x 2, A®
B, x v). Dann gilt auch f € LY(Q x S, A® B, u x v) und

[ rdxv) = [ [ @)y ) = [ ] ) ) vay)
Beweis. In der Mafitheorie.

Korollar. Sind X,Y € L£LY(, A, P) unabhdngig, so gilt auch XY € LY, A, P) und Ep[XY] =
Ep[X]Ep[Y].

Beweis. Wir zeigen dies zuerst fiir X,Y > 0. Wir setzen = Lp(X) und v = Lp(Y'). Also ist wegen
der Unabhéngigkeit Lp(X,Y) = pu x v. Es folgt
Ep[XY] = / x129 b X v(dz) = / / x12o v(das) p(dey) =
R2 [0,00) /[0,00)

=/, mrun) /[0 2o v(dz2) = Ep[X|Ep[Y]

Nun seien X, Y von beliebigem Vorzeichen. Die Rechnung von eben zeigt, Ep[|XY|] = Ep[|X||Ep[|Y]] <
00, also | XY| € £1(, A, P) und daher XY € £1(£, A, P). Die Rechung von eben mit dem Satz von
Fubini fiir integrierbare Funktionen zeigt die Behauptung. O
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Beispiel. Sind X,Y unabhangig N (0, 1)-verteilt, so gilt fiir a, f € R:
Covp(X,aX + YY) =aCovp(X,X)+ BCovp(X,Y) =«
und

Varp(aX + BY) = Covp(aX + BY,aX + BY) = o? Varp(X) + 23 Covp(X,Y) 4 4% Varp(Y) =
— 042 +,82

Damit gilt fiur den Korrelationskoeffizienten

a

Va1

TP(Xa aX + ﬁY) =

Bemerkung. Fiir X1,..., X, € L}(Q, A, P) wissen wir
Ep[X1+4- -+ Xy = Ep[Xi] + -+ Ep[X,)]

Satz. Seien Xi,..., X, € L2(Q, A, P) unabhdingige Zufallsvariablen. Dann gilt

VaI‘p (zn:Xk) = Xn:varp(Xk)

k=1 k=1

Beweis. Es gilt

n

n n n
VaI‘p (Z Xk) = COVP (Z Xk, Z Xk) = Z COVP(Xk,Xl)
k=1 k=1 k=1 k=1

Nun gilt Covp(Xg, Xx) = Varp(Xy) und Covp(Xg, X;) = 0 fir & # | wegen der Unabhéngigkeit,
also . .

Varp<ZXk) = ZVarp(Xk) O

k=1 k=1

Bemerkung. Die Aussage gilt auch, wenn man statt Unabhéngigkeit nur die Unkorreliertheit von
Xi,..., Xy, d.h. Covp(X;, X;) =0 fiir ¢ # j, fordert.
Beispiel. Seien Xi,..., X, iid. pd + (1 — p)dp-verteilt, 0 < p < 1. Dann ist S = >} Xi
binomial(n, p)-verteilt. Es folgt

und

Var[S] = Zn:Var[Xk] =np(l—p), o(S)=/np(l—p)

P=pp)

Also ist E[S] = O(n) und o(S) = O(y/n) fir n — oco. Die binomial(n, p)-Verteilung hat also den
Erwartungswert np, die Varianz np(1 — p) und die Standardabweichung /np(1 — p).
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1.15 Momente und momentenerzeugende Funktionen

Definition. Es sei X eine Zufallsvariable auf (2, A, P), m € N. Falls E,[X™] existiert, heifit er das
m-te Moment von X und Ep[(X — Ep[X])™] das m-te zentrierte Moment. Sei auflerdem

LA P)={X: (2,A) = (R,B(R)) messbar: Ep[|X|"] < oo}
Die Laplacetransformierte oder momentenerzeugende Funktion von X wird definiert durch
Lx:R —[0,00],Lx(s) = Ep[esx}
Ausblick: fiir komplexe s wird die sogenannte Fourier-Laplacetransformierte analog definiert.

Satz (Lebesgue). Sei (2, A, p) ein Mafiraum, V C R offen, f: @ x V — R messbar im 1. Argument
und differenzierbar im 2. Argument. Es gelte f(-,s) € LY(Q, A, 1) fiir alle s € V und es existiere ein
g € LYQ, A, 1) mit

0
— (. <
‘asf(Js)—QJ SGV

Dann ist
Vos— / f(w,s) p(dw)
Q

differenzierbar und es gilt

d 0
i | s ) = [ 2w s) pldw)
Beweis. In der Mafltheorie.

Satz. Sei X eine Zufallsvariable iber (2, A, P) und U C R offen, so dass Lx(s) < oo fir alle s € U.
Dann ist Lx auf U beliebig oft differenzierbar und es gilt fiir alle m € N und s € U:

L{"(s) = Bp| X™eX]

Besonders interessant ist das fiir s =0 € U. Dann gilt L()?l) (0) = Ep[X™].

Beweis. Der Beweis besteht in der Begriindung der Vertauschbarkeit von Fp und %:

m
B ] = Bp

;:nesx} =FEp [Xmesx}

Um dies zu beweisen, brauchen wir fiir jedes s € U, m € N eine offene Umgebung V' C U von s und
eine Zufallsvariable g € £1(9, A, P) mit

‘Xmetx‘ <g, tevVv
Sei hierzu € > 0 so klein, dass [s —2e, s+ 2¢] C U. Wir setzen V = (s —¢, s+¢). Dann folgt fir t € V:

m _tX my (t—s)X sX m! e X | el X| sX m! 2| X| s X
’X e ’ =|X"|e et <) et = —e e
€

m-ter Summand ist | X ™|

|
m: (e(s—2e)X +€(s+25)X) € ,CI(Q,.A, P) 0

€m

IN
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1.15.1 Wichtige Eigenschaften der Laplacetransformierten

Satz. Sind X und Y unabhdngige Zufallsvariablen, so gilt
Lx1y(s) = Lx(s)Ly(s)
Bewets.
Lxiy(s)=FEp [es(x"'y)} =FEp [eSXeSY} =FEp [eSX}Ep [esy} = Lx(s)Ly(s) O

Bemerkung. Analog gilt fiir jedes s € R

Ly (s) =[] Lx.(5)
k=1

falls X1,..., X, unabhingige Zufallsvariablen sind.

Beispiel. Seien Xi,...,X,, i.id. pdy + (1 — p)dp-verteilt, 0 < p < 1, also S, = X3 + -+ + X,
binomial(n, p)-verteilt, so gilt

Lx, (t) =pet + (1 —p)e® =pel! +1—p, teR
also .
Ls, () =TT Lx(®) = (pe +1-p)"
k=1
Insbesondere
L, (1) = npe' (pe' +1-p)"
¢ (t) = npe' (pet +1-— p)n_l +n(n—1) (pet)2 (pet +1-— p)

n—2

also folgt Ep[S,] = L (0) = np und Ep[S3] = np + n(n — 1)p? und daher Varp(S,) = Ep[Sy] —
Ep[Sn]* = np(1 —p).

1.15.2 Allgemeine Tschebyscheffungleichung
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A. Die einfache Gleichung
P(4) = EplL4]

hat viele Konsequenzen, z.B. die Siebformel: Fiir Aq,..., A, gilt

Lemma (Allgemeine Tschebyscheffungleichung). Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A € A,
X > 0 eine Zufallsvariable und ¢ > 0. Es gelte X (w) > ¢ fir alle w € A. Dann folgt

Ep[X] > cP(A)
Bewets. Nach Voraussetzung gilt X > cl 4, also

Ep|[X] > Eplcla] = cEp|14] = cP(A) 0
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Beispiel. Fir alle s > 0, a € R gilt
Ep {eSX] > e**P[X > q

denn es gilt esX > 5?1 {X>a}, also folgt dies aus der allgemeinen Tschebyscheffungleichung. Optimie-
rung iiber s liefert:
. —sa sX
P[X >a] < ;rzlge Ep{e ]

Analog;:
: —sa sX
P[X <a] < ;rﬁlge Ep {e ]

Beispiel. Seien Yy, k € Nm i.id. pd; + (1 — p)do-verteilte Zufallsvariablen, 0 < p < 1. Dann ist
X = > p—1 Yy binomial(n, p)-verteilt, und es folgt:

binomial(n, p)([na, 00)) = P[X,, > na] < inf e *"*Ep [eSX"] =infe " (pe® +1—p)" =
>0 5>0

= inf exp (n (—sa + log (pe® + 1 — p)))

s>0
H(s)
Wir optimieren tiber s > 0:
pe’ 1

H$)=-a4+——7—=—a+—"7—

() p€s+1_p 1—}—%673

1=p,—s

H ()= —E2——5>0

(1 + %6*5>2

Um das Minimum von H zu finden, 16sen wir die Gleichung H'(s) = 0.

1_pefs _
p
1- 1-
P-s_
D a

1—
<:>s:log(p a )
p l—a

H'(s) < 1+

SIS

Wenn 1 >a>p>0ist % > 1 und }_;g > 1, also s > 0. Eingesetzt erhalten wir fiir das Optimum:

a 1—p
S4tl-p=(1-p)——+1—p=
pe’+1-p=QQ-p)y——+l-p=1—/
also
s p 1—a - —p
H(s) = —sa+log(pe® +1—p) =alog { —— + log =alog ™= + (1 —a)log <
—a

§a<§—1)+(1—a)<1:2—1>:

Es ist also H(s) <0 fiir 1 > a > p > 0.
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Satz. Ist X, binomial(n,p)-verteilt, 0 < p < a < 1, so gilt:

—a

1—
P[X,, > na] < exp (n (alogp + (1 —a)log 1 p))
a

<0

Interpretation. % bedeutet die relative Haufigkeit von “1” in einem Miinzwurfexperiment.

X

P [n > a} 270 exponentiell schnell
n

Numerisches Beispiel: fairer Miinzwurf p = %, a=0.6 =60%.

1i
H=alog? +(1-a)log—L = —0.020...
a 1—a

Wir erhalten fir n = 1000
P[X1000 > 600] < 00 =179 .107"

und fiir n = 10000
P[XIOOOO > 6000] < el0000H — 35 .107%8

Eine weitere Anwendung der allgemeinen Tschebyscheff-Ungleichung ist die Markov-Ungleichung:

Satz (Markov-Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable tiber (2, A, P), m > 0 und a > 0. Dann gilt
a™P[|X| > a] < Ep[|X|™]
Beweis. Es gilt
a1 x12a) < | X|™

also folgt
a™P[|X] = a] = Ep[a™1{x>a)] < Ep[|X]™] 0

Bemerkung. Im Fall m =1 gilt P[|X| > a] < EPL'XH‘

Bemerkung. Im Fall m = 2 ist dies die quadratische Tschebyscheff-Ungleichung: Ist X € £L1(Q, A, P),
so gilt fiir alle ¢ > 0

a*P|[|X — Ep[X]| > a] < Varp(X)
denn mit Y = X — Ep[X] und m = 2 folgt aus der Markovungleichung

a?P[|Y| > a] < Ep[Y?] = Varp(X)
1.16 Gesetze der groBen Zahlen

1.16.1 Das schwache Gesetz der groBen Zahlen
Es seien X1, Xo,... ii.d. Zufallsvariablen iiber (£2, A, P) mit endlicher Erwartung Ep[X1].

Intuition. Fiir “grofie” n ist das Mittel X,, = %2221 X, “typischerweise” nahe bei Ep[X].
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Definition. Eine Folge Y,,, n € N, von Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P)
konvergiert in Wahrscheinlichkeit oder konvergiert stochastisch gegen a € R, in Zeichen Y, HTOO> a,

wenn gilt
n—oo

Ve > 0. PV, —a| > <] 2% 0
Satz (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen). Es seien X,, n € N, i.i.d. in L2(Q, A, P). Dann gilt
fiir den Mittelwert X, = L 3770 Xj:

X, % Ep[X1]

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir kiirzen ab: a = Ep[X;] = Ep[Xj] fur alle £ € N, also gilt auch a =
%2221 Ep[Xk] = Ep[yk]. Weiter gilt

Varp(X,) = Varp ( ZXk> = —Varp (i: Xk> = z": Varp(Xy) = —Varp(Xl)

k=1

Es folgt
. 1 — 9 - 1 n—00
P[[Xy—al>¢| < ?EP[(X,Z —a)?] = ;2 Varp(X,) = - Varp(X1) “2%% 0 0
Bemerkung. Die X,, n € N, miissen nicht unabhéngig sein; der Beweis funktioniert genauso, wenn
sie unkorreliert sind.

Im Spezialfall X, = 14, mit P(Ay) = p fiir alle k erhalten wir das schwache Gesetz der grofien
Zahlen fiir relative Haufigkeiten:

Korollar (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen fiir relative Haufigkeiten). Sind A,, n € N, unab-
hangige Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit P(Ay) = p, so gilt

= Z 1Ak n—}oo

Das schwache Gesetz der groflen Zahlen kann als innermathematisches Analogon der objektivisti-
schen Interpretation von Wahrscheinlichkeiten aufgefasst werden. Es lierfert auch ein Fundament fir
die Minimalinterpretation von Wahrscheinlichkeiten: Eine beliebige Wahrscheinlichkeit P[Ag] = p
wird durch unabhéngige Wiederholung des Experiments mit dem Gesetz der groflen Zahlen zu der

n—oo

Aussage P[|2 Y0 14, — p| > ] === 0.

1.16.2 Das starke Gesetz der groBen Zahlen

Seien (Aj,)nen unabhéngige Ereignisse mit gleicher Wahrscheinlichkeit p. Aus der quadratischen
Tschebyscheff-Ungleichung folgt

p(1 —p)

Hi Z La, = p’ = 8] < 7V&rP(1A’“) - g2p

k=1

Fiir grofle n ist diese Abschétzung extrem unscharf, denn aus der exponentiellen Tschebyscheff-
Ungleichung folgt:

{ ZlAk p>5]_ —Hin

P[HZL% —p< —5] < e H-n
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mit Konstanten H,, H_ > 0. Insbesondere folgt mit o = min{H, H_}

7&

S P SRR
neN neN 1_6

Die quadratische Tschebyscheff-Ungleichung reicht hierfiir nicht, weil die harmonische Reihe diver-
giert. Diese Summierbarkeit wird mit folgendem Lemma bedeutsam:

Lemma (1. Lemma von Borel-Cantelli). Ist (By)nen eine Folge von Ereignissen mit Y, oy P(By) <
00, so gilt
P[B,fir unendlich viele n] =0

d.h. P-fast sicher tritt B,, nur fir endlich viele n ein.

Beweis. Es ist

{B,, firr unendlich viele n} ={w € Q:Vm eNIn>m.w e B,} = ﬂ U B,

meNn>m
Nun gilt fiir alle m € N wegen Yoy P(By) < oo:
k k 00 .
P(nymBn) = lim P(nUmBn) < lim n;n anP Limiy
Nun féllt die Folge (U,,>m Bn),, oy onoton. Mit der o-Stetigkeit von oben folgt

P(Um) === r(0 U 5

meNn>m

Es folgt also
P[B,, fiir unendlich viele n] =0 O

Satz (Starkes Gesetz der groflen Zahlen fir relative Haufigkeiten). Es sei (Ay)nen eine Folge unab-
hangiger Ereignisse tber (2, A, P) mit gleicher Wahrscheinlichkeit p. Dann gilt P-fast sicher

- Z 1Ak TL—>OO

d.h.
P({w e Q: %Z 1a,(w) n_)—oo>p}) =1
k=1

Beweis. Die Félle p = 0 und p = 1 sind trivial. Wir nehmen also 0 < p < 1 an. Wir wissen fir alle

e > 0:
ZPH—ZlAk p‘>6]

neN

Ereignis By, (¢)

Mit dem 1. Borel-Cantelli-Lemma folgt

P[B,,(¢) fiir unendlich viele n] =0

Ereignis C'(¢)
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Wegen |Q| = |N|, folgt

P(Uc)

ecQt
Also gilt P-fast sicher

1 n
Ve > 0,e € Q" I3m € N Vn > m. ’—ZlAk—p‘<5
i

d.h. es gilt P-fast sicher
L Z 1Ak n—>oo O

Das starke Gesetz der groflen Zahlen (st. G. d. gr. Z.) fir relative Héufigkeit kann als inner-
mathematisches Analogon zu von Mises-Interpretation von Wahrscheinlichkeiten aufgefasst werden:
Die relative Héufigkeit bei n Versuchen konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir n — oo gegen die
Wahrscheinlichkeit p.

Verallgemeinerung (Starkes Gesetz der grofen Zahlen fiir i.i.d. Zufallsvariablen mit exponentiellem
Abfall). Es seien X,, n € N, i.i.d. Zufallsvariablen iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).
Es existiere ein a > 0 mit Ep[e®X1]] < co. Dann gilt P-fast sicher

1 < -
72 kmEP[Xl]

3

Anders gesagt:
({w € Q: ZXk TH—OO>EP[X1]}) 1

O6|X1|] < oo folgt fir alle s € [—a, al:

Beweis. Aus der Voraussetzung Ep|e
Lx,(s) = Ep[e®X1] < Ep[eo“X”] < 00

Also ist Ly, in einer Umgebung von 0 beliebig oft differenzierbar mit L'y (0) = Ep[X;] =: u. Es sei
€ (0, a). Dann folgt fiir € > 0:

[ ZXk >,u—|—e} = Zi: n(p+e)] < _”(’Hs)sEp{exp (szi:Xk)} =

k=1
_ n(p+e) sE [ﬁ ] :e—n(,u—&-s ﬁ st _

_ e—n(,u—i-s)sLXl (S)n _ (6—(,u—i-s)sLX1 (S) >n

=1firs=0

Nun gilt
a
ds s=0

(04 Ly ()] = [~ (4 )e™ W Ly, (5) + e HH Ly (s)] =<0

sS=
Zusammen mit e*(“%)sLXl(s)‘ 0= 1 folgt, dass es ein s € (0, a) gibt, mit
Ss=

0<E=e WLy (s) < e 0Ly (0) =1
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also >, ey §" < oo. Damit ist gezeigt:
1 n
_ < n
EP[nEXkZM+6}7§§<OO
neN k=1 neN

Mit dem 1. Borel-Cantelli-Lemma folgt, dass P-fast sicher

1 n
— Z Xk < p+ € fur alle bis auf endlich viele n
n

k=1

Analog folgt P-fast sicher

1 n
— Z Xy > p — ¢ fiir alle bis auf endlich viele n
n

k=1

Weil das fiir alle € > 0, insbesondere fiir alle rationalen & > 0, gilt folgt P-fast sicher
1 iX n— oo
- 2 O
"=

Bemerkung. Die Voraussetzung Ep [ea|X1|] < oo fiir geeignetes o kann zu X7 € L£L1(Q, A, P) abge-
schwécht werden.

1.16.3 Der zentrale Grenzwertsatz

In Anwendungen nimmt man oft an, dass Fehler normalverteilt sind. Der zentrale Grenzwertsatz
liefert ein Motiv fiir diese Annahme. Gegeben sei eine Folge (X,,),en binomial(n, p)-verteilter Zu-
fallsvariablen, 0 < p < 1. Insbesondere ist E[X,,] = np und o(X,,) = /np(1 — p). Wir betrachten die
Dichte einer Normalverteilung mit genau den gleichen Parametern:

1(w—np)2>

fop: R=R, frp(x) = ————=exp | —
P p(®) 2np(1 — p) 2np(l —p)
Dann gilt

Satz (Satz von de Moivre-Laplace). Fir alle M > 0 gilt

max {‘P[X" — K] -1
Fup(K)

Anschaulich, vergrobert gesagt: P[X, = k] liegt nahe bei fy,,(k), wenn nur |k — Ep[X,]| hochstens
ein vorgegebenes Vielfaches von op(Xy) ist (fir n — oo).

ckeN,
np(l —p)

gM}’H—OO>O

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Naherungsformel fiir n!, der Stirlingformel:

1
2rmMT2e—m

1

Wir bendtigen hier eine quantitative Verstarkung davon:

1
vYm e N 39, € (0, ) .ml =+ rm™ s e~ Melm
12m
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d.h.

1 1
0 < logm! — [ logv2m + (m—i— ) logm—m> < —
2 12m

Wir erhalten damit folgende Néaherungsformel fiir (7):

n n!
log (k) = log m = logn! — log k! — log(n — k)! =

1 1 1
= —log V2w + (n+2> logn — <k+2> log k — (n—k+2> log(n — k) + 9y, — 9 — Vg
1
= —log\/27r+ilogﬁ+nlogn—klogk—(n—k)log(n—k)+19n—19k—19n_k

Es folgt

log P[X,, = k] = log ((Z)pk(l - p)”_k> = log (Z) + klogp+ (n—k)log(1—p) =

1 n k n—=~k
=—1 2 —log ——~ —klog— — (n — k)log———— + 9, — 9 — U,
og v THRles T 0% (n )ogn(l_p)+ n— Uk = Un—k
Wir analysieren die Terme einzeln. Sei
k—np
My =9keN: | ————|< M
np(1 —p)
Es gilt
k ‘ k— np‘
max |— — 1| = max =
k€EMn | M kEMn | mnp
_ Vap(l—p) | k—np (1 —p), _
np keMn | \/np(1 —p)| — np
- M 1—Pi n—00 0
p vn
Analog erhilt man
— — 1
max M_1’: max W‘SM Pl oo
keMn [n(l — p) keMn [n(l —p) 1—pyvn
Wir schreiben
k
k:logﬁ =np— log —
np np np
—k —k
(n —k)log n

(1-p)—r—log
— " —n(l-p
n(1—p) n(l—p) “n(l-p)
Fiir eine Ndherung hiervon entwickeln wir f(z) = zlogz um zy = 1:
fl(z) =1+loga f(x) =
ffy=1 (1) =
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Also gilt

zloge = (x —1) + %(Jc —1)? +r(x)

mit |r(x)| < const - |2 — 1]3 fiir 2 nahe bei 1. Es folgt:

k k k 1/ k 2 k
logz—l—i—(—l) —i—r()

np np np 2 \np np
k k 1 (k —np)? ( k >
LA A (1l —p) -
log np oty p) @ —p) " g

mit der Schranke fir den Restterm:

k k
npr{ — )| < max |np|— —1
np keMy np

max
keM,

Analog folgt

n—p 1 (k—np)? <n—k)
n—=k)log———=np—k+ = +n(l—p)r
R T 2 —p PG
wobei
n—=k n—=~k 3 11
1— — " )< 1— 1| <M3p2(1—-p)2—
Al p)r<n(1p))‘_k%1%n( Plaa=p PP

Zusammen folgt:
n—k  1(k—np)?

n(l—p)  2np(1—p) (. oK)

wobei

i) = () 00 ()

folgende Schranke erfiillt:

k)| 2222 0
klg%\rz(mp? )l

Weiter gilt

—10g£—10g n—k

—1lo .
& np(1— p) np n(l —p)

lo n
Sk(n—k)

= log + r3(n, k, p)

np(l —p)

n—oo

wobei auch maxgeq,, [r3(n, k, p)] —— 0. Schliefilich gilt

in k>np— M 1—p) 2=
Join & > np np(l—p) 00
Jmin (n— k) > n(1—p) = My/np(1 — p) === 00
eEMn

Also folgt

1
max Y < max —
kemn © = pen, 12k

1 n—0o0 0

max Y,—p < max
kM "F T keM, 12(n — k)

95



Fassen wir zusammen:
1 1 k—mnp
np(l—p) 2np(l —p)

1
log P[X,, = k] = —log vV2m + B log + r4(n, k,p)

wobei )
7“4(7’L, kap) = 57"3(77,, kap) - ’I"Q(’I’l, kap) + ’Lgn - ’19k - Q9n—k:

folgende Fehlerschranke erfillt:

Jnax [ra(n, k,p)] == 0
Es folgt
|8 W\ = g I )0
also auch Pix By
RN, an;(k) ey -

Bemerkung. Der Beweis funktioniert auch, wenn M = M, von n abhéngig gemacht wird, solange
M,, n—0o0
N A 0.

Korollar. Es seien X, n € N, Zufallsvariablen mit £(X,) = binomial(n, p) und

7 _ X, —Ep[X,] X,—np
" op(Xn) np(1 —p)

Weiter sei Z standardnormalverteilt. Dann gilt fiir alle a,b € R mit a < b:

n—oo

Pla< Z, <b —— Pla < Z < 1]

1.16.4 Der zentrale Grenzwertsatz fiir i.i.d. Zufallsvariablen aus £2

Satz (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X,)nen eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit endlicher
positiver Varianz,

" Sn - EP[SH] Sn - nEp[Xl]
5= 2 or(5) | Vaop(X)

Weiter sei Z standardnormalverteilt. Dann gilt fiir alle Intervalle I C R:
P[Z, e I] 2= P[Z € T]
Wir fithren den Satz auf folgende Variante zuriick:

Satz. Sei f: R — R dreimal stetig differenzierbar und beschrinkt mit beschrdnkten Ableitungen bis
zur 8. Stufe, d.h. f € C3(R). Dann gilt mit den Voraussetzungen von eben

Ep[f(Zn)] === Ep[f(2)]
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Beweis. Ohne Einschriankung gelte EFp[X,] = 0 und Varp(X,) = 1, sonst ersetze wir X,, durch
X _ Xn—EP[Xn]
n UP(XTL)
standardnormalverteilten Zufallsvariablen, unabhéngig von (X,,),en. (Wenn notig ersetzen wir die
X, durch eine andere i.i.d. Folge mit der gleichen Verteilung auf einem anderen Wahrscheinlichkeits-

raum.) Dann gilt:

. Weiter existiere ohne Einschriankung auf (2,4, P) eine i.i.d. Folge (Y,)nen von

Zn:ﬁZXk LP<\/1EI§EY,€> = N(0,1)

Wir miissen also zeigen:

o)) =

Wir zerlegen diese Differenz in eine Teleskopsumme, sei 715, ; = ﬁ Zﬁc;ll Y. + % ki1 Xk

1

A= ZE[f(Tn,l + \/ﬁXl) - f(Tn,z + \}EYZH

=1

=A/
Wir entwickeln f nach Taylor um ¢ € R. Fiir z € R existieren 95, 93 € [0, 1] mit

x2 $3
ft+ ) = f(O) +af' &) + 5 [7(0) + o f1(t + O32) =

2
I’2 LUQ
= £ +af () + 1) + 5 (1 + D) — £(2)

also
' ? " 2 1 ‘x|3
ft+z)=ft)+zf'(t) + ?f (t) + r(t,x) mit |r(t, z)| < min {3: sup | f”| )T Sup T }
Es gilt also |r(¢,z)| < ¢y min{z?, |z[*} mit ¢; = max { sup ‘f”],ésup |f’”]} < co. Es folgt:

YEZ

2
& = E|SL1 (@] - B|SLr )] + 5E ﬁf”(ﬂ,»] 5B m |+

vn Vn 2
X Y;
+FE |:T (Tmla \/lﬁ> - T<Tn,l7 \/lﬁ>:|
Nun gilt E[%f’(Tn,l)} = %LE[XI]E[f’(TnJ)] = 0 wegen der Unabhéngigkeit von X; und f'(7,;)

v
und analog E[%f/(Tml)} = 0. Weiterhin gilt:

El)fff”(Tn,z)] = S BIXPBL (Tan)) = LBl (Tos)] = B Wf”@,»]
und daher
1 28) (s ) < o 2 s 2]

c 3 3
§1{<E[min{Xl2,‘\/%} +E min{Yf,’f}’ﬁH):
c 3 3
= ;f <E lmin {X%, ‘if/l?l } + FE mm{le, D\/}% }])
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Eingesetzt in die Teleskopsumme erhalten wir:

X, Vi n—o0
|A]§nc—f (E[min{Xlz,‘ 1 } min{Yf,| 1 H) ~%%0
denn es gilt fiir alle X € £L2(Q2, A, P):

. 2 [XP | nooo
FE|min ¢ X 7% — 0

3
Dies gilt, denn 0 < X2 —min {X 2, %} 2720 X2 monoton steigend. Aus dem Satz von der montonen

+FE

Konvergenz folgt

E[X2 — min {X2 X|3H 17 BIX72 O
" Vn

Um den zentralen Grenzwersatz aus obigem Satz herzuleiten, verwenden wir:

Satz. Seien (Zp)nen eine Folge von Zufallsvariablen und Z eine weiter Zufallsvariable mit Vertei-
lungsfunktion F'. Dann sind dquivalent:

1) Fir jede beschrankte stetige Funktion f € Cy(R) gilt:
E[f(Zn)] == E[f(2)]

2) Fiir alle f € C3(R) gilt
E[f(Zn)] == E[f(2)]

3) Fir jedes Intervall I = [a,b], (a,b],[a,b) oder (a,b), so dass F in a und b stetig ist, gilt:
P[Z, € I) 2= P[Z e 1]

Beweis. Wir beweisen hier nur die Implikation 1) = 2). Es sei I ein Intervall wie in 3) und € > 0. Nach
der Voraussetzung iiber die Grenzen von I gibt es ein offenes Intervall I; O I und ein abgeschlossenes
Intervall I C int(I) mit

P[ZelL]-PlZell]<e und P[Zel]|-PlZecl<e
Wir wéhlen fi, fa: R — [0,1] mit fi, f2 € Cj(R) mit
In>fA>1 2 fa>1y

Dann gilt:

P[Z, € I| = E[1;(Z,)] < E[f1(Z,)] 2= E[f1(Z2)] < E[11,(Z)|=P|[Z e | < P[Z €] +¢
und

P(Z, € 1) = E[11(Zn)] 2 Elf2(Za)] "= E[f2(2)] 2 E[,(2)] = P[Z € L] > P[Z € I] ¢

R O

Weil € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung P[Z,, € I| —— P[Z € I].

Bemerkung. Ist Z N(0,1)-verteilt (oder allgemeiner: hat Z eine Dichte), so ist F' stetig. Die Ein-
schriankung in 3) auf Stetigkeitspunkte liefert dann keine Einschriankung.

Definition. Sind die dquivalenten Bedingungen 1) bis 3) des Satzes erfiillt, so konvergiert Z, in
Verteilung gegen Z oder auch Z,, konvergiert schwach gegen Z.
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2 Mathematische Statistik

Wahrscheinlichkeitsmafl P

Ergebnis w des Zufallsexperi-
ments

typische Aufgaben

Wahrscheinlichkeitstheorie

bekannt

unbekannt

Berechnung oder Abschét-
zung von Wahrscheinlichkei-
ten interessanter Ereignisse

mathematische Statistik

unbekannt bis auf einige allge-
meine “Rahmenannahmen”

bekannt (beobachtete Daten)

Schétzen Parametern
uber die unbekannte Ver-
teilung P oder testen von

Hypothesen iiber die unbe-

von

kannte Verteilung P

Sowohl Wahrscheinlichkeitstheorie als auch mathematische Statistik beschéftigen sich mit zufalli-
gen Phénomenen. Die Statistik beschéftigt sich mit “inversen Problemen” zur Wahrscheinlichkeits-
theorie: Man will Informationen iiber unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus Beobachtungs-
daten gewinnen. Die Daten werden als beobachtete Werte einer Zufallsvariablen interpretiert.

Definition. Ein statistisches Modell (oder auch statistisches Rahmenmodell) ist ein Tripel (€2, A, P),
bestehend aus einem Ergebnisraum (2, einer Ereignis-o-Algebra A iiber 2 und einer Menge P von
Wahrscheinlichkeitsmafien iiber (£2,.4), zusammen mit einer Interpretation dieser Komponenten. Die
Beobachtungsdaten werden in einem Ergebnis w € € kodiert.

Beispiel. Eine moglicherweise unfaire Miinze wird n-mal geworfen. Wir erhalten Beobachtungsdaten
w=(wi,...,wn) € Q2={0,1}". Sei A =P(2). Ohne die Beobachtungsdaten w schon zu kennen, ist
es plausibel folgende Rahmenannahmen zu treffne: Unter der unbekannten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung P sind die wi,...,w, unabhdngig voneinander und identisch verteilt. Formalisiert bedeutet
das: Unser Rahmenmodell verwendet die Klasse von Wahrscheinlichkeitsmafien:

P={(por+(1—p)&)": 0<p<1}

Definition. Sei (©2,.4,P) ein statistisches Modell. Wird P als eine Klasse von Verteilungen Py mit
endlich vielen Parametern ¥ = (91,...,94) € R? gegeben, so heifit (Q, A, (Py)yeco), © C RY, ein
parametrisches Modell. Andernfalls — typischerweise fiir unendlichdimensionale P — heifit (22, A, P)
ein nichtparametrisches Modell.

Beispiel. Sei Q = {0,1}", A =P(Q) und P = {Py: 0 < p < 1} mit P, = pdy + (1 — p)do ist ein
parametrisches Modell mit Parameter p € [0, 1].

Beispiel. Sei Q@ =R", A= B(R") und
P = {P": P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf iiber R}

Dann ist (£2,.4,P) ein Modell fir n i.i.d. Beobachtungen mit Werten in R, iiber deren Verteilung
weiter nichts bekannt ist. Es ist ein nichparametrisches Modell.

2.1 Frequentistische und Bayessche Sicht

Es gibt zwei grundsétzlich verschiedene Herangehensweisen an die Statistik, die frequentistische Sicht
und die Bayessche Sicht.
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Frequentistische Sicht Die beobachteten Daten w € 2 werden als zufdilliges Ergebnis eines Zu-
fallsexperiments interpretiert. Das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl P wird als fest, nicht
zufdllig, aber unbekannt aufgefasst.

Bayessche Sicht Die Klasse P der plausiblen Wahrscheinlichkeitsmafie wird selbst mit einer o-
Algebra A und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P versehen. P heifit a priori Verteilung (engl. “prior
distribution”, kurz “prior”). Die Beobachtungsdaten w € € werden als Ergebnis eines zweistufigen
Zufallsexperiments interpretiert: In der 1. Stufe wahlt “die Natur” ein Wahrscheinlichkeitsmafl P € P
im Modell (P, A, P), in der 2. Stufe wird das Beobachtungsergebnis w € € zufillig im Modell (€2, A4, P)
gezogen. Der Statistiker studiert die Verteilung von P € P, bedingt auf die Beobachtung w € ). Sie
heifit a posteriori Verteilung (engl. “posterior distribution”).

Erinnerung. Ein Mafl p auf (€2, .A) heiit o-endlich, wenn es eine Folge A, n € N, in A mit A,, *Q
und p(A,) < oo, n € N, gibt.

Definition. Sei (€2,.4,P) ein Rahmenmodell. Ein dominierendes Maf auf P ist ein o-endliches Mafl
w auf (2, A), beziiglich dem alle P € P eine Dichte % besitzen. Existiert so ein dominierendes Maf3
, so heiit (2, A, P) dominiert.

Bemerkung. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (€2,.4) und p ein Maf auf (£2,.4), so dass P eine
Dichte f beziiglich p besitzt, so ist f bis auf Abdnderung auf einer p-Nullmenge eindeutig bestimmt.
Wir schreiben:

dP
f = — p-fast iberall
dp

Definition. Sei (2, A, (Py)yco) ein parametrisches Modell mit dominierendem Maf u. Die Abbil-

dung
dPy
v (w)

heifit Likelihood-Funktion. Fir jedes ¥ € © ist f(-,19) p-fast iiberall eindeutig.

f:Ox0 =R, f(wd):=

Beispiel. Ist Q endlich oder abzdhlbar unendlich, A = P(2) und p das Zahlmaf, so ist die Likelihood-
Funktion gegeben durch
[ Qx0 =R, f(wd)=Py({w})

Im Minzwurfmodell von vorhin bedeutet das:
f:{0,1}" x [0,1] = R, (w,p) — ps(“’)(l —p)"*s(”), wobei S: {0,1}" — Ny, (w1,...,wp) — Zwi
i=1

Die Likelihood-Funktion kodiert also alle (Py)gece in einer einzigen Funktion.

Definition. Fir P,Q € P, so dass P eine Dichte % beziiglich @) besitzt, heiflit diese auch der
Likelihood-Quotient. In der Tat ist der Likelihood-Quotient der Quotient der Likelihood-Funktionen:

4, (w) = df;zl L) _ Jw,d) Py,-fast tiberall
APy, T Boa ) flw, )

wann immer dies definiert ist.
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2.2 Grundbegriffe der Schatztheorie

Definition. Es sei (€2, A, P) ein statistisches Modell. Ein Parameter ist eine Abbildung J: P — R™.
Ein Schétzer fiir einen Parameter 9 ist eine A-B(R™)-messbare Abbildung ¢: Q — R™.

Bemerkung. Die Definition des Schétzers sagt nichts dariiber, ob ein Schétzer “gut” oder “schlecht”
ist. Fiir eine Beobachtung w € 2 bei zugrundeliegender Verteilung P € P heiit J(w) — J(P) der
Schatzfehler. Ein mogliches Kriterium zur Beurteilung von Schétzern ist:

Definition. Es sei ¥: P — R ein Parameter. Ein Schétzer 0: Q — R heiBt erwartungstreu (oder
unverfalscht, engl. unbiased), wenn fir alle P € P gilt: Ep[J] existiert und es gilt

Ep[d] = 9(P)

Anders gesagt: .
VP e P. Ep[d —9¥(P)] =0

Beispiel. Es seien X1, ..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit unbekannter Verteilung P und existierender,
aber unbekannter Erwartung u(P) = Ep[X;]. Wir beschreiben das mit dem nichtparametrischen
Modell (2,4, P), wobei Q =R", A = B(R") und

P = {P": P ist Wahrscheinlichkeitsmaf$ iiber (R, B(R)) mit endlicher Erwartung u(P)}
Weiter sei X;(w1,...,w,) = w;. Das Stichprobenmittel

ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir p, denn fiir alle P" € P gilt
Epn[X Z Epn[X;i] = u(P)

Jedes X; ist ebenfalls ein erwartungstreuer Schéitzer.

Beispiel. Nehmen wir noch zusétzlich an, dass die X,...,X,, beziiglich P" eine endliche Varianz
o2(P) besitzen:

P = {P": P ist Wahrscheinlichkeitsmaf iiber (R, B(R)) mit endlicher Varianz o?(P)}
Die empirische Varianz der Stichprobe X1, ..., X, wird definiert durch

1 i —
i=1
Sie ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2(P), aber der (vielleicht naheliegendere) Schéitzer 2153

ist nicht erwartungstreu, denn sei P* € P. Wegen Epn[X; — X| = 0 ist Epn[(X; — X)?] = Varpa(X; —
X). Nun gilt

— 1 13 1 2 n
Varpn (AXVZ — X) = VaI'Pn ( <1 — n) X’L — ﬁ ; ]> = <1 — n) VaI'Pn g arpn
i

JF#i
N2 n—-1\ , n—1 ,
:((1—n) +— >a(P): —a*(P)
Es folgt:
1 & — n n—1
Epnl[s3] = Ep[(X; — X)?] = 2(P)=a%(P
Pr[sx] "—1; Pl )7l —— (P) =0o°(P)
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Bemerkung. sx = \/s% heiBt empirische Standardabweichunyg. Sie ist kein erwartungstreuer Schéitzer

fiir die echte Standardabweichung o(P) = 1/o2(P). Es gibt keinen erwartungstreuen Schétzer fiir die
Standardabweichung o (P).

In der Praxis will man oft keine erwartungstreuen Schéatzer (z.B. Sicherheitsabstand bei der
Schétzung eines Bremswegs oder bei der Lénge eines Transatlantikkabels). Ein weiteres (asympto-
tisches) Kriterium zur Beurteilung von Schétzern: Wir betrachten eine i.i.d. Stichprobe Xi,..., X,
mit Werten in {2 und unbekannter Verteilung P, formal betrachten wir ein Produkt-Rahmenmodell
(Q™, A%" P,), n € N, mit einem statistischen Modell der Einzelbeobachtungen (2, A, P) und P,, =
{P™: P € P}.

Definition. Eine Folge U,: Q" = R, n € N, von Schitzern fiir einen Parameter ¥: P — R heifit
konsistent, wenn fiir alle P € P und alle € > 0 gilt
lim P"[|d, —9(P)| >¢] =0

n—o0

bzw.
0, 2% 9(P)  in Wahrscheinlichkeit beziiglich P™.

Beispiel. Das Stichprobenmittel X,, = % v Xi, n €N, ist eine konsistente Folge von Schitzern
fir die Erwartung Epn[X;] = p(P) (nicht jedoch ein Stichprobenwert, z.B. X;). Das folgt aus dem
schwachen Gesetz der grofien Zahlen.

2.2.1 Maximum-Likelihood-Schatzer

Definition. Sei (12,4, (Py)gyco) ein parametrisches statistisches Modell mit dominierendem Maf
und Likelihood-Funktion f: Q2 x © — R. Der Maximum-Likelihood-Schditzer fir den Parameter 4 € ©
wird wie folgt definiert:
0=y Q= O,w — argmax f(w,)
Y€

Beispiel. Sei Q = {0,1,...,n}, A =P(Q), P = {binomial(n,p): p € [0,1]}, © = [0,1] und P, =
binomial(n, p). Das dominierende Mafl p sei das Zahlmafl auf Q. Es gilt also fiir die Likelihood-
Funktion:

f:Qx[0,1] - R, (w,p) — (Z)pw(l —p)"

Gegeben eine Beobachtung w €  maximieren wir f(w,p) in p. Wir rechnen

0 0 w n—uw
- log f(w,p) = —(wlogp + (n —w)log(l —p)) = — — :
o (w,p) ap( ( ) log( ) P -
was fiir 0 < p < 1 monoton fallt. Die Ableitung wird 0 an der Stelle p mit % = ’{:;‘;, also bei

plw) =2, fallsw e {1,...,n— 1}, und auch fiir alle w € {0,...,n} ist p(w) = ¥ die Stelle, an der die

n’
Likelihood-Funktion maximal wird. Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p im Miinzwurfmodell ist

also gleich der relativen Haufigkeit von “1” in den Beobachtungen.

Bemerkung. In Produktmodellen P, = {Pg: ¥ € ©} mit einer Likelihood-Funktion

n

frlwi, ... wn;0) = H f(wi,9)

=1
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ist es rechnerisch meist einfacher statt f direkt den Logarithmus von f,, zu maximieren, denn
n
logfn(wlu e awn;’ﬂ) = Zlogf(wla 19)
i=1

log fy, heiit Log-Likelihood-Funktion.

2.2.2 Momentenschatzer

Es sei (R™, B(R"), (P})gco) ein parametrisches Modell mit k Parametern aus © C R¥. Ein einfache
Methode zur Gewinnung von Schétzern fir ¥ ist das Schétzen der ersten & Momente (oder zentrierten
Momente) von Py, z.B. fiir k = 1 das Mittel der Stichprobe als Schétzer fir die Erwartung, fur k = 2
das Mittel und die empirische Varianz als Schétzer fiir die Erwartung und Varianz, mit anschlieSender
Wahl des 9 € ©, fiir das die ersten & Momente von Pj mit den Schitzwerten tibereinstimmen.

Beispiel. Seien X1, ..., X, ii.d. normal(yu,o?)-verteilt, 4 und o2 unbekannt. Der Momentenschétzer
fiir die Parameter (u,0?) ist (X, s%).

2.3 Regression
2.3.1 Lineare Gleichungssysteme mit zufillig gestorter rechter Seite

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem Az = b mit A € R™*" 2 € R™ und b € R™. Das
Gleichungssystem sei liberbestimmt, d.h. m > n. Wir nehmen an, dass A bekannt ist und ker A =
{z € R": Az = 0} = 0 gilt. Das System Az = b habe also hochstens eine Losung x. Die rechte Seite
b sei nicht bekannt, sondern nur eine zuféllige Stérung S davon. Wir machen die Modellannahmen,
dass die Komponenten £, ..., 8, von [ unabhingig voneinander sind, und dass die §; normalverteilt
sind mit Erwartung b;, b = (b1, ..., by,), und unbekannter Varianz o2 (fiir alle i gleich). Gesucht ist
eine Schitzung & der unbekannten Losung des Gleichungssystems Az = b mit nicht genau bekannter

rechten Seite b. Weiter suchen wir eine Schitzung &2 fiir die Varianz o2.

Wir betrachten folgendes statistisches Modell: Sei Q = R™ 5 3, A = B(Q2), © = R" x (0,00) >
(z,0%) und P = {P, ,2: (z,0?) € O}, wobei P, ,2 = normal(Az, 02I,,,). Das Modell besitzt folgende
Likelihood-Funktion:

m 1
L:Ox0 =R LBz 0%) = (21) Fo ™ exp (—22||A:U - 5”;)
g

Gegeben 3, suchen wir eine Schitzung (£,62%) fiir den unbekannten Parameter (z,02). Hierzu ver-
wenden wir einen Maximum-Likelihood-Schétzer. Wir maximieren zunichst L(3;z,c?) iiber x bei
festgehaltenem 3 und o2. Hierzu muss || Az — 3|3 moglichst klein sein (“Methode der kleinsten Qua-
drate” von Gauf).

Behauptung. Ist b= Az die orthogonale Projektion von § auf den Raum im A = {Ax: x € R"},

so erfullt z das Ziel
|Az — B|j3 < ||Az — B||3, fiir alle 2 € R™

Beweis. Ist (Ax, Az — ) = 0 fir alle x € R, so folgt

|Az — B||3 = ||Az — A + Az — B3 = || Az — AZ|3 + 2(Az — A%, Az — B) + || A% — B||5 =
A(z—2)€im A
= || Az — A#|)} + | Az — B||3 > || Az — B3 O
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Die Gleichung (Az, A% — ) = 0 ist dquivalent zu (z, AT (A% — B)) = 0 fiir alle z € R", also zu
AT Az = ATB. Wegen ker A = 0 ist AT A € GL,(R) und es folgt

&= (ATA)™1ATB.

Damit ist der “Residuenvektor” A% — 3 und das “Residuum” ||A% — 3|3 =: r? bekannt. Der Wert
des Schiitzers & hingt also nicht von dem Wert von o2 ab. Nun maximieren wir L(f; &, 0?) iiber o2,
gegeben § und Z. Es gilt

1
log L(B;2,0%) = —% log(2m) — mlogo — ﬁﬂ'
Fiir 02 — 0 und 02 — oo erhalten wir log L(3; &, 02) — —o0, so dass wir die Rénder beim Maximieren
von log L nicht berticksichtigen miissen. Es gilt:

m 7’2

9 o
%IOgL(ﬁ,IE,J )_ _;_‘_;a

was eine Nullstelle bei 62 = % besitzt. (#,52) ist der gesuchte Maximum-Likelihood-Schiitzer.

Anwendung (Regressionsgeraden). Wir wenden diese Theorie an, um gegebene Messpunkte (z;, y;),
i =1,...,n, “moglichst gut” durch eine Gerade anzundhern. Hierzu stellen wir uns z1,...,z, als
fest und bekannt vor, die y1,...,y, jedoch auch als bekannt, aber zufillig, und zwar unabhéngig
voneinander und y; normal(ax; + b,02)-verteilt, i = 1,...,n, mit unbekannten Parametern a, b
und o2. Wir betrachten folgendes statistische Modell: Es seien Q = R™ 3> (y1,...,%a), A = B(Q),
© =R*xR" 3 (a,b,0%) und P ={P,} ,2: (a,b,0%) € O}, wobei P, ;, ,» = [[}- normal(ax; + b, o?).
Setze zur Abkiirzung 4; = ax; + b. Das Gleichungssystem

ar; +b=7g;, i1=1,...,n

mit der Stérung y; von §; fithrt uns auf die Theorie von vorher zuriick:

mit der Stérung (y1,...,y,)? der unbekannten (§i,...,%,)". Nach der Regressionstheorie erhalten
wir die Schiitzung (a,b)” von (a,b)T wie folgt:

R Y1
a
(8) — (ATA)flAT
Yn
Nun ist
1 1 n 2 n 2 =
| | : 1 i n T 1
L,
und
Y1 Y1
AT _ [Tt In . >t iy n zy
[ U R | -l "oy ) 0]
y y =
n n
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Es folgt

S

— -1
_(=* 7 (w\__1 (7T-Ty
\7T 1 V) 22-m2\@’7-TTY

Die Gerade {(z,ax + 13) x € R} heifit Regressionsgerade zu den Datenpunkten (z;,v;), i =1,...,n.

Wir erhalten das Residuum .

r? = Z(Emi +b— yi)?
i=1

und den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir o2

2.4 Einfithrung in die Testtheorie

Beispiel. Im Umbkreis von 5km von Kernkraftwerken wohnten in den letzten Daten n; Kinder, in
einer Kontrollgruppe no Kinder. In der 1. Gruppe erkrankten w; Kinder an Leukémie, in der Kon-
trollgruppe wo Kinder. Wann “belegen” diese Daten, dass Kinder im Umkreis von Kernkraftwerken
mit héhere Wahrscheinlichkeit an Leukdmie erkranken?

Wir betrachten folgendes — stark vereinfachtes — statistisches Modell: w; sei eine binomial(ny, p1)-
verteilte Zufallsvariable, wobei p; unbekannt sei. ws sei eine binomial(nsg, ps)-verteilte Zufallsvariable,
auch ps sei unbekannt. Weiterhin seien w; und we unabhéngig voneinander. Formaler betrachten wir
ein Modell (22, A, P) mit

Q= {Oa 7”1} X {Ov"'7n2} 2 (w17w2)
A="P(Q)
P =A{Pp p,: p1,p2 € [0,1]} mit P, ,, = binomial(n, p1) x binomial(na, p2).

Wir fragen uns, ob wir die Hypothese p; = po aufgrund der beobachteten Daten (wi,ws) €
verwerfen konnen, und zwar in “Richtung” der Alternativhypothese p; > ps.

Definition. Sei (Q2,.4,P) ein statistisches Modell. Eine Hypothese ist eine Teilmenge () # H C P.
Beim Testen treten zwei Hypothesen auf: eine Nullhypothese Hy C P und eine davon disjunkte
Alternativhypothese H; C P (kurz: “Alternative”).

Beispiel. Im obigen Beispiel ist die Nullhypothese
HO = {Pp,p: 0 Spf 1}

und die Alternative
Hy = {Py, p,: P1 > D2}

Nullhypothese und Alternative haben verschiedene Rollen. Die Nullhypothese beschreibt ein “ein-
faches Erklarungsmodell” oder “ Abwesenheit eines Effekts”. Das Vorliegen eines Effekts statistisch zu
belegen bedeutet also, die Nullhypothese zu verwerfen. Die Alternative dient oft nur dazu, die Typen
von Effekten, fiir die man sich interessiert, zu spezifizieren und die Qualitit eines Tests zu messen.

Definition. Ein (nichtrandomisierter) statistischer Test fiir die Nullhypothese Hp und die Alterna-
tive H; wird durch einen Verwerfungsbereich V€ A gegeben. Liegen die Beobachtungsdaten w in V/,
dann verwerfen wir die Nullhypothese, andernfalls, w & V', verwerfen sie nicht.
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Bemerkung. Die Situation zwischen “verwerfen” und “nicht verwerfen” ist unsymmetrisch: Wenn wir
nicht verwerfen, bedeutet das nicht, dass Hy richtig ist, sondern nur eine Art “Stimmenthaltung”:
die Daten reichen nicht aus, um die “einfache Erklarung” Hy zu widerlegen, oder die “Anwesenheit
eines Effekts” zu belegen.

Ein randomisierter statistischer Test ist ein Test, dessen Entscheidung nicht nur von den Beobach-
tungsdaten w € 2, sondern zusétzlich noch von einem Hilfs-Zufallsexperiment, z.B. einer unif|0, 1]-
verteilten Zufallszahl, abhéngt. Formaler:

Definition. Ein randomisierter statistischer Test zum Modell (€2, A, P) besteht aus einem nicht-
randomisierten Test im Modell (', A, P") mit Q' = Q x [0,1], A’ = A® B[0,1] und P’ = {P ®
unif[0, 1]: P € P}.

2.4.1 Typen von Fehlern

Hy wahr Hy falsch
Hy nicht verwerfen | richtige Entscheidung | Fehler 2. Art
Hy verwerfen Fehler 1. Art richtige Entscheidung

Beispiel. Ein Feuermelder soll die Hypothese “es brennt nicht” testen. Ein Fehler 1. Art liegt bei
einem Fehlalarm vor. Ein Fehler 2. Art liegt vor, wenn der Brandmelder trotz Feuer nicht Alarm
schlagt.

2.4.2 Ziele fiir gute Tests

Beim Entwurf eines guten Tests steht man vor den kontraren Zielen, beide Fehlertypen moglichst zu
vermeiden.

e Einerseits soll fur alle Py € Hy die Wahrscheinlichkeit Py(V') moglichst klein sein.

e Andererseits soll fiir alle P, € H; die Wahrscheinlichkeit Py (V') moglichst groff sein.

Definition. Das Risiko 1. Art « ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art unter Py € Hy:
a = Py(V) (kann von Py abhéngen, falls Hy mehr als nur ein Wahrscheinlichkeitsmafl enthélt). Das
Risiko 2. Art (B ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art unter der Alternative: 5 = P(V¢) =
1 — P (V) mit P, € Hy. Die Macht eines Tests ist 1 — f = Py(V). Das Signifikanzniveau « ist das
Supremum der Risiken 1. Art:
a= sup Py(V)
PoeHy

Bemerkung. Dies Begriffe werden besonders einfach, wenn Hy und H; einelementig sind.

Definition. Eine Hypothese H C P heifit einfach, wenn sie genau ein Element P € P enthilt,
andernfalls zusammengesetzt. Fiir einfache Hy = {Py} C P ist also das Signifikanzniveau gleich dem
Risiko erster Art Py(V).

Beispiel. Im obigen Beispiel ist Hy = {P,;: 0 < p < 1} zusammengesetzt und H) = {Pjy-6 1096}
einfach.

Interpretation (Philosophische Interpretation des Testproblems). Die Minimalinterpration von
Wahrscheinlichkeiten — Wahrscheinlichkeit nahe 1 bedeutet, das Ereignis ist “praktisch sicher”,
Wahrscheinlichkeit nahe 0 bedeutet, das Ereignis ist “praktisch unmoglich”, andere Wahrscheinlich-
keiten bedeuten keine Aussage — passt genau zum Testproblem: Man wéhlt das Signifikanzniveau
« so klein, dass ein Fehler 1. Art “praktisch unméglich” wird. (In der Praxis heifit oft “a = 5%”
“praktisch unmoglich”). Interpretation des Testentscheids: “Hy verwerfen” bedeutet “Es ist praktisch
unmoglich, dass Hy die Daten beschreibt”, “Hy nicht verwerfen” bedeutet “Stimmenthaltung”.
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2.4.3 Optimale Tests bei einfachen Hypothesen

Wir betrachten ein Modell (€2, 4, P) mit der Nullhypothese Hy = {Py} € P und der Alternative
Hy = {P1} C P mit einem Likelihoodquotienen 5 4 Wir geben uns eine Schranke a. i fiir das Signi-
fikanzniveau vor und stellen folgendes Optlmlerungsproblem Unter allen Tests mit Signifikanzniveau
a = Py(V) < aqit finde man den/die Tests mit moglichst groBer Macht 1 — 8 = Py (V).

Bemerkung. Man hat eine Analogie zum “Rucksackproblem”: Wir sollen Gegenstéinde wq, .. .,w, in
einen Rucksack packen. Jeder Gegenstand w; hat ein Gewicht Fy; und einen Wert P ;. Wir konnen
maximal das Gewicht ot tragen. Wie sollen wir den Rucksack bepacken, damit er moglichst grofien
Wert trigt, aber das Gewicht gt nicht iberschreitet.

Testproblem Rucksackproblem

Menge der moglichen Ergebnisse €2 | Menge der Giiter
Verwerfungsbereich V' C Q2 Menge der Giiter, die wir einpacken
Signifikanzniveau a = Py(V) Gewicht der eingepackten Giiter
Poi = Po({wi}) Gewicht des Guts w;

Pl,i = Pl({wl}) Wert des Guts Wy

Macht 1 — 5 = P (V) Wert der eingepackten Giiter
%(w) spezifischer Wert des Guts w

Beispiel. Nehmen Sie an, Sie kénnen 11.1 kg tragen und Sie haben folgende Giiter zur Auswahl:

Gut ‘ Wert ‘ Gewicht ‘ spezifischer Wert
Gold | 1000€ | 0.1kg 10000 €/xg

Silber | 500€ | 1kg 500 €/kg

Eisen | 100€ | 10kg 10 €/xg

Steine | 200€ | 10000kg | 0.02 €/kg

Jedes Kind weifl: Man nimmt zuerst das Gold, kann man dann noch mehr tragen, dann das Silber,
kann man dann noch mehr tragen, das Eisen und Steine nur dann, wenn der Rucksack dann immer
noch nicht voll gepackt ist.

Lemma (Neyman-Pearson-Lemma im diskreten Fall). Sei Q@ = {wi,...,wn}, A = P(Q) mit der
Nullhypothese Hy = { Py} und der Alternative H; = {P1}, wobei

n n
Po= poibe, PL=) p1iby,
i=1 =1
Die w; seien nach absteigendem Likelihoodquotienten 42 ar L(w;) = 2(1)’1: angeordnet:
Priy p2s 5 Pln
Po1  Po2 P2

Esseil <k <n undT der Test mit Verwerfungsbereich V.= {wi, ... ,wr}. Dann gilt fir jeden Test
T" mit Verwerfungsbereich V' C Q: Aus Py(V') < Py(V) folgt Py(V') < Pi(V). Anders gesagt ist T
optimal im folgenden Sinn: Jeder Test T" mit dem gleichen oder héchstens kleinerem Signifikanzniveau
wie T hat eine kleinere oder héchstens die gleiche Machi.

Lemma (Neyman-Pearson-Lemma). Es sei (2,.A,P) ein statistisches Modell, Hy = {Py} C P,
Hy = {P1} C P zwei einfache Hypothesen mit Likelihoodquotienten Sp dPl . Fiir den Verwerfungsbereich

V eines Tests T gelte
dPy dPy
— - - >
{dPO >C}_v_{dpo - }
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fiir ein ¢ > 0. Dann ist T im folgenden Sinn optimal: Jeder weitere Test T' mit Verwerfungsbereich
V' mit dem gleichen oder hichstens kleinerem Signifikanzniveau Po(V') < Po(V) hat kleinere oder
hochstens gleiche Macht Py (V') < Pi(V).

Beweis. Aus Py(V') < Py(V) schlieBen wir

Po(V V') = Py(V' V) = By(V) — By(V') > 0.

Nun gilt
dP;
Pl(V\V’):/ ap, = —ldpoz/ cdPy = cPy(V V")
N v’ dPy AN
und analog
, dP; ,
Pl(V N V) = / dP1 :/ 7dP0 < / CdPo = CP()(V AN V)
VIV vV dPy VIV
Es folgt
PV) = P(V) = PU(V V') = PV V) > cBy(V ~ V') = cPy(V! " V) > 0 0

Bemerkung. Hat der Likelihoodquotient eine kontinuierliche Verteilung unter Py, so gilt Py [g—% = c} =

0 und damit auch P {% = c} = 0. Dann spielt es keine Rolle, ob man V = {g% > c} oder

V= {g—% > c} oder etwas dazwischen wahlt. Bei diskreten Modellen kann aber Py [% = c} > 0 sein.
Um ein gegebenes Signifikanzniveau zu treffen und maximale Macht zu erreichen, kann es sinnvoll

sein, V' echt zwischen V = {g—% > c} und V = {g% > c} zu wahlen und notfalls zu randomisieren.

Bemerkung. In der Praxis verwendet man oft den Kehrwert % statt %. Das dreht nur die “Rich-
tung” um.

Beispiel. Seien X7, ..., X, i.i.d. normalverteilte Daten mit unbekannter Erwartung ; und bekannter
Varianz o2. Wir haben also das Rahmenmodell 2 = R”, A = B(R") und P = {normal(u,1)": u € R}
mit den kanonischen Projektionen Xi,..., X, : R® — R. Wir entwerfen einen Test zum Signifikanz-
niveau « fiir die Nullhypothese Hy: “u = 07, also Hyp = {normal(0,1)"} = {Py}, bei der Alternative
Hy: “p =", also H = {normal(u1,1)"} = {P1}. Py hat die Dichte

folw) = (@) = 1:[1 v (21) " ezl

und ebenso P; die Dichte

33:7:1}:”7: 2m)” 2 ex —75 xj —
fl( ) d)\n( ) B \/ﬁ ( ) p( 9 £ 1( Ml) )

Damit erhalten wir den Likelihoodquotienten

dP x 1 & ol n
i1 500 o)

7j=1 7j=1
Man beachte, dass man nicht alle Datenpunkte X71,..., X, kennen muss, um %(z) zu berechnen;

hier geniigt die Summe S = 2?21 X;. Wir bestimmen jetzt die Niveaumenge V = {g—% > c}, die als
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Verwerfungsbereich in einem Neyman-Pearson-Test auftritt. Fiir den Fall 1 > 0 ist s — eI/ et
monoton steigend, also
v dPy e
{8 = (3]

2
fiir ¢ = exp (—n%l + ,us). Um ein bestimmtes Signifikanzniveau « zu realisieren, wéhlen wir s so,
dass Py[S > s] = a. Nun folgt aus Lp,(X1,...,X,) = normal(0,1)", dass Lp,(S) = normal(0,n),
also Lp,(S/y/n) = normal(0, 1). Bezeichnen wir mit ® die Verteilungsfunktion der Standardnormal-

verteilung, also
i L1 2y
t) = —/ e? dz,
() \/271' —00

R[S > 5| = R[Z > s/Vn] =1 &(s/\/n) = a

mit Z = %S . Damit erhalten wir den Verwerfungsbereich

so folgt

v={z>e"1-a)}.

Im Fall y; < 0ist s +— e~nki/2+1s monoton fallend, also erhalten wir
dPy °
V=45 >cp= [ <sp=1Z<d! .
{dpo C} {;% 5} { @}

Man beachte, dass der genaue Wert von py irrelevant fiir den Testentscheid ist, nur das Vorzeichen
von p1 geht in die Konstruktion ein. Der erhaltene Test ist also gleichmdf$ig ein optimaler Test fiir
alle 1 > 0 bzw. alle pu; < 0.

Definition. Eine Zufallsvariable T: 2 — R die den Verwerfungsbereich V,, fiir jede Wahl des Si-
gnifikanzniveaus « bestimmt, heifit Teststatistik. Allgemeiner heifit eine von Statistikern gewéhlte
messbare Abbildung X : 2 — R, die den Daten einen Zahlenwert zuordnet, eine Statistik. Im Beispiel
ist Z7 = ﬁ > ieq X; unsere Teststatistik, sie ist unter Hyp standardnormalverteilt.

Definition. Sei (2,4, P) ein statistisches Modell, so dass alle Py, P; € P eine Dichte % zueinander
haben, z.B. ein dominiertes Modell mit positiver Likelihood-Funktion. Eine Statistik X: Q — R¢
heiBit suffizient fiir (Q, A, P), wenn es fiir alle Py, P, € P eine messbare Abbildung f: RY — R gibt
mit % = f(X) Py-fast sicher, also der Likelihood-Quotient g—% nur von X abhéingt.

Bemerkung. Offensichtlich gentigt der Wert X (w) einer suffizienten Statistik (evtl. zusammen mit
einer Randomisierung) zur Ausfiihrung des Neyman-Pearson-Tests.

Lemma. Es sei (2, A, (Py)yco ein parametrisches statistisches Modell mit dominierendem Mafl p
und Likelihood-Funktion f > 0. Ist X : Q — R% eine Statistik und g: R x © — R, h: Q@ — RT mit
f(w, V) = g(X(w),)h(w) fir allew € Q und I € O, so ist X suffizient.

Beweis. Seien 91,192 € ©. Dann gilt fiir alle w € Q:

& _ f(waﬁl) _ g(X(w)J?l)' ]

P192 B f(w,’ﬂz) B g(X(w),ﬂg)
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Beispiel. Sei P = {normal(u,o?)": u € R,0? > 0}. Wir erhalten die Likelihoodfunktion

L 1 1 n 1 &
Forseesaimo®) = [T o5 oxp (= g3 — 17 = @ro?) F exp (= 55 >, — 2.
j=1

Nun ist

D= =) (=2 +2) (2~ D)@ — p) + 0@ — )’ = (n—1)si +n(@ - p)*.
; =

j=1 j=1
Es folgt
flain o) = (2ot F e (= 55 (- Vst 4 (e - ) ).
Hier tauchen die Daten x1,...,z, nur in der Kombination X und s2 auf, (X,0%) ist also eine

suffiziente Statistik.

Bemerkung. Sei (2, A, P) ein statistisches Modell und 7': © — R? eine suffiziente Statistik. Gegeben
eine Nullhypothese Hy = {FPp} C P und eine Alternative H; = {P;} C P schreiben wir g—% = f(T).
Damit werden alle Tests mit Verwerfungsbereich V. = {T € f=1([0,¢])} oder V. = {T € f~%([0,¢))}

optimal in dem Sinn, dass sie maximale Macht bei gegebenem Signifikanzniveau haben.

2.4.4 Variable Signifikanzniveaus und p-Wert

Sei (£2,.A,P) ein statistisches Modell, Hy C P eine Nullhypothese und V., ¢ € I C R, eine Familie
von Verwerfungsbereichen, monoton steigend in ¢, d.h. V., C Vy fiir ¢ < ¢, z.B. V. = {T < ¢} mit
einer Teststatistik 7T'.

Definition. Gegeben Beobachtungsdaten w € €2 definieren wir den p- Wert p = p(w) als das kleinste
Niveau, auf dem die Hypothese Hy noch verworfen werden kann. Genauer ist

p(w) = inf{ae: w € V,}, mit a, = sup Py(Ve).
PoeHo

Bemerkung. Gilt Hy = {FPy} und V., = s, Ve, so wird das Infimum sogar angenommen. Das ist
z.B. fur V. = {T < ¢} der Fall. In diesem Fall ist p(w) = Py(V.) mit ¢ = T'(w).

Beispiel. Seien Xi,..., X, ii.d. normalverteilt und testen wir Hy = {Py}: Lp,(X1,...,X,) =
normal(pg, 0?) gegen die Alternative Hy = {Pi}: Lp,(X1,...,X,) = normal(uy,0?) mit u; < po,
so haben die Tests mit Verwerfungsbereich V, = {Z < ¢}, ¢ € R, mit der Teststatistik Z =
Vn3=H0  maximale Macht bei gegebenem Niveau. Es gilt £ p,(Z) = normal(0,1). Gegeben Daten

g

X1(w), ..., Xn(w) erhalten wir den p-Wert:

p(w) =inf{PR[Z < ¢|: Z(w) <c} = P[Z < Z(w)].

Allgemeiner: Gegeben eine Teststatistik 7: Q@ — R mit Q@ = Lp,(T), Po € Hp, und V, = {T < ¢},
¢ € R, so wird der p-Wert durch p(w) = BT < T(w)] = Q((—o00,T(w)]), w € Q und Py € Hy,
gegeben. Der p-Wert kodiert den Testentscheid bei variablem Niveau: Wenn p(w) < «, so verwerfen
wir Hy zum Niveau «, wenn p(w) > «, so verwerfen wir Hy nicht zum Niveau .
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2.4.5 Konfidenzbereiche und Dualitat

Konfidenzbereiche sind eine Art “Parameterschéitzung mit Toleranzangabe”. Gegeben Beobachtungs-
daten w € ) mochte man die Menge C'(w) von “plausiblen” Parametern auszeichnen.

Definition. Sei (2, A, P) ein statistisches Modell und ¥: P — R? ein Parameter (z.B. im parame-
trischen Fall ¥(P,) = q). Weiter sei a € (0,1). Eine Familie (C(w))weq von Mengen C(w) C RY,
w € Q, heifit Konfidenzbereich oder Vertrauensbereich zum Vertrauensniveau 1 — «, kurz (1 — «)-
Vertrauensbereich, wenn gilt: Fir alle P € P ist {w € Q: 9(P) € C(w)} € A und es gilt

PweQ:9(P) e C(w)}) >1—a.

Bemerkung. Man beachte: Hier ist C'(w) zuféllig, d.h. von w abhéngig, aber P € P nicht zufdllig,
aber allquantifiziert.

Bemerkung. Vertrauensbereiche zum Vertrauensniveau 1 — a sind am interessantesten, wenn sie
moglichst klein sind. Die triviale Wahl C(w) = R? ist zwar méglich, aber nutzlos.

Bemerkung. Im Fall d =1 ist C'(w) oft ein Intervall. Es heifit dann “Konfidenzintervall”.

Lemma 1. Sei (Q,.A,P) ein statistisches Modell, 9: P — O C R? und K C Q x O, so dass
{weQ: (w,d(P)) e K} € A fur alle P € P. Weiter sei 0 < o < 1. Dann sind dquivalent:

1) Durch C(w) ={q € 0: (w,q) € K}, w € Q, wir ein (1 — a)-Konfidenzbereich gegeben.
2) Fir jedes ¢ € © mit Hyo(q) = {P € P: 9(P) = q} ist V(q) = {w € Q: (w,q) & K} der Verwer-
fungsbereich eines Tests der Hypothese Hy(q) zu einem Niveau < c.

Beweis. Es gilt:

1) <= VPeP.PW(P)eC]>1-—a <= VPeP. P{weQ: (wi(P)eK})>1-a
— VP eP. PweQ: (w,I(P) €K} <a
— VP eP. P(V(I(P)) <a < YqgeOVYPyec Hy(q). P(V(q)) < a

— 2) O
Beispiel. Seien Xi,..., X, ii.d. normalverteilt mit Erwartung p (unbekannt) und Varianz o2 (be-
kannt), X = 2 37 | X;. Sei 0 < a < 1. Dann ist fiir jedes p € R

X—p

V(n) = {Jﬁ < ¢>l<a>}

der Verwerfungsbereich zum Niveau « eines Tests der Hypothese Hy = {P € P: Ep[X;] = u}. Also
ist
X —
C(w) = {,u eR: \/EW > q)_l(a)} = (—00, X (w) — ﬁq)_l(a))
ein (1 — a)-Vertrauensbereich fiir das unbekannte .

Beispiel. Seien Xi,..., X, i.i.d. Zufallsvariablen mit einer unbekannten, atomlosen Verteilung P,
d.h. P({a}) = 0 fir alle a € R. Wir verwenden folgendes Modell: (€2, .4, P) mit Q = R", A= B(R")
und

P = {P": P ist Wahrscheinlichkeitsmaf} auf B(R) mit stetiger Verteilungsfunktion Fp}.
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Fir P" € P sei Qp = (0,1) — R “die” Quantilsfunktion, Qp(g) = sup{s € R: Fp(s) < ¢}. Insbe-
sondere gilt
Vs e RVqg e (0,1)(Fp(s) < ¢ < s<Qp(q))-

Gegeben 0 < ¢ < 1 suche wir Vertrauensintervalle fir den unbekannten Parameter Qp(q). Es sei
X < Xg) < -+ < X[ die Ordnungsstatistik zu Xy, ..., X.

Satz. Fsseil <k <n,0<q<1. Dann ist C = [X[k], o0) ein Vertrauensintervall fir das q-Quantil

Qp(q), P" € P, zum Vertrauensniveau

q
L=a= [ Bun-r (@) de = Beta(k.n — k+ 1)((0.9))
0
wobei By die Dichte der Betaverteilung mit Parameter k und n — k + 1. Anders gesagt: q ist das
(1 — @)-Quantil dieser Betaverteilung.

Beweis. Wir zeigen
VP" € P. P"[Qp(q) eCl=1—-«

Sei hierzu P™ € P. Dann gilt
P"Qp(q) € C = P"[ X}y < Qp(q)]

Nun ist Uy = Fp(X[y) die k-te Ordnungsstatistik von (U; = Fp(X;))i=1,..n.- Nun sind die U; =
Fp(X;) ii.d. unif[0, 1]-verteilt beziiglich P", denn

Ya € (0, 1) Pn[UZ S a] = Pn[FP(XZ) S a] = Pn[XZ S Qp(a)] = FP(QP(G)) = a.
Frither haben wir gezeigt, dass fir Uy, ..., U, i.i.d. unif[0, 1]-verteilt gilt
Lpn(Up) = Beta(k,n — k +1).

Es folgt
P"[Qp(q) € C] = P"[Uy) < g = Beta(k,n — k +1,)([0,1]). m
Bemerkung. Nur Vertrauensniveaus 1—a nahe bei 1 sind interessant. Hierfiir muss ¢ deutlich oberhalb

des “Hauptteils der Masse” der Betaverteilung liegen.

Satz. Fir1 <k <nund0<q<1ist C = (—o0, X ein Vertrauensintervall fiir Qp(q), P" € P,
zum Vertrauensniveau

1
l-—a= / Brn—k+1(x) dz.
q
Die beiden Sétze kann man kombinieren, um ein Vertrauensintervall der Gestalt C'(w) = [a(w), b(w)]
zu erhalten. Abstraktes Prinzip:

Satz. Sei (Q, A, P) ein statistisches Modell, C1,Cy: Q — P(O) zwei Vertrauensbereiche zu einem
Parameter 9: P — O zu den Vertrauensniveaus 1 — aq bzw. 1 — aa. Dann ist C; N Cy ein Vertrau-
ensbereich zum Vertrauensbereich 1 — (a1 + a2).

Beweis. Nach Voraussetzung ist fiir i = 1,2
VP eP. P[Y(P)eCi] >1—a.
Es folgt

PI(P) € C1NCo] =1 — PI(P) & C1 VI(P) & Cs] > 1 — PI(P) & C1] — P[O(P) & Cy]
Z 1— a1 — Q9 ]
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Beispiel (Fort.). Im Beispiel bedeutet das: Fiir 1 <k <l <nund 0 < g < 1ist ¢ = [X, X|g] ein
Vertrauensintervall zum Vertrauensniveau

1 q
l-a=1- / Brn—k+1(x) dr — /0 Brn—i+1(z) dz
q

falls @ < 1. Das ist natiirlich nur fiir % <g< % interessant.
Beispiel (Einseitige Konfidenzintervalle im Binomialmodell). Sei @ = {0,...,n}, A = P(2) und
Py = binomial(n, ), 0 < 9 < 1. Fiir die Nullhypothese Hy = {Py,} und die Alternative Hy = { Py, }
mit 91 > 99 haben die Verwerfungsbereiche der Likelihood-Quotienten-Tests alle die Gestalt
Vi = {k,k—l—l,...,n}.
Die Niveaus Py,(V}) dieser Tests hdangen monoton steigend von g € [0, 1] ab. Wir verwenden folgen-
den “Kopplungstrick”: Es seien Uy, ..., U, i.i.d. unif[0, 1]-verteilt auf einem “Hilfsraum” (€', A’, P’).
Dann sind fiir ¥ € [0, 1] die Zufallsvariablen 1y, <9y, 1 < i < n, i.i.d. 961 + (1 — ¥)do-verteilt, also
Sy = Yty L{y,<gy binomial(n, ¥)-verteilt. Nun gilt fir 0 <9 <9’ <1
Pﬁ(Vk) = P,[Sﬁ > /{7] < P,[Sﬁu > k] = P@/(Vk).

Weiter gilt Py(Vy = P'[Sy > k] = P'[Up < 9] = beta(k,n — k + 1)[0,9]. Wir setzen fiir 0 < a < 1
und &k € {0,...,n}

sup{?¥: Py < a} firk>0

o) = { b
0 firk=0

und
Ca(w) = [g(a,w), 1].
Dann ist Cp(w) ein (1 — «)-Vertrauensintervall fiir den Parameter ¢, denn fiir alle ¥ € [0, 1] gilt mit
der Abkurzung k(a,v) = max{k € {0,...,n}: Py(Vy) > a} fur 9 #0
Pyl € Col = Py({w € Q: 9 > q(o,w)}) > Py({w € Q: Py(V,) > a}) =
= Py({0,...,k(a,9)}) = 1 = Py(Via)41) = 1 —

und fiir 4 =0
Py({w e Q2:9 > ¢(a,w)}) = B({0}) =1>1—a.
2.4.6 t-Test
Seien X1,..., X, i.i.d. normalverteilte Daten. Anders als frither nehmen wir an, dass sowohl die

Erwartung  als auch die Varianz o unbekannt sind. Wir betrachten das Modell Q = R", A = B(R")
und P = {P, »: p € R,0® > 0} mit P, ,» = normal(u,0?)" und den kanonischen Projektionen
X1,...,X,. Wir suchen einen Test zur Uberpriifung von Hypothesen iiber das unbekannte . Friiher,
bei bekanntem o2, haben wir fiir Hy = {P,, ,2} die Teststatistik

0,0
X — o
g

Z=1n-

mit Lp (Z) = normal(0, 1) verwendet. Bei unbekanntem o2 liegt es nahe, statt o2 die Schitzung
0,0

§% =

zu verwenden.
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Definition. T = /i - X~ heift die t-Statistik.

Wir untersuchen die Verteilung von T' unter der Hypothese Hy = {P, ,2: 0? > 0} bei gegebenem

Ho,0
Ho-

Lemma. Seien (X1,...,Xy) P, 2-verteilt. Dann hat

2
(VA — ), ")

die Verteilung normal(0,1) x x2_,, wobei x2_, die Chi-Quadrat- Verteilung mit n—1 Freiheitsgeraden,

also die Verteilung von ||X||§ mit (n — 1)-dimensional standardnormalverteiltem X, sei.

Beweis. Sei Z; = Xi—mo ,j=1,...,n. Dann sind Z1,..., Z, i.i.d. standardnormalverteilt, also Z =
(Z1,...,Zy) ~ normal(O I,). er setzen v= ﬁ(l, ..., )T € R". Offenbar ist ||v|2 = 1. Dann gilt

g

\/M:\/E.Z:\}EZZJ-:<Z,U>:UTZ

und ) .
s == 1)s Z )2 =12 =o' Z|3 = || (In — v0") Z|5.
: N—
orthogonale Projektion auf v
vT'Z ist die Komponente von Z in Richtung v und ||(I, — vo?)Z||3 ist das Normquadrat der Kom-
ponente von Z senkrecht zu V. Nun ist die Dichte von normal(0, I,,), also & — (27) exp (—%Hx”%)

rotationsinvariant, also £(Z) rotationsinvariant. Folglich ist die Verteilung von (v? Z, ||(I,, —vv™) Z||3)
die Gleiche fir alle Einheitsvektoren v € R™. Insbesondere kénnen wir v durch e = (0,...,0,1) er-
setzen:

L2, [(In — v0")Z|3) = L7 Z,|(In — ee") Z|3) = L(Zn, |(Z1,. .., Zn-1)|13) =
= normal(0,1) x x2_; O

Korollar. Die Verteilung der t-Statistik und P, ;2 ist fir alle 02 > 0 die Gleiche, nimlich diejenige
von

Tn—l =vn—1

wobei L(X,Y,,—1) = normal(0,1) x X%—l-

Ynfl

Bewess.

T — T_l\/ﬁ(Y—No)/U O
(n—1)s%/o?

Definition. Die Student t-Verteilung t,, mit n Freiheitsgraden ist die Verteilung von T}, = \/ﬁ\/iy—,
wenn X und Y;, unabhiingig sind mit £(X) = normal(0, 1) und £(Y;,,) = x2.
Lemma. Fiir n — oo konvergiert t, schwach gegen die Standardnormalverteilung.

Lemma. Die Dichte der t,-Verteilung hat die Gestalt
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Zusammenfassend: Wir betrachten die Nullhypothese Hy = {normal(u,c%)": 0% > 0} fiir festes
pio € R mit der Alternative Hy = {normal(u1,0%): p1 > po,0® > 0}. Dann hat fiir alle Py € Ho hat

die Teststatistik T'= y/n XS;X"O die Verteilung Lp,(T) = t,—1. Verwerfungsbereich zum Niveau «:
Va = {T > tn—l,a—l}

mit dem (1 — «)-Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden t,,—1 4—1.
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