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. Kategorien

Eine Kategorie C ist ein 4-Tupel (Ob(C), Mor, K, I') mit folgenden Eigenschaften:

e Ob(C) ist eine Klasse von sogenannten Objekten A, B,C,....

e Mor ordnet jedem Paar (A, B) von Objekten eine Menge Mor (A, B) von sogenann-

ten Morphismen zu (statt o € Mor(A, B) schreibt man auch a: A — B), so dass
aus Mor(A, B) N Mor(C, D) # 0 stets folgt A =C und B = D.

e K ordnet jedem Tripel (A, B, C) von Objekten eine Abbildung

Mor(A, B) x Mor(B,C) — Mor(A4, C), (a, f) — Ba

zu, so dass fir alle « € Mor(A, B), € Mor(B,C) und v € Mor(C, D) folgt, dass
v(Ba) = (vB)a (Assoziativitat).

e [ ordnet jedem Objekt A ein Element 14 € Mor(A, A) zu, mit aly = a = 1pa fir

alle a: A — B (Identitét).

Ein a: A — B heifit Isomorphismus, wenn es einen Morphismus 8: B — A gibt
mit fa =14 und af = 1. In diesem Fall ist auch § ein Isomorphismus und 3 ist durch
a eindeutig bestimmt und wird auch mit ! bezeichnet.

Ein a: A — B heifit Monomorphismus, wenn aus af = ag mit f,g: C — A stets
folgt f=g.

Ein a: A — B heifit Epimorphismus, wenn aus foa = ga mit f,g: B — C' stets
folgt f=g.

Beispiele.

(i)

(iii)

Man hat eine Kategorie Men aller Mengen, fiir die die Objekte die Klasse aller
Mengen, die Morphismen alle Abbildungen A — B, K die Hintereinanderausfiih-
rung von Abbildungn und I die identischen Abbildungen sind. Hier sind Monomor-
phismen genau die injektiven Abbildungen, Epimorphismen genau die surjektiven
Abbildungen und Isomorphismen genau die bijektiven Abbildungen.

Man hat die Kategorie Top aller topologischen Rédume und aller stetigen Abbil-
dungen. Hier sind die Monomorphismen genau die stetigen und injektiven Abbil-
dungen, aber nicht jede bijektive stetige Abbildung ist ein Isomorphismus. Ist X
eine Menge mit zwei Topologien T; C 9, so ist a: (X, %) — (X, %),z +—
ein Epimorphismus und ein Monomorphismus, aber kein Isomorphismus.

Sei R ein Ring. Ein R-Linksmodul ist ein Paar (A, m), worin A eine abelsche Grup-
peist und m: Rx A — A, (r,a) — ra eine Abbildung mit folgenden Eigenschaf-
ten: r(a+b) = ra+rb, (r+s)a = ra+sa, r(sa) = (rs)aund la = a firaller,s € R
und a,b € A. Die Objekte der Kategorie R-Mod sind R-Linksmoduln, die Mor-
phismen alle R-linearen Abbildungen ao: A — B, d.h. a(a; + a2) = a(a1) + a(a2)



und «(ra) = ra(a) fiir alle r € R und aq,a9,a € A. Hier sind Monomorphismen
genau die injektiven R-linearen Abbildungen, Epimorphismen genau die surjekti-
ven R-linearen Abbildungen und Isomorphismen genau die bijektiven R-linearen
Abbildungen.

(iv) Man hat die Kategorie Rin aller Ringe und Ringhomomorphismen. Hier sind nicht
alle Epimorphismen surjektiv, denn zum Beispiel ist die Inklusion «:: Z — Q ein
Epimorphismus aber nicht surjektiv, denn fir f,g: Q — T mit fa = ga folgt
F(1/)9(s) = F(1/s)f(s) = 1 (0 # 5 € Z), d-h. £(1/s5) = F(1/5)g(s)g(1/5) = g(1/5)
fiir alle 0 # s € Z. Also folgt f(r/s) = g(r/s) fir alle r/s € Q, also f = g.

Ein a: A — B heifit zerfallender Monomorphismus, wenn es ein p: B — A gibt
mit pa = 14. Dann ist o ein Monomorphismus und p heifit eine Retraktion (oder ein
Linksinverses) von a.

Entsprechend heifit o zerfallender Epimorphismus, wenn es ein o: B — A gibt mit
aoc = 1p. Dann ist « ein Epimorphismus und o heifit ein Schnitt (oder Rechtsinverses)
von a.

Lemma 1. In R-Mod gilt:

e a: A—— B ist genau dann ein zerfallender Monomorphismus, wenn « ein Mono-
morphismus ist und im(a) C® B.

e a: A—— B ist genau dann ein zerfallender Epimorphismus, wenn « ein Epimor-
phismus ist und ker(a) CP A.

Beweis. Sei zuerst a: A — B ein zerfallender Monomorphismus, d.h. pa = 14 fiir ein
geeignetes p: B — A. Dann ist im(«) @ ker(p) = B, denn es ist b = ap(b) + (b — ap(b))
fir alle b € B und a(a) € ker(p) impliziert 0 = pa(a) = a.

Ist umgekehrt im(a) @ Y = B, so ist die Abbildung p: B — A,b —— a mit b =
a(a) +y wohldefiniert, denn ist b = a(a’) + 4/, so ist a(a’) = a(a) und 3’ =y, also o’ = a,
R-linear und ein Linksinverses von a. O

Ein Objekt NV einer Kategorie C heifit Nullobjekt, wenn fir alle Objekte A von C gilt
| Mor(A, N)| = 1 = | Mor(N, A)|. Fiir jedes Paar A, B ist dann 04 := A — N — B
ein ausgezeichnetes Element und es gilt 0§ f= O)Bf fur alle f: X — A, entsprechend
904 = 04 fiir alle g: B — C. Fiir ein zweites Nullobjekt N’ gilt automatisch N’ = N,
denn mit «: N — N’ und 8: N' — N folgt Ba = 1y und a8 = 1/, und man
erhilt dieselben ,Nullmorphismen®, denn mit 0/ ‘g = A — N’ — B erhéilt man ein
kommutatives Diagramm



N
A TN B
~_ 1) -
d.h. 04 = 0/,

Beispiele. Die Kategorien Men, Top und Rin haben kein Nullobjekt, die Kategorie
R-Mod sehr wohl.

Sei (A;)ier eine Familie von Objekten einer Kategorie C. Ein Objekt A € Ob(C) mit
einer Familie (7;: A — A;);e; von Morphismen heifit Produkt der A;, wenn es zu jeder
Familie (f;: X — A);er genau einen Morpismus f: X — A gibt mit m; f = f; fir alle
1€ I

=

A ist dann bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und man schreibt A = [];c; A;: Ist A’
ein weiteres Produkt der A;, 7,: A" — A;, so existieren kommutative Diagramme

fir dadurch eindeutig bestimmte f und g, und m;fg = m; fiir alle i € I liefert fg = 14,
ebenso gilt gf = 14.

Dual heit (g;: B; — B);er ein Koprodukt, wenn es zu jeder Familie (g;: B; — Y )er
genau einen Morphismus g: B — Y gibt mit ge; = g; fiir alle 7 € I. Die Eindeutigkeit
von B bis auf Isomorphie folgt wie oben und man schreibt B = [],c; B;.

Satz 1. In der Kategorie R-Mod existieren Produkte und Koprodukte.

Beweis. Sei (A;)ier eine Familie von R-Moduln. Definiert man A = {(a;)iecr: a; € A;}
und (a;)+ (b;) = (a;+b;), r(a;) = (ra;), so ist A ein R-Linksmodul und die Abbildungen
mj: A—— Aj, (a;) — a; sind R-linear. Dann ist (m;: A — A;);cs ein Produkt der A;,
denn zu (f;: X — Aj)ier ist f: X — A,z —— (fi(x));e; R-linear sowie m;f = f; fiir



alle ¢ € I, und bei einer zweiten Losung, d.h. g: X — A mit m;g = f; fir alle ¢ € I,
folgt mig(x) = m; f(x) fiir alle ¢ € I und =z € X, also g(z) = f(z) fir alle x € X.

Fiir das Koprodukt sei B = {(a;) € A: fast alle a; = 0}. Dann ist B ein R-Linksmodul,
némlich ein Untermodul von A, und mit den R-linearen Abbildungen ¢;(a;) = (d;jai)icr
ist (g;: A; — B);es ein Koprodukt der A;. Denn zu (g;: A; — Y);ey ist die Abbildung
g: B—Y,(a;) — > ;cr 9i(a;) sinnvoll und R-linear sowie ge; = g; fiir alle ¢ € I. Ist
h: B — Y ein zweiter R-Homomorphismus mit he; = g; fir alle ¢ € I, folgt fiir alle
(a;) € B, dass

h((a) = h(Y (@) = Y heia) = Y- gi(ai) = g((as), O

i€l i€l i€l
In der Kategorie R-Mod verstehen wir unter [[;.; A; immer den oben konstruierten
Modul A und unter [[;c; A; immer den Untermodul B C A. Sind alle A; = M, schreibt
man fiir [];c; A; auch M! und fiir [[;c; A; auch M.
Ein kommutatives Quadrat
f

p-1 n
o
A—C

«

in einer Kategorie C heifit Faserprodukt (pullback) von « und (3, wenn es zu jedem
kommutativen Quadrat
f/

X B
E
C

A

o

genau ein 0: X — D gibt mit f§ = f/ und gé = ¢’. Wieder ist D bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt: Ist auch

A

ein Faserprodukt von o und 3, so existiert §: D — D mit g6 = ¢’ und fé = f’ und
0': D — D' mit g6’ = gund f'¢' = f. Es folgt 00’ = f und gdd’ = g, also wegen der
Eindeutigkeit §6' = 1p. Ebenso ist 6’6 = 1pr.



Lemma 2. Ist

ein Faserprodukt in C, so gilt:
(i) Ist o ein Monomorphismus, so auch f.
(ii) Genau dann ist B = ayp fir ein o: B— A, wenn f ein zerfallender Epimorphis-
mus ist.
(iii) Ist « ein Isomorphismus, so auch f.

Bewets.
(i) Sei fu = fu fiir gewisse u,v: X — D. Dann ist in

fu=fv

B
\ 8
C

alles kommutativ, aber auch gv = gu, denn in agv = Sfv = ffu = agu kann man
a kiirzen. Also ist v = w.
(ii) Sei zuerst 8 = ap mit p: B — A. Man hat

B

C

Also existiert ein §: B — D mit g6 = ¢ und fd = 1p. Umgekehrt folgt aus
fo =1p, dass = fo = a(go).

(iii) f ist ein Monomorphismus nach 1 und fo = 1 nach 2, da 8 = a(a~!3). Damit
folgt fof = f, also of = 1p. O



Dual heifit ein kommutatives Quadrat

Fasersumme, wenn es zu jedem kommutativen Quadrat

B
ﬁ/

D
d
A—y

a/

genau einen Morphismus v: C' — Y gibt mit ya = o/ und v3 = 3. Wieder ist C bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt und in jeder Fasersumme gilt:
(i) Ist f ein Epimorphismus, so auch a.
(ii) Genau dann ist g = ¢f fir ein ¢: B — A, wenn « ein zerfallender Monomorphis-
mus ist.
(iii) Ist f ein Isomorphismus, so auch «.

Satz 2. In der Kategorie R-Mod existieren Faserprodukte und Fasersummen.

Beweis. Zu
B

B

A C

(07

definiert man P = {(a,b) € A x B: a(a) = B(b)} mit den Projektionen f: P — B,
g: P— A. Dann ist P ein R-Modul, f und g R-linear sowie 8f = ag. Zu

x-I p
E
C

A

[0}

ist 6: X — P,x —— (¢'(x), f'(x)) sinnvoll, R-linear, sowie f§ = f’ und g = ¢'. Fir
eine zweite Losung 01: X — P mit f6; = f' und gé; = ¢’ folgt mit d;(x) = (a,b), dass
f'(x) =bund ¢'(z) = a, also §; = 4.



Zu

N

definiert man S = A x B/{(g9(z),—f(z)): = € D}, sowie f: B — S,b+—— (0,b) und
a: A — S,a — (a,0). Dann ist S ein R-Modul, die « und g sind R-linear, sowie
ag = Bf und

D S B

o]

A S

«

ist eine Fasersumme. O
Folgerung 1. Fir ein kommutatives Quadrat

D S B

g ‘ ‘ B

A C

«

in R-Mod betrachten wir folgende Eigenschaft:
(%) Zu a(a) = B(b) gebe es stets ein z € D mit g(x) = a und f(z) = 0.

Dann ist das Quadrat genau dann ein Faserprodukt, wenn (x) gilt und ker(f)Nker(g) = 0
ist und genau dann eine Fasersumme, wenn (%) gilt und im(«) 4+ im(3) = C ist.

P :
N
Di

Beweis. Sei P wie in Satz 2, d.h.

C

(67

Genau dann ist das betrachtete Quadrat ein Faserprodukt, wenn § ein Isomorphismus
ist; 0 ist genau dann ein Monomorphismus, wenn fiir alle x € D mit 6(x) = 0, d.h.



f(x) = 0 = g(x), bereits x = 0 folgt, d.h. genau dann, wenn ker(f) N ker(g) = 0 ist.
AuBlerdem ist § genau dann ein Epimorphismus, wenn fiir alle a(a) = [((b) stets ein
x € D existiert mit §(z) = (a,b), d.h. (x) gilt. O

Folgerung 2. Ist A ein Untermodul von C, so ist

pH(A) — B
5

A C

ein Faserprodukt. Ist £ ein Untermodul von D, so ist

D——DJ/E
g |
A—— A/g(E)
eine Fasersumme.
Folgerung 3. Ist
D S B
|
A C

ein Faserprodukt in R-Mod, so ist ker(f) = ker(«), Ist das Quadrat eine Fasersumme,
so ist coker(f) = coker(a)

Beweis. In
ker(f) — D I B
ol g E
ker‘(a) — A C

ist w ein Monomorphismus, aber auch ein Epimorphismus, denn a € ker(a) impliziert
a(a) = £(0), d.h. mit (%) existiert ein z € D mit g(z) = a und f(z) =0. O



Funktoren

Seien C und D Kategorien. Ein Funktor F: C — D ordnet jedem Objekt A von C
ein Objekt F(A) in D zu und jedem a € Mor(A, B) ein F(a) € Mor(F(A), F(B)), so
dass gilt F'(14) = 1p(a) und F(Ba) = F(B)F(a) firr alle A € Ob(C) und a: A — B
und : B — C. Speziell wird jeder zerfallende Monomorphismus (zerfallende Epimor-
phismus, Isomorphismus) « in C zu einem zerfallenden Monomorphismus (zerfallenden
Epimorphismus, Isomorphismus) F(«) in D.

Beispiele.

(i)
(i)

(iii)

Jedes Objekt X in C liefert einen Funktor F' = Mor(X,—): C — Men durch
F(A) =Mor(X,A) und F(«): Mor(X, A) — Mor(X, B),f — af.

Sei G eine Gruppe und G’ die von allen Elementen zyz~'y~! erzeugte Untergruppe.

Sie ist sogar ein Normalteiler von G, und zwar der kleinste Normalteiler N, so

dass G/N abelsch ist. G/G’ heiit auch die Abelianisierung von G. Ist A eine

abelsche Gruppe, so gibt es zu jedem Homomorphismus ¢: G — A genau einen

Homomorphismus ¢: G/G' — A mit ¢v = ¢, d.h.

BN Is

Damit erhdlt man den Funktor F': Grp — Ab durch F(G) = G/G’ und

G——q/a
o ‘ F(a)
H—— H/H

Sei R ein Ring und I eine Menge. Der R-Linksmodul R) hat die ej = (0ij)ier,
j € I, als Basis und heifit der freie R-Linksmodul tiber der Menge I. Ist A
ein R-Linksmodul, so gibt es zu jeder Abbildung ¢: I — A genau einen R-
Homomorphismus @: RY) — A mit @(e;) = ¢(4) fiir alle j € T, d.h.

RD -4

i

L

I

10



(iv)

Damit erhélt man einen Funktor F': Men — R-Mod durch F(I) = RY) und

I—— RD
o | F(e)
K —— RK)

In R-Mod wird die Menge Mor(X, A) zu einer abelschen Gruppe durch die Ope-
ration (f + ¢)(z) = f(x) + g(z) und dafir schreibt man Hompg(X, A). Die von
a: A — B induzierte Abbildung Hompg(X, A) — Hompg (X, B), f —— af ist
dann ein Gruppenhomomorphismus und damit erhdlt man einen Funktor F =
Homp(X,—): R-Mod — Ab durch F(A) = Hompg(X, A) und F(a)(f) = af.
Sei My ein R-Rechtsmodul und pA ein R-Linksmodul. Im freien Z-Modul Z(M*4)
sei H der von allen Elementen €, ;7 o) = €(z,a) — €(2/,a) W €(z ata') — €(z,a) — E(,a’)
und €(ypq) — €(zra) €rzeugte Z-Untermodul. Dann heiit M ®r A = ZMxA) | |/
das Tensorprodukt von M und A. Statt e, ) = e(;q) + H schreibt man z ® a,
und damit gilt (z +2')@a=2®a+2'®a, 2R (a+d) =2 a+2®d und
(zr)®a = z® (ra). Insbesondere gilt 0®a = 0 = z®0. Jedes Element von M ®r A
ist von der Form >, z; ® a;.

Ist G eine abelsche Gruppe, so heiit ¢: M x A — G tensoriell, wenn p(z+2',a) =
o(x,a)+p(a',a), p(x,a+ad") = p(x,a)+p(z,a’) und p(zr,a) = p(z,ra) gilt. Zum
Beispiel ist die Abbildung 7: M x A — M ®p A tensoriell. Zu jeder tensoriel-
len Abbildung ¢: M x A — G gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
p: M®@rA— G mit T = ¢, d.h.

o~

M®RA—7¢~ G

A

Mx A

T

denn der Gruppenhomomorphismus ZM*4) — @, €(z,a) = ¥(7,a) annulliert

die Untergruppe H, induziert also ¢: M ®p A — G mit ¢(z ® a) = ¢(x,a).
Leistet ein Gruppenhomomorphismus g: M ® g A — G dasselbe, folgt

g(zfvz ®ai> = Zg(ﬂ?z ®a;) = Z@(ﬂ%ai) = Z@(ﬂﬁz ® a;) = @(Zl’z ®ai)7
also g = @.

Sind p: Mr — Ngr und a: RA — rB linear, so gibt es genau einen Gruppenho-
momorphismus p® a: M g A — N @p B mit £ ® a — pu(z) ® a(a), denn die

11



Abbildung 7n g(p X o) ist tensoriell, induziert also @ =: u ® a.

MXA*M@RA

pxa P
|

NxB——NQ®rB

Damit erhédlt man fiir jedes Mg einen Funktor F' = M ® p —: R-Mod — Ab mit
F(A)=M®r Aund F(a) =1y ® a.

Ein kontravarianter Funktor F': C — D zwischen Kategorien C und D dreht die
Pfeile um, d.h. er ordnet jedem A € Ob(C) ein F'(A) € Ob(D) und jedem o € Mor(A, B)
ein F'(a) € Mor(F(B), F'(A)) zu mit F(14) = 1p4) und F(Ba) = F(a)F (). Die bisher
betrachteten Funktoren heiflen dann kovariant.

Beispiele.
(vi) Fir jeden R-Linksmodul rY ist F' := Hompg(—,Y) ein kontravarianter Funktor
R-Mod — Ab, denn fir a: A— B und : B— C ist F(fa) = F(a)F(B):

Hompg(C,Y) —— Homp(B,Y) —— Hompg(4,Y)

fo— 5 fpba

(vii) Sei A ein kommutativer Ring und Spec(A) die Menge seiner Primideale. Fiir je-

des Ideal a C A sei D(a) = {p € Spec(A): a ¢ p}, und dann heifit T4 :=
{D(a): a C A ein Ideal} die Zariskitopologie auf Spec(A). Ist a: A — B ein Ring-
homomorphismus, so ist die Abbildung a*: Spec(B) — Spec(4),q — a~1(q)
sinnvoll, d.h. a~1(q) ein Primideal in A, und beziiglich T5 und T4 stetig. Damit
wird auf der Kategorie C aller kommutativen Ringe F': C — Top ein kontravari-
anter Funktor mit F'(A) = (Spec(A),T4) und F(a) = ™.
Nicht jeder topologische Raum ist von der Form F'(A), denn stets ist T4 quasi-
kompakt: Ist Spec(R) = U;er D(a;), so folgt > ,c;a; = R, denn jedes echte Ideal
a C R liegt in einem Primideal, also a;, +---+a;, = R fiir geeignete i1, ...,4, und
damit Spec(R) = D(a;,)U---U D(a;,).

Sind R und T" Ringe und 7 Mg ein T-R-Bimodul, so wird die abelsche Gruppe M ®r A
zu einem T-Linksmodul durch t.u = (f ® 14)(u) wobei t: Mp — Mg, — tz. Fiir
jeden R-Homomorphismus o: A — A’ ist dann 1), @ a: M @ A — M @ A’ sogar
T-linear. Also ist jetzt M ® g — ein Funktor R-Mod — T-Mod.

Dual wird mit einem T-R-Bimodul 7Mpg und einem T-Linksmodul 7Y die abelsche
Gruppe Homp(M,Y') zu einem R-Linksmodul durch (r.f)(x) = f(zr), und fir jeden 7-
Homomorphismus 7: Y — Y” ist dann 7,: Homp(M,Y) — Homp(M,Y"), f —— ~f
sogar R-linear. Also ist jetzt Homp (M, —) ein Funktor 7-Mod — R-Mod.

12



Satz 1. Sind tMpg, rA und 7Y, so gibt es einen Gruppenisomorphismus

w: Homp(M ®@r A,Y) = Hompg(A, Homp(M,Y)).
Beweis. Ist f: M ®gp A — Y T-linear, wird fiir jedes a € A auch die Abbildung
fao: M — Y, 2+ f(z ® a) T-linear, denn f,(tz) = f((tz) ® a) = f(t(x @ a)) = tfa(x)

und damit f: A — Homq(M,Y),a+— f, ein R-Homomorphismus. Also ist w(f) = f
sinnvoll und natiirlich additiv.

Ist a: A — Homp(M,Y) R-linear, wird M x A — Y, (x,a) — «(a)(x) tensoriell,
induziert also einen Gruppenhomomorphismus a: M ®g A — Y, der sogar T-linear ist.
Wegen f = f und & = « ist w bijektiv. O

Bemerkung. In der Situation Mg, rAg, Ys wird M ®r A zu einem S-Rechtsmodul
durch u.s = (1 ® §)(u) wie oben und Homg(A,Y) zu einem R-Rechtsmodul durch
(9.r)(a) = g(ra). Dann erhélt man entsprechend einen Gruppenisomorphsimus

w: Homg(M ®@gr A,Y) == Hompg(M,Homg(A,Y)).

Seien C und D beliebige Kategorien, F': C — D, G: D — C Funktoren. F' heif3t
linksadjungiert zu G (oder G rechtsadjungiert zu F, oder (F,G) ein adjungiertes Paar),
wenn es zu jedem A € Ob(C) und jedem Y € Ob(D) eine ,kanonische* Bijektion

w: Morp(F(A),Y) =% Morc(A,G(Y))
gibt, d.h. fiir alle 8: A’ — A und g: Y — Y” ist das Diagramm

Morp(F(A),Y) —=— Morc(A,G(Y))

Morp(F(A),Y") ==~ More(A', G(Y"))

kommutativ, d.h. fir jedes f: F(A) — Y ist G(g9)w(f)B = w(gfF(B)).
Beispiel 1. Das Tensorprodukt ist linksadjungiert zum Hom-Funktor.

Beweis. Sei 7Mpg ein T-R-Bimodul und F = M ®pr —: R-Mod — T-Mod und G =
Homp (M, —): T-Mod — R-Mod. Der in Satz 1 konstruierte Gruppenisomorphismus

w: Homp(M ®p A,Y) = Hompg(A, Homp(M,Y))

ist ,kanonisch“, d.h. es ist kommutativ

HOmT(M QR A, Y) % HOmT(A, HOmT(M, Y))

Homp(M ®g A',Y') ==~ Homr(A', Homy (M, Y"))

13



denn ist f € Homp(M ®p A,Y), so hat man

w(gf(1® B))(a)(z) = gf(z @ Bd') = G(g)w(f)B(a’)(x). O
Beispiel 2. Der freie Funktor ist linksadjungiert zum Vergissfunktor.

Beweis. Sei F: Men — R-Mod, I — RY) wie in Beispiel 3. Der sogenannte Vergiss-
funktor V: R-Mod — Men ordnet jedem R-Modul seine zugrundeliegende Menge zu.
Ist I eine Menge und Y ein R-Linksmodul, so gibt es nach Beispiel 3 zu jeder Abbildung
p: I — V(Y) genau einen R-Homomorphismus ¢: F(I) — Y mit @(e;) = ¢(j) fur
alle j € I. Das liefert ein kanonische Bijektion

w: Homp(F(I),Y) "% Abb(1,V(Y)). O
Beispiel 3. Die Abelianisierung ist linksadjungiert zur Einbettung.

Beweis. Sei F': Grp — Ab der Abelianisierungsfunktor, d.h. F(4) = A/A" und
E: Ab — Grp die Einbettung. Ist A eine beliebige Gruppe und Y abelsch, so gibt es
nach Beispiel 2 zu jedem Homomorphismus ¢: A — E(Y') genau einen Homomorphis-
mus $: F(A) — Y mit gv = ¢, v: A — A/A’. Das liefert eine kanonische Bijektion

w: Morap(F(A),Y) == Morgrp(4, E(Y)). O

Satz 2. Ist f: C — D linksadjungiert zu G: D — C, so erhdlt F' Epimorphismen,

Koprodukte und Fasersummen und G erhdlt Monomorphismen, Produkte und Faserpro-
dukte.

Beweis. Ist zum Beispiel

f
D——8B
g B
A—7—7-C
eine Fasersumme, so folgt, dass
F
r(0) " r(B)
F(g) F(B)
F(A F(C
(4) <= F(C)
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eine Fasersumme ist, denn sei uF(f) = vF(g) in D, also uf = vg in C. Dann gibt es
nach Voraussetzung ein v: C — G(Y) mit 78 = w und ya = ©. Mit 7: F(C) — Y
gilt dann YF () = u und yF(a) = v.

Also erhalt F' Fasersummen. ]

Bemerkung. Genau dann ist f: B — C ein Epimorphismus, wenn

o

C

¥}

B
ﬂ
C

C

le

eine Fasersumme ist.

Seien Fi, Fo: C — D zwei Funktoren. Eine natirliche Transformation n: Fy — Fp
ordnet jedem A € Ob(C) einen Morphismus 7n4: F1(A) — F3(A) in D zu, so dass fur
alle A € Ob(C) das Diagramm

Fi(A) F>(A)
Fi(a) Fa(a)
Fi(B) ——— F2(B)

kommutiert. Sind alle 74 Isomorphismen, so heifit 1 eine natiirliche Aquivalenz.

Beispiel 1. Sei I C R ein zweiseitiges Ideal und A ein R-Linksmodul. Dann ist 1A =
{>;riai: ri € I,a; € A} ein Untermodul von rA, also Fi(A) := A/IA ein Funktor
R-Mod — R-Mod. Weil R/I ein R-R-Bimodul ist, ist auch F3(A4) := (R/I) ®r
A ein Funktor R-Mod — R-Mod. Es gilt F} = Fy, denn der R-Homomorphismus
A— (R/I) ®r A,a— 1 ® a annulliert I A, induziert also einen R-Homomorphismus
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na: AJIA— (R/I)®gr A und klar ist 7 eine natiirliche Transformation Fy — F». Die
Abbildung (R/I) x A — A/IA, (F,a) — Ta ist wohldefiniert und tensoriell, induziert
also einen Gruppenhomomorphismus 04: R/I @ p A — A/I A, der sogar R-linear ist
und die Umkehrabbildung von 74 ist.

Dual liefert jedes zweiseitige Ideal I C R auf der Kategorie R-Mod die Funktoren
Gi(Y)=Amy(I) ={y € Y:ry =0Vr € I} und G2(Y) = Homp(R/I,Y) und man
zeigt G1 = Ga.

Beispiel 2. Ist F': C — D linksadjungiert zu G: D — C, so definiert man €4 durch
Morp(F(A), F(A)) —— Morc(A, GF(A))
Lpa) —_— €A

beziehungsweise dy durch

w

Morp(FG(Y),Y) Mor¢(G(Y),G(Y))

dy —_— Lewy
und dann sind e€: Ip — GF bzw. §: FG — Ip natiirliche Transformationen, denn

etwa folgt aus a: A — B und F(a)lpa) = 1pp)F (o) mit dem kanonischen w, dass
GF(a)es = epa, d.h.

A—2 GF(A)
«a GF(a)
B——— GF(B)

kommutiert.

Die natiirliche Transformation ¢ heifit die Eins des adjungierten Paares (F,G) und o
die Koeins. Beide liefern eine Berechnung von w: Morp(F(A),Y) — More(A,G(Y))
und w™t, nimlich ist f = w(f) = G(f)ea fiir f: F(A) — Y und @ = w™ () = dy F(«)
fir a: A— G(Y).

Lemma (Yoneda). Ist F: C — Men und X € Ob(C), so entsprechen die natirlichen
Transformationen Mor¢(X, —) — F genau den Elementen von F(X).

Beweis. Die Zuordnung sei n+—— nx(1x). Sie ist injektiv, denn fiir alle f: X — A ist

More(X, X) —=— F(X)
f. F(f)
Morg(X, A) —— F(A)
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kommutativ, d.h. na(f) = F(f)(nx(1x)). Gilt fiir eine natiirliche Transformation € auch
nx(1x) = 0x(1x), folgt na(f) = F(f)(nx(1x)) = 0a(f), na =04, n = 6.

Sie ist surjektiv, denn fir u € F(X) ist na: Morg(X,A) — F(A), f — F(f)(u)
eine Abbildung, die natiirlich in A ist, d.h.

A

Mor¢(X, A) F(A)
Qe F(a)
Mor¢(X, B) . F(B)
ist kommutativ: (F(a) ona)(f) = F(a)F(f)(u) = ne(af) = (np o a.)(f). [

Folgerung 1. Die natiirlichen Transformationen Mor¢ (X, —) — More (Y, —) entspre-
chen genau den Morphismen Y — X gehort h zu 7, so gilt n4(f) = fh. Genau dann
ist 1 eine natiirliche Aquivalenz, wenn h ein Isomorphismus ist.

Beweis. nx: More(X, X) — More(Y, X),1x — h liefert nach eben n4(f) = f«(h) =
fh. Genau dann ist 7 eine natiirliche Aquivalenz, wenn es eine natiirliche Transformation
0: More(Y, —) — More(X, —) gibt mit O4m4 = 14, nafa = 14 fur alle A € Ob(C), d.h.
es gibt einen Morphismus g: X — Y mit gh = 1y, hg = 1x. 0

Folgerung 2 (Eindeutigkeit des Adjungierten). Sind F; und F, beide linksadjungiert
zu G, so folgt F7 = Fy; sind G1 und G9 beide rechtsadjungiert zu F', so folgt G1 = Go.

Beweis. Etwa fiir F; und Fy: Die natiirliche Aquivalenz
Mor(F>(A), —) = Mor(A, G(—)) = Mor(Fi(A), —)

wird nach Folgerung 1 von einem Isomorphismus h4: Fj(A) == F5(A) induziert. Weil

die sogenannte Eins [ —2_ GF, aus Beispiel 2 natiirlich ist, ist in

€2,A

A GF>(A) Fi1(4) Fy(A)
a ‘ GFs (o) ‘ ‘
B— GF,(B) Fi(B) - F»(B)
s B
das linke Quadrat kommutativ, also auch das rechte. ]
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I1l. Exaktheit

Ein Funktor F': R-Mod — T-Mod heif3t additiv, wenn alle von F' induzierten Ab-
bildungen Homp(A, B) — Homy(F(A), F(B)) Gruppenhomomorphismen sind, d.h.
F(ai 4+ ag) = F(a1) + F(ag) fiir alle o, a2 € Hompg(A, B).

Lemma 1. Fin Funktor F': R-Mod — T-Mod ist genau dann additiv, wenn F endli-
che Produkte erhdlt.

Beweis. Fiir alle Ay,..., A, € R-Mod ist zu zeigen, dass die kanonische Abbildung

®

F(AIXXAn)iF(Al)XXF(An)a

induziert von den F'(m;), ein Isomorphismus ist. Mit den entsprechenden Abbildungen
F(g;): F(A;)) — F(A; x --- x A;,) hat man den induzierten Morphismus

F(AL) X - x F(Ay) — F(A5 % -+ x Ay),

und dann gilt ¢y =1 und Y = 1.

Fiir jeden R-Modul A € R-Mod sei Ay: A— Ax A,a+—— (a,a) die Diagonale und
Va: Ax A— A, (a1,a2) — a1 + ag die Kodiagonale, und fiir a1, s € Homp(A, B) ist
dann

A apXa \Y%
a1+a2=(A 1 Ax A2 pup T B),
und
F(A Fai1xXa F(V,
Fa) 28 pg gy ) pop gy S8 pep
\ 2 2 /
AF(4) VF(B)
F(A)x F(A) —— F(B) x F(B
(4) X F(A) - F(B) x F(B)
kommutativ, woraus die Additivitdt von F' folgt. O

Folgerung. Ist F': R-Mod — T-Mod linksadjungiert zu G, so sind F' und G beide
additiv sowie die Adjunktion w: Homp(F(A),Y) == Hompr(A,G(Y)) ein Gruppeniso-
morphismus.

Beweis. Nach I1.2 vertauschen I und G beide mit endlichen Produkten und nach Bei-
spiel 2 ist w(f) = G(f)ea, also w additiv. O
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Ein Komplez 2 in R-Mod ist eine Folge

QAn+t+1 Qn

An—H An

An—l

von R-Linksmoduln A, und R-Homomorphismen mit a,on,4+1 = 0 fiir alle n € Z.
Der R-Modul H,, () = ker(a,)/im(ap+1) heiBBt der n-te Homologiemodul von . Dessen
Berechnung ist der Hauptgegenstand der homologischen Algebra. Sind alle H, () = 0,
d.h. im(a41) = ker(ay,), so heifit A ezakt.

Ein Funktor F': R-Mod — T-Mod heif3t rechtsexakt, wenn fiir jede exakte Folge

o B
A B C 0

(d.h. im(a) = ker() und f surjektiv) in R-Mod auch

F(e) F(B)

F(A) F(B)

F(C)——0

in T-Mod exakt ist. In diesem Fall ist F' additiv, denn

A2 p Lt p— 0

ist exakt, also auch

F(0) 1

F(A) F(B)

F(B)—0
d.h. F(04) = Oiggg, insbesondere F'(0) = 0. Es bleibt nach Lemma 1 zu zeigen, dass
p: F(A1 x Ay) — F(A;1) x F(Az) ein Isomorphismus ist. Mit dem dort definierten
: F(Ar) x F(Ag) — F(A; x Ag) gilt, dass ¢ip = 1. ¢ ist auch injektiv, denn nach
Voraussetzung ist auch

F(e1) F(m2)

F(Al) F(A1 XAQ)

F(A2) —0

exakt, so dass aus ¢(u) = 0, u € F(A; x Ag), insbesondere F(m2)(u) = 0, also wegen
der Exaktheit u = F(e1)(v) fir ein v € F(A;) folgt. Dann ist

p(u) = (F(m)F(e1)(v), F(ma) F(e1)(v) = (v,0),

also v =0 und u = 0.

Dual heifit ein Funktor G: T-Mod — R-Mod linksezakt, wenn fiir jede exakte Folge
00— X — Y — Zin T-Mod auch 0 — G(X) — G(Y) — G(Z) in R-Mod
exakt ist. Auch hier ist dann G automatisch additiv.
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Lemma 2. Ist F': R-Mod — T-Mod linksadjungiert zu G: T-Mod — R-Mod, so
ist F' rechtsexakt und G linksexakt.

Beweis. Eine Folge

ist genau dann exakt, wenn
(0%

A B
:
0——C

eine Fasersumme ist. Nun erhalt F' Fasersummen, d.h.

F(4) " F(B)
F(B)
0 F(C)
ist auch eine Fasersumme. O

Beispiel. Mit einem Bimodul Mg ist der Funktor M ®r —: R-Mod — T-Mod
linksadjungiert zu Homp (M, —), sodass nach Lemma 2 folgt: Ist A — B — C — 0
exakt in R-Mod, so ist auch

MRrA— M®rB—M@rC ——0

exakt in T-Mod. Ist 0 — X — Y — Z exakt in T-Mod, so ist auch

0 — Homyp (M, X) —— Homp(M,Y) —— Homp (M, Z)

exakt in R-Mod.

Bemerkung. Sind F': C — D und G: D — C beide kontravariant, so heifit F' links-
adjungiert zu G, wenn kanonisch

Morp (Y, F(A)) == Mor¢(A,G(Y))

ist. In diesem Fall ist auch G linksadjungiert zu F, und beide Funktoren verwandeln
Epimorphismen (Koprodukte, Fasersummen) in Monomorphismen (Produkte, Faserpro-
dukte). Im Falle C = R-Mod und D = S-Mod sind beide Funktoren additiv und
linksexakt, d.h. ist

A B C 0
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exakt in R-Mod folgt

00— F(C) F(B) F(A)

exakt in S-Mod, ebenso mit G.
Beispiel. Ist g Ng ein Bimodul, so ist Hompg(—, N) linksadjungiert zu Homg(—, V).

Satz 1 (Watts). Fir einen kovarianten Funktor F': R-Mod — T-Mod sind dquivalent:
(i) F ist linksadjungiert zu einem kovarianten Funktor G: T-Mod — R-Mod.
(ii) F erhalt Koprodukte und ist rechtsexakt.
(ili) F = M ®p — fir einen Bimodul 7 Mg.

Beweis. Die Implikationen (i7i) = (i) und (i) = (éi) sind klar. Fiir die Implikation
(i) = (i) machen wir zuerst M = F(R) zu einem T-R-Bimodul und geben eine
natiirliche Transformation n: M ® p — — F an. Zux € M und r € R sei x.r = F(7)(z)
mit der Rechtsmultiplikation 7: R — R, und dann ist (tz).r = F(7)(tx) = tF(7)(z) =
t(x.r), z.1 = x, (/_;1:.1“1/).7“2 = F(r3)(z.r1) = F(r2)(F(r1)(z)) = F(rire)(x) = z.(r1ra),
x.(r1 +r2) = F(ri +r2)(x) = F(r1 +7m2)(z) = F(r1)(x) + F(r2)(x) = x.r1 + x.r2 und
(x1 + x2)r = F(F)(z1 + x2) = F(7)(x1) + F(F)(x2) = z1.r + x9.r. Also ist p Mg ein
Bimodul. Fiir jedes A € R-Mod und a € A hat man hy,: R — A,r — ra und
F(hy): M — F(A), sodass p4: M x A— F(A),(z,a) — F(hg)(z) eine tensorielle
Abbildung ist, also einen Gruppenhomomorphismus p4: M ®r A — F(A) induziert,
den wir n4 nennen. Er ist sogar T-linear und natiirlich in A, denn mit o: A — B ist

die Kommutativitat von
n

M@RA

1®a

zu zeigen: Es ist
(F(e)na)(z ®a) = F(@)F(hd)(x) = F(aha)(x) = F(ha()(x) =5z @ ala)) =
= (np(1®a))(z®a),

d.h. F(a)na =np(1l ® a). )

Nun ist 7 eine natiirliche Aquivalenz, denn ng: M ® g R — M, x ® r — x.r ist nach
(2, B1) ein Isomorphismus. Falls A = R ist
M &g A na

: :

(M ®@g R)T) —~— pp(D

F(A)
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kommutativ, also 4 ebenfalls ein Isomorphismus. Ist A beliebig, folgt mit

a B

Ay Ao A 0

exakt, Ay und As frei, dass im kommutativen Diagramm

M@RAl M@RAU M@RA 0
m 2 n2 2 nA
F(A)) ———— F(Ag) ———— F(4) ——— 0

beide Zeilen exakt sind. Damit ist auch 14 ein Isomorphismus.

O]

Satz (Watts). Fir einen kovarianten Funktor G: T-Mod — R-Mod sind dquivalent:

(i) G ist rechtsadjungiert zu einem kovarianten Funktor F: R-Mod — T-Mod.

(ii) G erhdlt Produkte und ist linksexakt.
(iii) G = Homy (M, —) fir einen Bimodul v MEp.

Satz (Watts). Fir einen kontravarianten Funktor F': R-Mod — S-Mod sind dquiva-

lent:

(i) F ist linksadjungiert zu einem kontravarianten Funktor G: S-Mod — R-Mod.

(ii) F verwandelt Koprodukte in Produkte und ist linksexakt.
(iii) F = Hompg(—, N) fiir einen Bimodul rpNg.

Sei C eine beliebige Kategorie. Ein Objekt P € Ob(C) heifit projektiv, wenn fir je-
den Epimorphismus : B —» C die induzierte Abbildung Mor¢(P, B) — Mor¢ (P, C)

surjektiv ist, d.h.

zu jedem f: P — C gibt es ein g: P — B mit g = f.

Beispiele.

(i) In C = Men ist jedes Objekt projektiv, denn zu jedem 3: B —» C gibt es stets

ein o: C — B mit fo = 1¢. Dann leistet g = of das Gewlinschte.
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(ii) Ist F': C — D linksadjungiert zu G: D — C und erhélt G Epimorphismen, so
erhélt F' projektive Objekte, denn sei P € Ob(C) projektiv und

F(P)

;

X ; Y

Dann folgt

P
g .7 |
//// f
GX) o GY)

mit f = G(h)g, also f = hw™(g).
WEeil der freie Funktor Men — R-Mod linksadjungiert zum Vergissfunktor ist,
folgt, dass jeder freie R-Modul projektiv ist.

(iii) Ist P € Ob(C) projektiv und 7: P —» P’ ein Epimorphismus, so ist P’ projektiv,
genau dann wenn 7 zerfallt.

(iv) Ist (P;)scr eine Familie von projektiven Objekten in C, so ist auch [];c; P; projektiv.

Satz 2. Fir einen R-Modul M sind dquivalent:
(i) M ist projektiv.
(ii) M st bis auf Isomorphie direkter Summand eines freien R-Moduls.
(iii) Jeder Epimorphismus : B —» M zerfdllt.
(iv) Der Funktor Hompg(M,—): R-Mod — Ab ist exakt.
(v) Es gibt eine Familie von Elementen x; € M und R-Homomorphismen @;: M —
R, sodass fiir jedes x € M gilt

o vi(x) =0 fir fast alle i € 1.
o T = icrpilw)w.
Beweis. Fiir die Implikation (i) = (iii) betrachte man

Fiir die Implikation (iii) = (i) zerfallt 5: R™) — M nach Voraussetzung, d.h.
es gibt ein o: M — RM) mit Bo = 13;. Aus RM) = im(0) @ ker(3) und im(o) = M
folgt (i1).
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Fiir die Implikation (ii) == (i) sei M = M’ C® RU). Nach Beispiel 2 ist R()
projektiv, also nach Beispiel 3 auch M.
Fir die Implikation (i) = (iv) sei

a B
B——C

A

exakt in R-Mod. Dann ist auch

Qs

Hom(M, A) Hom (M, B) o Hom (M, C)

exakt, denn ist f € Hom(M, B) und 5,(f) = 0,d.h. Bf = 0, d.h. im(f) C ker(8) = im(«),
so existiert ein g, sodass

M
g//// f/
A - im(«)

kommutiert. Dann ist f = ag = a.(g).
Fir (iv) = (i) folgt aus der Exakheit von

B
B—C—0
die Exaktheit von
Hom(M, B) o Hom(M,C) —— 0
d.h. M ist projektiv.
Fiir (iii) = (v) sei M = Y.;c; Rai. Bs zerfillt B: RY) —» M, e; — 2; und mit

Bo = 1y und 7;: RU) — R leisten die p; = mio das Gewiinschte: Ist x € M, so ist
o(zr) € RY), also fast alle ¢;(z) = 0 und mit o(z) = > ;¢ rie; folgt

x = Po(z) = Zriﬁ(ei) = Zma(x)xi = Z vi(z)z;.

iel iel icl
Fiir (v) = (iii) betrachte
M
g
— M
B B
Mit z; = B(b;) ist g(z) := > ;cr @i(z)b; € B und g R-linear und Bg = 1. O
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Ein R-Modul M heifit flach, wenn fiir jeden Monomorphismus a: A — B in R-Mod
auch M ®r A — M ®pr B ein Monomorphismus ist. Dann ist sogar der Funktor M ® —
exakt, d.h. aus

B
A——B—C
exakt in R-Mod folgt
1®
Mord—2" MepB -2 MapC
exakt in Ab.
Beweis. Nach (3,L2) folgt aus der Exaktheit von
B,
A——B im(f3) 0
die Exaktheit von
1® 1®6’ .
M®prA—— M®gB M ®pim(8) — 0
Auflerdem ist
M®RA7M®R37M®RC
M ®@p im(f)
0
kommutativ, also folgt die Exaktheit von M @ g A — M ®r B — M ®pg C. [

Nicht jeder R-Modul M ist flach: iiber R = Z ist Z C QQ ein Monomorphismus, aber
Z/(n)=7Z/(n)®zZ — Z/(n) @z Q = 0 fiir n > 2 nicht.

Folgerung. Jeder projektive R-Modul ist flach.

Beweis. Rp ist flach nach (2,B1), also auch jeder freie R-Modul, also auch jeder direkte
Summand, denn zerfillt M «— RY und ist a: A — B ein Monomorphismus, so
kommutiert

MopA—2"_ MepB

RO @pr A RY @i B

1®a

und auch 1 ®@ a: M ®gp A — M ®p B ist ein Monomorphismus. ]
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In einer beliebigen Kategorie C heifit ein Objekt @ injektiv, wenn fiir jeden Monomor-
phismus a: A — B die induzierte Abbildung a*: Mor(B, Q) — Mor(A, Q) surjektiv
ist, d.h.

B
7/
,
7/
7/
//g
,

A
/
Q

Beispiele.
(i) In C = Men ist jedes Objekt bis auf () injektiv. Sei @ # () und betrachte

[0}

Fiir A = () ist die Behauptung klar und fiir A # () gibt es ein p: B — A mit
pa = 14 und dann leistet g = fp das Gewiinschte.

(ii) Ist G: D — C rechtsadjungiert zu F': C — D und erhélt F' Monomorphismen,
so erhilt G injektive Objekte. Ist speziell 7 Mg ein Bimodul und Mp flach, 7@
injektiv, so ist auch Homp(M, @) als R-Linksmodul injektiv, denn Homp (M, —)
ist rechtsadjungiert zu F' = M ®g — und F erhélt Monomorphismen.

(iii) Ist @ € Ob(C) injektiv und e: Q' — @ ein Monomorphismus, so ist Q' genau
dann injektiv, wenn e zerféllt.

(iv) Ist (Qi)icr eine Familie von injektiven Objekten in C, so ist auch [];c; Q; injektiv.

Satz 3. Fir eine R-Modul M sind dquivalent:
(i) M ist injektiv.
(ii) Jeder Monomorphismus M — B zerfdllt.

(iii) Der kontravariante Funktor Hompg(—, M) ist exakt.

(iv) Fir jedes Linksideal I C R und jeden Homomorphismus f: I — M existiert ein

g: R— M mait

1 R
A
9

M
Bewess.
(1) = (it7) Ist eine Sequenz

B
A— —C
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exakt, so ist auch

*

Hom(C, M) Hom (B, M) —— Hom(A, M)

exakt, denn fir f € Hom(B, M) mit a*(f) =0, d.h. fa =0, im(a) C ker(f), ist

B —— B/im(a) -~

I e

I P

i f! .
\ ‘f g

.

M

C

kommutativ fiir ein geeignetes g: C — M und f = gf = 5*(g).

(791) = (4i) Die Sequenz

(07

0—M B

ist exakt, also auch die Sequenz
Hom (B, M) —— Hom(M, M) —— 0,

d.h. es existiert ein p: B— M mit 1, = a*(p) = pa.

(ii) = (i) Zu

A——B

oo
L pf
M
bilde man die Fasersumme

A—2-pB
f ¥
M----- C

Dann ist auch o’ ein Monomorphismus, also existiert ein p: C' — M mit pa/ = 1)y,
also pf'a = f.

(iv) = (i) Sei gleich A C B und f: A—— M. Dann ist die Menge

{(U,9): ACU C Bund g € Hom(U, M), g|g = f}
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induktiv geordnet durch (Ui, ¢1) < (U2, g2), wenn Uy C Us und ¢2|y, = g1, hat

also nach Zorn ein maximales Element (Uy, go). Dann ist Uy = B, denn zu b € B
sei I ={re€ R:rbe Uy} und I — M, r— go(rb). Nach Voraussetzung hat man

1

R

’

’
’

/// hye
M

d.h. es gibt ein z € M mit go(rb) = rzx fir alle r € I, sodass die Abbildung
Uy + Rb — M, u+ sb— go(u) + sx wohldefiniert ist, denn ist u + sb = U’ + s'b,
so gilt (s —s" )b = —u € Up, also s — ¢’ € I und damit go(u' —u) = go((s—s")b) =
(s — &)z, also go(u') + s’z = go(u) + sz. Sie ist R-linear und eine Fortsetzung von
go, also gilt Uy = Uy + Rb, d.h. b € Uy. O

Folgerung 1. Ist R ein Integritdtsring und rM teilbar und torsionsfrei, so ist rpM
injektiv. Speziell ist der Quotientenkoérper K von R als R-Modul injektiv.

Beweis. Ein R-Modul N heift teilbar (torsionsfrei), wenn fir jedes r # 0 die Multipli-
kation 7#: M — M surjektiv (injektiv) ist. Jeder injektive R-Modul M ist teilbar, denn
sind x € M und 0 # r € R, so existiert ein g: R — M mit

R

R

’

’
’

ha .
7 g

M

d.h. z = g(7(1)) = g(r) = rg(1). Sei jetzt M teilbar und torsionsfrei, 0 # I C R ein
Ideal, f: I — M R-linear, 0 # ag € I und f(ap) = agy.

Dann ist §: R — M eine Fortsetzung von f, denn fiir r € I ist agry = f(rap) = ao f(r),
also ry = f(r), da M torsionsfrei ist, also f = 9|;. O

Folgerung 2. Uber einem Hauptidealring R stimmen die injektiven R-Moduln mit den
teilbaren tiberein. Speziell ist fiir den Quotientenkoérper K von R auch der Faktormodul
K /R injektiv.

28



Beweis. Ist M teilbar und 0 # I = (ag) C R ein Ideal, f: I — M R-linear und
f(ag) = apy, so ist g eine Fortsetzung von f, denn §(rag) = ragy = rf(ap) = f(rap). O

Folgerung 3. Jeder R-Modul lasst sich in einen injektiven R-Modul einbetten.

Beweis. Ist zuerst M ein Z-Modul und §: ZUJ) —s» M, so existiert ein Monomor-
phismus M 2= Z0) /ker(8) < QU /ker(8) und QU)/ker(B) ist injektiv nach Folge-
rung 2. Ist M ein R-Modul fiir einen beliebigen Ring R, so gibt es nach eben einen
Z-Monomorphismus i: M < @ mit Z-injektivem (), der einen R-Monomorphismus
M < Homgz(R,Q),z — ih, induziert, bei dem Homgz(R, Q) nach Beispiel 2 als R-
Linksmodul injektiv ist. O
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IV. Homologie

Ein Komplexhomomorphismus f: A — B ist eine Folge f = (..., fu, fn—1,...) von
R-Homomorphismen f, mit fran+1 = Bna1fne1 fir alle n € Z.

An+1 (e 7%

An+1 An Anfl
fn+l fn fnf 1
Br+1 Bn
Bn+1 Bn anl

Ist g: B8 — € ein Komplexhomomorphismus, so auch gf = (..., gnfn,...): A — €,
also ist R-Kom eine Kategorie mit 19 = (...,14,,...) und f: A — B ist genau
dann ein Monomorphismus (Epimorphismus, Isomorphismus), wenn es alle f,, in R-Mod
sind. Fur alle A,8 € R-Kom ist Mor(2(,B) eine abelsche Gruppe mit der Addition
f+9=C0...fan+ gn,...). Zur Definition von H,(f): H,(2A) — H,(B) schreiben wir
Zn(A) = ker(ay,) (die n-Zyklen von A) und By, (A) = im(ay,+1) (die n-Rinder von 2A)
und ist dann x € Z,(2), so ist Bnfn(r) = fn_1an(z) = 0, also f,(x) € Z,(B). Man
erhélt also einen eindeutigen R-Homomorphismus f,: Z, () — Z,(B), sodass

fn

kommutiert. Ist x € By, (), etwa = ap+1(y), soist f1,(x) = Bnt1fnt1(x) € Bp(B), man
erhéilt also einen eindeutigen R-Homomorphismus H,(f): H,(2) — H,(*B), sodass

A, fn B,
Zo@) - 7, (B)
Bn\@l) M) Bn\(%)

kommutiert. Fiir jedes n € Z ist damit H,: R-Kom — R-Mod ein additiver kovari-
anter Funktor, der sogenannte n-te Homologiefunktor. Ist F': R-Mod — T-Mod ein
kovarianter exakter Funktor, so gilt F'H, () = H,F(2) fir alle n € Z.
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Beweis. Mit A =-+- — A4 — A, — -+ ist auch F() = -+ — F(Ap41) —
F(A,) — --- ein Komplex. Zu jedem Untermodul U C A,, fassen wir F'(U) C F(A,)
als Untermodul auf, und dann ist ker F'(a;,) = F'(ker ay,), denn betrachte die exakte

Sequenz
(0793

0 —— kera,, — A, A,

und im F(ap4+1) = F(im ay41), denn betrachte dass kommutative Diagramm

Ant1

Apy1 ——— Ay
m oy g1
Also ist H, F\() = F(ker o)/ F(im vpy1) = FHy, (). O

Sind f,g: A — B Komplexhomomorphismen, so heiflit f homotop zu g, in Zeichen
f =~ g, wenn es eine Folge von R-Homomorphismen s, : A, — Bj,11 gibt mit f, — g, =
/Bn—i—lsn + Sn—10n.

An41 Qn
An+1 An An—l
fn—gn
fr+1—Ggn+1 s 51 frn—1—gn—1
n n—
B, B B, 1
n-+ Bt n B n

Das ist eine Aquivalenzrelation auf Mor(2(,B), denn Reflexivitit und Symmetrie sind
klar und f ~ g mit (s,) und g ~ h mit (¢,) impliziert f ~ h mit (s, + t,).

Aus f ~ g folgt Hy(f) = Hp(g) fir allen € Z, denn ist x € Z,,(A), so ist (fn—gn)(x) =
(Bnt1Sn + Sn—10n)(x) = Buyisn(x) € By(B), also H,(f —g) = 0.

Bemerkungen.
(i) Aus H,(f) = Hp(g) fiir alle n € Z folgt im Allgemeinen nicht f ~ g, denn ist

«

A

B
fi
M

31



in R-Mod gegeben, so definiert man f: A — B durch

und es folgt H,(f) = 0 fir alle n € Z, aber f ~ 0 genau dann, wenn f; sich iiber
« faktorisieren lésst.

(ii) Ein Komplex 2 heifit zusammenziehbar, wenn lg ~ 0.Dann stimmen 1 und 0
als Homomorphismen H, () — H,(2l) tberein, das heifit H,(2) = 0 fir alle
n € Z, d.h. 2 ist exakt. Genau dann ist ein Komplex 20 zusammenziehbar, wenn
im a1 = ker o, C% A, fiir alle n € Z.

(iii) Ein Komplexhomomorphismus f: A — B heiit Homotopieiquivalenz, wenn es
ein g: B — A gibt mit gf ~ 1y und fg ~ 1. Dann folgt H,,(9)Hn(f) = 1a, ()
und Hy,(f)Hn(g9) = 15, (), d.h. Hy(f) ist ein Isomorphismus H, () =~ H,(B).

Lemma.
(i) Wenn f1 ~ fo und fa ~ go in Mor(2(,B), dann fi + fo ~ g1 + g2.
(ii) Aus f ~ g in Mor(2,B) und u ~ v in Mor(B, €) folgt uf ~ vg in Mor(2, €).
(iii) Ist F: R-Mod — T'-Mod additiv und kovariant und f ~ g in Mor(2,B), so folgt
F(f) ~ F(g) in Mor(FSi, F'B).
Beweis.
(1) Hat man fln —Jin = /Bn+13n + Sp—10p und f2n —9on = /Bn—i—lrn + rp—10m fiir alle
n € Z, so gilt (fl + f2)n - (gl + gQ)n = BnJrl(sn + rn) + (3n+1 + Tn+1)ana d.h.
tn = Sn + 1 Ay — By leistet das Gewiinschte.
(ii) Hat man f, — gn = Bnt15n +Sn—10p und u, — vy = Ypg17n +70-18, fiir alle n € Z,
so gilt

(uf)n — (V9)n = un(fr — gn) + (Un — V) gn =
= UnPn+15n + UnSn—10n + Vn+1Tngn + Tn—10ngn =
= Ynt+1Un418n + UnSn—10n + Ynt1TnGn + T'n—19n—10n =
= Yn+1(Un+15n + Tngn) + (UnSn—1 + Tn-1gn—1)0n,

d.h. t, = upy18pn + Tngn: An — Cpy1 leistet das Gewiinschte.
(iii) Aus (sp): f ~ g folgt F(syp): F(f) ~ F(g). O

Satz (von der langen exakten Homologiefolge). Ist eine Folge

0—a— w2 e
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exakt in R-Kom, d.h. fir alle n € Z die Folge 0 — A,, — B, — C,, — 0 exakt
in R-Mod, so gibt es Homomorphismen 6,: Hp(€) — H,_1() fir alle n € Z, derart
dass die Folge

On Hy, Hy n
+1 Hy () (f) H,y(B) (9) H,(€) 5

anl(m) - ...

exakt ist.

Beweis. Zuerst zur Exaktheit an H,,(8). Klar ist H,,(g)H,(f) =0, und aus H,(g)(b) =
0, b € Z,(*B), folgt gn(b) € im(yn+1), d-h. gn(b) = ynt1(c). Wegen gn+1 surjektiv, ist
¢ = gnt1(V), also b— Bpi1(n') € ker(gy), denn gn(b— Br11(V)) = Ynt1(c) = gnBnt1 (V') =
i1 (€) = ms1901 (6) = 0. Wegen ker(gy) = im(f) ist b— Bus1() = fula) € Zu(B),
ac Zn(m)v also b= fn(a') = Hn(f)(a)

Nun zur Konstruktion von d,. Nur fir den Beweis sagen wir, ein Tripel (c,b,a) sei
ausgezeichnet, wenn ¢ € Z,(€), b € B, und a € Z,1(2) und gilt, dass ¢ = ¢,,(b) und
Bu(B) = for(a):

fn 9n

A, B, Cn
R -c
Qn 5'n : Tn
fn—l : In—1
Anf]_ an]_ 7: Cn,1
A ----————————=— =

Nun existiert zu jedem ¢ € Z,(€) ein ausgezeichnetes Tripel (c,b,a), denn schreibe
C = gn(b) Dann ist 5n(b) = fnJrl(a) wegen ker(gnfl) = im(fnJrl)a also fnf2an71(a) =
ﬁn_lfn_l(a) =0,dh.a€ Zn_l(Ql). -

Sind (¢, b,a) und (¢, ¥, a’) ausgezeichnete Tripel und ¢ = ¢ € H,(€), so hat man
@=a € H,_1(). Denn sei ¢ — ¢ = v,11(2), 2 = gn+1(y). Damit ist b — b’ — B,11(y) €
ker(gn) = im(fn), denn gn(b — V') — gnfBn+1(y) = ¢ — ¢ — Ynt19n41(y) = 0. Also ist
b—b" = Bny1(y) = fu(r) und damit f,—1(a — @’ — a(2)) = Ba(b) — Bo(b') — Bufalz) =
Bn(b =) = Bn(b =) 4+ Bufnt1(y) = 0, also ist a — a’ € im(ay,) = B,p(A), d.h. es
gilt @ = a’ € H,_1(A). Also ist die Abbildung 6,(¢) := @ (mit ¢ € Z,(€) und (¢, b, a)
ausgezeichnet) wohldefiniert und ein R-Homomorphismus.

Zur Exaktheit bei H,(€) ist klar, dass 0,H,(g) = 0, d.h. 6,(gn(b)) = 0 fiir alle
b e Z,(*B), denn dann ist (g,(b),b,0) ein ausgezeichnetes Tripel. Umgekehrt folgt aus
0, (¢) = 0 und einem ausgezeichneten Tripel (¢, b,a), dass @ = 0, d.h. a = a,(x). Dann
ist y = b— fulz) € Zu(B) und Hy(g)(3) = ga(d) = .

Zur Exaktheit bei Hy, () ist H,—1(f)dn, = 0, denn H,,_1(f)d,(¢) = Hp—1(f)(a@) =
fn—1(a) = Bn(b) = 0 mit (¢, b,a) ausgezeichnet. Umgekehrt folgt aus H,,—1(f)(a) = 0,
dass fn—1(a) = Bn(b), also ist ¢ = g, (b) € Z,,(€) und (c, b, a) ein ausgezeichnetes Tripel.
Damit folgt 6,,(¢) = a. O
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Zusatz (Natiirlichkeit des verbindenden Homomorphismus 6,,). Ist das Diagramm

5n+l Hn(f) H”ﬂ(g) 677,

o Ho(©) 2 i) T 9) 2 (@) 2 () —
Hoy1 (w) Ho(u) Ho(v) Ho(w) ‘ Hoo1(u)
i H,q (¢ H, (2 H, (%' (€ H, () —
(€) 5 H(¥) 5 Ho(B) o Ho(€) —— Hooa ()

Beweis. Ist (¢,b,a) ein ausgezeichnetes Tripel bzgl. 6, so folgt mit ¢ = wy,(c) € Z,(€),
b = v,(b) € B, und o’ = up_1(a) € Z,1(A'), dass (¢, ', a’) ein ausgezeichnetes Tripel
beziiglich §/, ist, denn ¢/, () = wngn(b) = wp(c) = wyp(d) und B, {) = BLoa(b) =
Un—1Bn(b) = vp_1fu_1(a) = f}_qup—1(a) = f),_;(a’). Damit ist

Hy,—1(a)65(€) = Hp—1(u)(@) = un-1(a) = d’ = &,,(¢) = 8, (wa(c)) = 8, Hn(w)(c). O
Folgerung 1 (Schlangenlemma). Ist ein Diagramm

At g e

q .

0 A’ B’ c’
I’ g

«

kommutativ mit exakten Zeilen, so gibt es eine exakte Folge

ker(a) ker () ker () coker(a) coker(/3) coker (7).
Beweis. Im kommutativen Diagramm
0 A/ker(f) p—2 ¢ 0
o B ‘ v
0 A B’ im(g’) 0
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sind beide Zeilen exakt und die drei senkrechten Pfeile sind teil einer exakten Folge
0 — A — B — € — 0 von Komplexen. Die zugehorige lange exakte Homologiefolge
liefert

0 — ker(a) — ker(f8) — ker(¥) 0 coker(a) — coker(3) — coker(¥ 0

T kel cokato) S

ker(«) coker(7)

und hieraus folgt die Behauptung. O

Zu jedem Komplexhomomorphismus f: 2 — 9B definiert man den sogenannten Ab-
bildungskegel durch C,, = A,,—1 X B, und y,(a,b) = (—an—1(a), Bn(b) + frn-1(a)). Damit
wird €(f) ein Komplex, denn

Yn-1Vn(a,b) = Yn-1(—an-1(a), Bn(b) + fu-1(a)) =
= (an—Qan—l(Q)y Bn—l(/Bn(b) + fn—l(a)) - fn—2an—1(a)) =0.

Folgerung 2. Jeder Komplexhomomorphismus f: 2l — B induziert eine lange exakte
Folge

e Hur (€(f) — Ho()

H,(B) — H,(€(f)) — Hp_1(A) — - -

Beweis. Mit i: 8 — €(f) definiert durch i,(b) = (0,b) und p: €(f) — AT, definiert
durch A} = A1, a)f = —ap—1 und pp(a,b) = a, ist 0 — B — €(f) — AT — 0
exakt und liefert die lange exakte Homologiefolge

o H(€(f)) — Hyt) —2

Hy1(B) —— Hpa(€(f) — -+

Wegen H, (A7) = H,_1(2) bleibt also zu zeigen, dass &, = H,_1(f). Mit einem aus-
gezeichneten Tripel (z,y,z) beziiglich 6,, d.h. 2 € Z,(A") = Z,_1(A), y € C,, mit
pn(y) = zund z € Z,,_1(B) mit i,—1(x) = 7 (y), folgt y = (2,b) und (0,2) = v,(2,b) =

(—n1(2), Balb) + fa1(2)), sodass T = fa_1(2) in Hy 1(B) ist, also 0,(2) = 7 =
Hoo1(£)(3): 0

Folgerung 3. Alle H,(f): H,(A) — H,(B) sind Isomorphismen genau dann, wenn
¢(f) exakt ist. Der Komplexhomomorphismus f ist genau dann eine Homotopiedquiva-
lenz, wenn €(f) zusammenziehbar ist.
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Ein Kokomplexr in R-Mod ist eine Folge A = --- —> A""L — A" —5 A1 ...
von R-Moduln und R-Homomorphismen a™: A" 1 — A" mit o"tta® = 0 fiir alle
n € Z, und entsprechend definiert man die n-Kozyklen Z"() = ker o™, die n-Kordnder
B"(2l) = im o™, sowie den n-ten Kohomologiemodul H"(2) = Z™(A)/B™ (). Jede kurze
exakte Folge

f
0 A B¢ 0

von Kokomplexen induziert eine lange exakte Kohomologiefolge

s H™(f) H™(g) sntl

o — HPL(Q) H™(2) H"™(B) H"(€)

H"'H(Q[) - ...

in der die 6™ wieder naturlich sind.
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V. Auflosungen

Eine projektive Auflésung eines R-Moduls M ist eine exakte Folge

g ai ap

A= --- A2 A1 AO M 0

in R-Mod in der alle A;, i > 0, projektiv sind. Ist M # 0, so heiit sup{i € N: A; # 0}
die Lange len(2A) von .

Beispiele. Ist M projektiv und M # 0, so ist

A= --- 0 M- 0

eine projektive Auflésung von M der Lénge 0.
Ist R ein Integritatsring, »r € R weder 0 noch Einheit und M = R/(r), so ist

&

A= --- 0 R R M 0

eine projektive Auflésung von M der Lénge 1.
Lemma 1. Jeder R-Modul M besitzt eine projektive Aufiésung.

Beweis. Sei Py(M) = RM) der freie R-Modul iiber der Menge M und jg die Koeins des
adjungierten Paares (Frei, Vergiss), d.h. puo: Po(M) —» M, e, — m. Induktiv erhélt
man mit P, (M) = R&er#n-1) die exakte Folge

und induktiv
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mit P, (u)(ez) = ep,_ (u)(x) fir © € kerp, 1, denn P,_1(u)(z) € kerv,—;. Damit
ist P(u) = (..., Pi(u), Po(u),u): P(M) — P(N) ein Komplexhomomorphismus und
PB: R-Mod — R-Kom ein Funktor. Die Auflosung P(M) heiit die kanonische projek-
tive Auflosung von M. O

Fiir jeden R-Modul M # 0 heifit
pd(M) = inf{len(2A): A ist eine projektive Auflésung von M }
die projektive Dimension von M.

Beispiele.

e Ist M # 0 projektiv, so ist pd(M) =0,denn A =... —0— M — M — 0
ist eine projektive Auflésung der Lénge 0.

e Ist R ein Integrititsring, r € R weder 0 noch Einheit und M = R/(r), so ist
pd(M) =1, denn

r"

A= - 0 R R M 0

ist eine projektive Auflosung der Lénge 1. Ware pd(M) = 0, so gibe es eine
projektive Auflésung ... — 0 — By —» M —— 0 der Léinge 0, so wire M
projektiv, also (r) C® R, was unmoglich ist.

Bemerkung. Ist r1,...,7, eine R-Sequenz, d.h. (r1,...,7,) € R und r; Nichtnullteiler
beziiglich R/(r1,...,r—1) fur alle ¢, so ist pd(R/(r1,...,m)) = n.

Satz 1. Sei u: M — N ein R-Homomorphismus, 2 eine projektive Auflosung von
M, B eine projektive Auflésung von N. Dann gibt es bis auf Homotopie genau einen
Komplexhomomorphismus f: A — B mit f_1 = u, eine Fortsetzung von u.

Bewets. Im Diagramm

A= —— A, —— A, 1 Ay Ao M 0
| fn L -1 L1 \ fo u
B=...— B, —— By, By By N 0

ist Ag projektiv und [y surjektiv, also existiert ein fo mit fy5y = ucg. Bei n > 0 ist A,
projektiv und im(f,—1cu,) C ker 8,1 = im f3,, also existiert ein f, mit f,,5, = fn—100n.
Es geniigt also, dass alle A; projektiv sind und 8 exakt ist.

Ist g: ) — B eine zweite Fortsetzung von w, so miissen wir eine Homotopie, d.h.
Homomorphismen s,,: A, — B,11, n € Z, angeben mit f, — gn = Bn+15n + Sn—10n.
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Weil Aj projektiv ist und im(f,, — g,) C ker § = im (31, existiert ein sg: Ag — B mit
fo — g0 = B1so, mit s; = 0 fir 7 < 0, also fo — go = P150 + s_1p.
Hat man bereits ..., s,—2, Sp—1, gilt im(f,, — gn — Sn—10,,) C ker 3, = im 3,41, denn

/Bn(fn —Gn — Sn—lan) = (fn—l - gn—l)an - 5n3n—lan =
= 5nsn—1an + Sp—20ip 104 — 571371—10471 =0,
also existiert ein s,: Ay, — By11 mit f, — gn = Bnt1Sn — Sn—10n. ]
Folgerung 1. Zwei projektive Auflésungen von M sind stets homotopiedquivalent.

Beweis. Sei allgemeiner u: M == N ein Isomorphismus und 2l eine projektive Auflésung
von M, B eine projektive Auflésung von N und f: 2A — B eine Fortsetzung von wu.
Dann ist f eine Homotopiedquivalenz, denn mit vu = 137 und uv = 1y sei g: B — A
eine Fortsetzung von v. Dann ist ¢gf eine Fortsetzung von vu = 1)/, also nach Satz 1
gf ~ 19 und ebenso fg ~ lg. O

Folgerung 2. Sind u,v: M — N zwei Homomorphismen, so ist P(u + v) ~ P(u) +
PB(v), denn beide Seiten sind Fortsetzungen von u + v.

Folgerung 3. Ist A eine projektive Auflésung von M # 0 und pd(M) < n < oo, so ist
im(«,) projektiv, also auch

F—0

lm(an) CA, 1 — Apo te M 0

eine projektive Auflésung von M.

Beweis. M hat eine projektive Auflésung

B = --- 0 Bn Bn1 M (),

also existieren f: A — B und g: B — A mit gf ~ 1y, speziell mit 14, — gnfn =
Qnt18n + Sn—10y, folgt apt1 — gnfnons1 = Qnt1Snany1, d.h. apyp1 = apt1Spapy1. Also
ist im a1 @ ker(ap118,) = An, kera,, C® A, A, /ker a;, = im o, projektiv. O

Beispiel. Sei R = Z/(p?) und r = p. Dann ist fiir M = R/(r) die projektive Dimension
pd(M) = oo.

Beweis. (r) ist das einzige nichttriviale Ideal in R, so dass Kern und Bild des Homomor-
phismus 7: M — M gerade (r) sind. Damit ist

7

A= - R—R R M 0

eine projektive Auflésung von M und kein im(a,,) projektiv. O
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Satz 2. Sei
u v

0 A B C 0

eine kurze exakte Folge von R-Moduln, 2 eine projektive Aufiésung von A, € eine projek-
tive Aufliosung von C. Dann gibt es eine projektive Aufiésung B von B und eine exakte
Folge

f
0 A D g 0,

sodass f eine Fortsetzung von u und g eine Fortsetzung von v ist.

Beweis. Fir alle n > 0 ist B,, = A,, x C,, projektiv und

exakt mit a — (a,0) und (a,c) — c. Es bleibt, induktiv die 5,: B, — Bj_1 zu
konstruieren. Sei zuerst n = 0. Man wahle

und mit fy: By — B, (a,c¢) — uag(a) + po(c) ist folgendes Diagramm kommutativ:

fo 9o

0 AO BO CO O
«@Q Bo Yo
0 A - B - C 0
Nach dem Schlangenlemma ist
0 = coker oy coker gy cokeryg =0

exalt, also fy surjektiv.
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Bei n > 0 folgt aus

und der langen exakten Homologiefolge die Exaktheit von

ker 3,1 —— kery,—1 —— H,2(2A) =0,

also

ker 8,1 —— kery,_1

sodass der Homomorphismus 3,,: B, — Bp_1,(a,¢) — fn_1an(a) + ¢n(c) das Dia-
gramm

kommutativ macht. Natiirlich ist im 3,, C ker 8,,—1 und die lange exakte Homologiefolge

0=H,1(A) — H,—1(B) — H,—1(€) =0

liefert Exaktheit bei B,,_1. ]
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Folgerung 1. Sei
0 A B C 0

eine kurze exakte Folge von R-Moduln # 0. Dann ist pd(B) < max{pd(A),pd(C)}.

Beweis. Wenn pd(A) = oo oder pd(C) = oo, ist die Aussage klar. Ist pd(A) = n < c©
und pd(C) = k < oo, kann man projektive Auflosungen 2 von A und € von C' wéhlen

mit A1 = Apio =+ =0und Ciyq = Cgyo = --- = 0. Mit m = max{n, k} ist in der
obigen Konstruktion B,+1 = Am+1 X Cpy1 = 0 und ebenso B,,, = --- = 0. Also ist
pd(B) < m. O

Folgerung 2. Seien in 0 # A C B beide Moduln von endlicher projektive Dimension.
Dann ist auch B/A von endlicher projektiver Dimension, es gilt pd(B/A) = pd(B) falls
pd(A4) < pd(B), pd(B/A) = pd(A) + 1 falls pd(A4) > pd(B) und pd(B/A) < pd(A) +1
falls pd(A4) = pd(B).

Beweis. Sei pd(A) =n < oo, pd(B) =m < oo und

A= --- 0 A, Apn1 Ay A A 0

eine projektive Auflésung von A, € eine projektive Auflésung von C' = B/A und dazu

nach dem Satz
0 A B ¢ 0

exakt. Im Fall n < m zeigt

0 Bn+1 = Cn—i—l

A, B, Cr

und im By, 41 C% By, dass im 5,41 C¥ €, und pd(B/A) < m. Angenommen es wére
pd(B/A) < m, hétten wir Cp, = Cpq1 = -+ = 0 gewéhlt und es folgte B, = 0, was
unmoglich ist.

Im Fall n > m folgt aus imB,,2 C%® B,i1, also wieder im~,,2 C® C,y1, dass
pd(B/A) < n + 1. Ist sogar n > m und wéire pd(B/A) < pd(A4) = n, so hitten wir
Chn = Chq1 = --- =0 gewdhlt und in

Ap B, 0
Bn
Anfl anl Cn,1
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wire 3, ein zerfallender Monomorphismus (genauer im 3, C% B,_1, weil n > pd(B)),
also auch B, f, = fan_10am, also auch «ay,, d.h. ima,, C% A,,_; und pd(4) < n — 1, was
unmoglich ist. O

Bemerkung. Sind A und B beide projektiv, so gilt pd(B/A) < 1. Ist sogar A C% B,
so gilt pd(B/A) = 0. Zum Beispiel ist 0 # (n) # Z und pd(Z/(n)) = 1.

Eine injektive Auflésung von M ist eine exakte Folge

0 1 2

A= 0 M A0 Al @ A2

in der alle A? injektiv sind. Ist M # 0 heifit len(2A) = sup{i € N: A’ # 0} die Linge von A
und id(M) = inf{len(A): A ist eine injektive Auflosung von M} die injektive Dimension
von M.

Lemma 2.

(i) C = Homg(R,Q/Z) ist ein injektive R-Linksmodul und zu 0 # f: M — N
in R-Mod gibt es stets ein 7: N — C mit 7f # 0. C' heifst auch injektiver
Kogenerator in R-Mod.

(i) Fir jeden R-Modul M ist der R-Modul Q°(M) = CHomr(MC) jnjektiv und die
Abbildung p°: M — QO(M), definiert durch 7rfu0 = f, ist eine Einbettung. Ist
u: M — N ein Homomorphismus, so kommutiert

M Q° (M)
u 3 Q°(u)
N Q" (N)

Beweis. Weil Q/Z als Z-Modul teilbar, also injektiv ist und Rp flach ist, ist der R-
Linksmodul C' = Homgz(R,Q/Z) injektiv. Sei nun zuerst R = Z. Fiir jeden Gruppenho-
momorphismus 0 # a: A — B ist ima # 0, also existiert ein 0 # by € im . Dann
ist Anng(bg) C (p) € Z fiir eine Primzahl p, also Zby — Q/Z,rby — r/p wohl-
definiert und lésst sich zu einem Z-Homomorphismus 7: B — Q/Z hochheben. Aus
7(bo) = 1/p # 0 folgt Ta # 0.

Ist nun R beliebig, so ist F¥ = R ®r —: R-Mod — Z-Mod linksadjungiert zu
G = Homgz(R,—): Z-Mod — R-Mod, also folgt aus 0 # f: M — N auch 0 #
F(f): F(M) — F(N). Also existiert nach dem Fall R = Z ein Z-Homomorphismus
B: F(N) — Q/Z mit BF(f) # 0. Mit 7 = 8: N — Homgz(R,Q/Z) = C folgt dann
Tf #0.

Mit I = Homp(M,C) ist C natiirlich injektiv und p°: M — C! ein Monomorphis-
mus, denn ist 0 # x € M, so existiert ein 7 € I mit 7(z) # 0, d.h. es ist u°(x) # 0. Mit
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u: M — N und J = Hompg(N, C) macht Q%(u): CT — C7 mit Q°(u)(cs)s = (cqu)g
das Quadrat kommutativ. O

Definiert man induktiv Q"(M) = Q"(coker u"~!) fiir alle n > 0, erhilt man die
kanonische injektive Auflosung

QM) = 0 M Q"(M)

und fiir jedes u: M — N entsprechend Q(u) = (u, Q°(u),...): Q(M) — Q(N).

Entsprechend den obigen Resultaten zeigt man: Zwei injektive Auflésungen eines R-
Moduls M sind stets Homotopiedquivalent, und ist A = 0 — M — A° — ... cine
injektive Auflésung von M # 0 sowie id(M) < n < oo, so ist im " injektiv. Mit dem
dualen Hufeisenlemma erhélt man:

Sind 0 # A C B R-Moduln mit injektiven Dimensionen id(B) < oo und id(B/A) < oo,
so ist id(A) = id(B) falls id(B/A) < id(B), id(A) = id(B/A) + 1 falls id(B/A) > id(B)
und id(A) <id(B/A) + 1 falls id(B/A) = id(B).

Ein Untermodul U von M heifit grof§ (essential) in M, wenn fiir jeden Untermodul
X C M mit X NU stets folgt X =0, d.h. zu jedem 0 # x € M ein r € R existiert mit
0#rzel.

Beispiele.
(i) Ist R ein Integritétring, so ist jeder Untermodul U # 0 des Quotientenkérper K
von R grof in K, denn ist 0 # r/s € K und 0 # a/b € U, so ist 0 # sa(r/s) € U.

(ii) Ist U groB in M und direkter Summand, so ist U = M. Speziell ist in jedem
Vektorraum V nur U =V grof.

(iii) Ist U C M beliebig und Vj ein maximales Element in {U C W: Vy N M = 0}, Wy
ein maximales Element in {U C W: VN W = 0}, so ist U grof in Wy und das
Bilder der Diagonale d: M — M /Vy x M /Wy grofl im Ziel.

Sei zuerst 0 # z € Wy. Dann ist (Rx + Vp) NU # 0 wegen der Maximalitit von Vp,
also rz + v = 0 # 0 fiir gewisse r, v und w. Damit ist v = u —rx € Vo N Wy = 0,
also rex = u # 0.

Fiir die Diagonale d ist imd C M/Vy x M/Wy gro8, denn sei 0 # (@, b). Dann
existiert ein » € R mit 0 # r(@,b) = (Wo, by), denn bei @ = 0 withle r = 1 und
wo = 0, bei @ # 0, also (Ra + Vp) N Wy # 0, wihle ra + vg = wy # 0, also ra = wy.
Ebenso existiert ein s € R mit 0 # s(wg, bo) = (w1, v7) mit w1 € Wy und vy € Vj.
Damit folgt 0 # rs(a@,b) = (w1, v1) = (v1 + wi, v1 + wy) € im(d).

Folgerung 3. War M in (3) zusétzlich injektiv, so ist M -~ im(d), also das Bild
im(d) C® M/Vyx M /Wy grof}, also d ein Isomorphismus. Das heifit es gilt Vo ® Wy = M,
und insgesamt ist U grofl in Wy C® M.
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Eine injektive Auflésung

A=10 M A0

heiit minimal, wenn im(a’) C A grof ist fiir alle 7 > 0.

Satz 3. Jeder R-Modul M besitzt eine minimale injektive Aufiésung. Je zwei minimale
injektive Aufiosungen von M sind zueinander isomorph.

Beweis. Man hat M C Q mit Q injektiv, also ist nach (3) M gro in A° C® Q und Ag
wieder injektiv, und induktiv erhalt man in

af al a?

0 M AO ,,,,,,,,, Al ,,,,,,,,, A27“'

grof
/groﬁ /groﬁ

coker o coker ot

die gewlinschte minimale injektive Auflésung von M.

Allgemeiner gilt fiir jeden Isomorphismus u: M = N: Ist 2 eine minimale injektive
Auflésung von M, B eine minimale injektive Auflésung von N und f: A — B eine
Fortsetzung von u, so ist f ein Isomorphismus. Das Diagramm

af al

0 M A0 Al
u Z fO fl
0 N BO B!
B0 Bt

liefert im(a”) N ker(f°) = 0, also ker(f°) = 0, und aus im(p°) C im(f°) € B° folgt,
da im(f°) injektiv ist, dass im(f%) C® BO grof ist, also im(f°) = B°. Also ist f° ein
Isomorphismus. Ebenso erhilt man induktiv, dass f* fiir alle ¢ > 1 ein Isomorphismus

ist. O
Folgerung 1. Ist A =0 — M — A° — ... eine minimale injektive Auflésung von
M # 0 und id(M) = n < oo, so folgt ATl = A2 =...=0.

Beweis. Es ist im(a") injektiv und im(a™) C A" groB, also im(a™) = A", also A"*! =
A2 = ... = . O
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VI. Abgeleitete Funktoren

Zu einem Komplex

A= - Ay -2 A, 402 0
heif3t
A= - Ay 24, 2 4 0
der reduzierte Anteil von 2.
Ist M ein R-Linksmodul, P(M) = -+ — Py(M) — M — 0 die kanonische

projektive Auflésung und F': R-Mod — T-Mod ein additiver, kovarianter Funktor, so
heifit der n-te Homologiemodul von

FR(M)= -+ —— FPy(M) —— FP/(M) —— FPy(M) — 0

die n-te Linksableitung von F an der Stelle M, in Zeichen L,F(M) = H, (FR(M)) =
Ker(Fpn) /im(Fpin 1),

Bemerkungen.

(i) Auch L,F: R-Mod — T-Mod ist ein additiver, kovarianter Funktor, denn ‘B,
(=)™, F und H, sind kovariante Funktoren. Sind w,v: M — N zwei R-Homo-
morphismen, gilt PB(u+v) ~ P(u)+P(v), also auch FP(u+v) ~ FP(u)+ FP(v),
da F additiv ist. Es folgt L, F(u+v) = HyFB(u+v) = H,FP(u) + H, FPB(v) =
LpF(u) 4+ L, F(v).

(ii) Es gibt eine natiirliche Transformation \: LoF' — F'.

Sei

aq ag

A= .. A A M 0

die kanonische projektive Auflosung von M, sodass nach Definition LoF (M ) =
Ho(F2A) = coker F'(a1) ist, also in

F(az)
F(Ay) ——— F(A) LoF(M)
F(ao) ,’//
0 /’/ )\]\/j
F(M)

der Homomorphismus A durch die Kommutativitdat des rechten Dreiecks eindeu-
tig bestimmt ist. Fiir die Natiirlichkeit von A sei u: M — N ein R-Homomor-
phismus, B die kanonische projektive Auflésung von N und f = P(u) der von u
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induziert Komplexhomomorphismus. Im Prisma

F(Ay) —————— LoF(M)

-
-

\ e
DY

F(M)

F(fo) LoF(u)

F(Bo) LoF(N)

F(u) ) -7

-

-

. AN

F(N)

sind dann Deckel und Boden kommutativ, ebenso die Riickwand und die linke Seite,
also auch die rechte Seite, d.h. F(u)A\pr = AnLoF (u).

(iii) Ist F rechtsexakt, so ist A eine Aquivalenz LoF -~ F;ist F exakt, so gilt L, F = 0
fur alle n > 1.
Im ersten Fall ist auch F(A;) — F(Ag) — F(M) — 0 exakt, d.h. im F(a) =
ker F'(ap), also Ay ein Isomorphismus. Im zweiten Fall ist /"% an allen Stellen i > 1
exakt, d.h. L; F(M) = H;(F2) = 0.

(iv) Genau dann ist L, F = 0 fir alle n > 0, wenn LoF = 0, was genau dann der Fall
ist, wenn F' auf allen projektiven R-Moduln verschwindet.
Sei LoF = 0. In (2) hat man ap: A9 —» P, also apo = 1p fiir ein gewisses o.
Dann ist F(ap)F (o) = 1pp), also Ap: LoF(P) —» F(P) ein Epimorphismus.
Aber LoF(P) = 0, also auch F(P) = 0.

Lemma 1. Sei F': R-Mod — T-Mod additiv und kovariant, u: M — N ein R-
Homomorphismus, A’ eine projektive Auflésung von M, B’ eine von N und f': A —
B’ eine Fortsetzung von w. Dann hat man fiir jedes n > 0 ein kommutatives Quadrat

H,F() H,F(%')
2 2
L,F(M L,F(N).
(M) = LuF(N)
Beweis. Sei allgemeiner
M N
M——N
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ein kommutatives Quadrat in R-Mod und in

seien alle Komplexe projektive Auflosungen und die Komplexhomomorphismen seien
Fortsetzungen der R-Abbildungen. Weil f oa und bo f’ beide Fortsetzungen von wov =
w o sind, gilt foa~bo f nach (5,S1), also H,F(f) o H,F(a) = H,F(b) o H,F(f),
d.h. es ist kommutativ

H,F() —— H,F (B

H,F(2) H, F(B)

Sind jetzt speziell v und w Isomorphismen und 2, B die kanonischen projektiven Auflo-
sungen, sind in

—  Hu(f) .
H,F) H,F(*%®)
2 2
L,F(M) T L,F(N)
a und b Homotopiedquivalenzen. O

Folgerung 1. Ist M # 0 und pd(M) =n < oo, gilt L; FF(M) = 0 fiir alle i > n.

Beweis. Man hat eine spezielle projektive Auflésung

A= - 0—0— A — A, Ay —— M — 0.

Also ist H;F() = 0 fiir alle i > n. O

Satz 1. Sei I': R-Mod — T-Mod additiv und kovariant und

u v

0 A B C 0
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eine kurze exakte Folge von R-Moduln. Dann gibt es verbindende Homomorphismen
On: LpnF(C) — Lp_1F(A) firn>1, so dass

i — Ly F(C) — LyF(A) — L,F(B) — LyF(C) — Lyp_1F(A) — -+
o — L F(C) — LoF(A) — LoF(B) —— LoF(C) —— 0

exakt ist.

Beweis. Ist

0 x— vy 4 0

exakt und zerfallend und F': R-Mod — T-Mod additiv und kovariant, so ist auch

F(a) F(B)

0—— F(X) FY)—= F(Z) ——0

exakt und zerfallend, denn mit im(a) ® Y7 =Y erhélt man pa = 1x (mit a(z) +y1 =y
setze p(y) = x), fo = 1z (mit z = B(y1) setze o(2z) = y1) und es gilt ap+of = 1y, sodass
auch F(«a) ein zerfallender Monomorphismus ist, F'(3) ein zerfallender Epimorphismus,
sowie im F'(a)) = ker F(8): Fiir p € ker F(f) ist p = F(a)F(p)(p) + F(o)F(B)(p) =
F(a)F(p)(p) € im F(a).

Zur Definition der d,, wihle nach dem Hufeisenlemma eine exakte Folge

! g
0 —PA) — B —P(C) —0
in der B eine projektive Auflésung von B ist und f_; = u, g—1 = v. Dann ist auch
0 —— FPA) — B —— FP(C) — 0

exakt und die dazugehorige lange exakte Homologiefolge lautet

R Ln+1F(C) - LnF(A) - HnF(%) - LnF(C) - Lnle(A> -
| : |
LnF(A) — L,F(B) — L,F(C)
Nach (L1) sind die beiden Quadrate kommutativ. O

Folgerung 1. Fiir jeden additiven kovarianten Funktor F': R-Mod — T-Mod ist LoF
rechtsexakt.
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Beweis. Ist

exakt, so auch
LoF(B) — LoF(C) — 0,

d.h. LoF(v) ein Epimorphismus.

Ist aber nur
u v

A B C 0

exakt, folgt aus der Exaktheit von

L F(C) —— LoF(A/keru) —— LoF(B) —— LoF(C) —— 0

die Exakheit von

LoF(A) —— LoF(B) —— LoF(C) — 0,

denn es gibt mit kommutatives Diagramm

A—B
A/keru
und LoF erhilt Epimorphismen.
Folgerung 2. Ist L,F = 0 fiir ein n > 0, folgt L;F = 0 fiir alle ¢ > n.

Beweis. Es gentigt L,11F = 0 zu zeigen. Sei M € R-Mod und

0 K Ao M 0

exakt mit Ag projektiv. Dann ist auch

Ln1F(A)) —— Ly  F(M) —— L,F(K)

exakt, also Ly 41 F (M) =0 wegen L, F =0 und Ay projektiv.
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Lemma 2. Se:

|
a : b c

0 V—— % —— 0
g

alle Komplexe projektive Aufiésungen und alle Komplexhomomorphismen Fortsetzungen
der R-Abbildungen, sowie beide Zeilen exakt. Dann gibt es einen Komplexhomomorphis-
mus b: B — B', der eine Fortsetzung von q ist und mit dem beide Quadrate kommu-
tieren.

Beweis. Wir konstruieren induktiv b,,: B, — Bj, mit Anfang b_; = ¢q. Bei n = 0 ist

. Aq fob By 9o s
, pd ‘ /O// ‘ , yd
AO ‘ BO ‘ CO
S A W
A B’ C’

aufzufiillen. Wie im Beweis zu (S1) hat man pgfo = 1, goog = 1 und fopo + oog0 = 1,
ebenso pj, und of. Mit einem geeigneten Homomorphismus ¢: Co — A{, (siehe unten)
definieren wir by := fhaopo + o4cogo + fitbogo, sodass by fo = fhao und gyby = cogo gilt,
d.h. beide Deckel kommutieren. Die Folge

,U/

Ay — B’

C/

ist exakt und v'(qBooo — Bjohco) = 0 — Yoco = 0, also hat man ein 1, so dass

Co
Yo -7
e qBooo—poco
Aj B’ c’
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kommutiert, d.h. v'afpg = qBooo — Byoyco. Damit folgt Byby = ¢fy, d.h. auch die
Zwischenwand kommutiert. Ebenso fir n > 0. ]

Satz 2.
(i) Die verbinden Homomorphismus 0, : L,F(C) — L,_1F(A) in (S1) sind unab-
héngig von der Wahl der Aufiésung B.
(ii) Ist

kommutativ.

Beweis. Sei §; von 0 — P(A) — B* — P(C) — 0 abgeleitet. Nach (L2) gibt es
ein kommutatives Diagramm

0 P(A) D3] P(C)

0 B(A) 5 PB(C)

so dass nach (—)~, F' mit dem Zusatz der langen exakten Homologiefolge

~ on ~
HnF(%) LnF(C) Ln—lF(A) Hn—lF(%)
H, F(B*) L,F(C) Ly-1F(A) ——— H,_F (%),
d.h. 65 = 0,,. Der Rest des Satzes ldsst sich genauso beweisen. O]

Fiir jeden additiven kovarianten Funktor F': R-Mod — T-Mod definiert man dual
die n-te Rechtsableitung R™F durch

R'F(M) = H'"FQ(M),
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wobei
QM) = 0 — M — QM) — Q'(M) — -~

die kanonische injektive Auflosung von M sei. Also ist R"F (M) der n-te Kohomologie-
modul von
0 —— FQ"(M) — FQ'(M) — FQ*(M) — -

Wie oben ist RYF linksexakt und man hat eine natiirliche Transformation p: F — ROF,
die genau dann eine Aquivalenz ist, wenn F linksexakt ist. Jede kurze exakte Folge
0 — A— B — C — 0 induziert eine lange exakte Folge

0 —— ROF(A) —— ROF(B) —— RF(C) " R'F(A) — ---

in der die verbindenden Homomorphismen 6" wie in (S2) wohldefiniert und natiirlich
sind.
Sei R ein Integritéitsring und M € R-Mod. Dann heifit

T(M)={zeM:re=0firein 0#r € R}

der Torsionsuntermodul von M. Es ist dann M = M /T (M) torsionsfrei im Sinne von
(3,F1 zu S3), denn ist 7 = 0 und r # 0, so folgt rx € T (M), also existiert ein s # 0 mit
sre =0, also T = 0. Ist T(M) = M, so heifit M torsion.

Beispiele. Sei stets R ein Integritédtsring.

(i) Ist U grof in M, so ist M /U torsion, denn ist = ¢ U, so folgt Rz N U # 0, etwa
0 # rx € U. Damit folgt r # 0 und rz = 0 in M/U.

(ii) Es gilt T'([1; M;) = 11, T(M;): “C” ist klar, denn r(x;) = 0 impliziert rz; = 0 fir
alle i. Bei “D” gilt fiir jedes 0 # x € [[; T'(M;), gibt es r; mit r;z; = 0 fir alle ¢
und es sind fast alle z; = 0. Also gibt es ein gemeinsames r # 0 mit rx; = 0 fir
alle 4, d.h. ro = 0. Warnung: iiber R = Z ist T([[,Z/(p)) = 11, Z/(p)-

(iii) Jeder flache R-Modul M ist torsionsfrei, denn 0 # r € R impliziert, dass 7: R —
R injektiv ist. Also ist auch 1®7: M ® R —— M ® R injektiv, aber es kommutiert

17

M ®pr R M®gr R
¢ ¢
M——— M.

(iv) Ist M injektiv, so ist T(M) C® M. Nach (5,B3) hat man T(M) C Wy C® M,
wobei T'(M) groB in Wy ist, und nach (B1) ist Wy/T'(M) torsion, also auch Wy
selbst. Damit folgt T'(M) = Wy.
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(v) Sei K = Quot(R) und M € R-Mod. Dann ist K ®z M als R-Modul torsionsfrei
und teilbar (also nach (3,F1 zu S3) injektiv), und fir die kanonische Abbildung
p: M — K®@p M mit pu(z) =1®x gilt ker p = T(M) und coker p = K/R®p M,
denn jedes 0 # r € R operiert auf K bijektiv, also auch auf K @ g M, d.h. K®@r M
ist als R-Modul torsionsfrei und teilbar. Aus der exakten Folge

0 R K K/R——0

folgt
RIpM — K®pr M — K/R®r M —— 0,

(e

M

d.h. die dritte Behauptung. Ist € T(M), etwa rz = 0, so gilt pu(z) = 1@z =
(1/ry®@rx =0.Ist x € T(M), so ist hy: R — M mit h,(r) = ra injektiv, so dass
es ein f: M — K gibt mit f(z) = 1, denn K ist injektiv als R-Modul. Dann
bildet die Komposition

1®f
KprM — K®r K — K

1®x ab auf 1, so dass 1 ® x # 0 ist.
Es folgt, dass K ® p M = 0 genau dann, wenn M torsion ist, denn es ist y ® x =
(ry1)) @z =y1 @ (re) =0 firy € K, x € M und r # 0 mit rz = 0.

Satz 3. Sei R ein Integrititsring, K = Quot(R) und F: R-Mod — R-Mod der
Torsionsfunktor. Dann gilt L,F = 0 fiir allen >0, ROF 2 F, R'F =2 K/R ®p — und
R"F =0 firn > 2.

Beweis. Der Funktor F' verschwindet auf allen projektiven R-Moduln, so dass alle Links-
ableitungen verschwinden. Der Funktor F is linksexakt (so dass nach Bemerkung 3
F — RYF eine Aquivalenz ist), denn mit jeder exakten Folge

ist auch

0—— F(A) F(B) F(C)

exakt, denn F'(«) ist mono und aus b € ker F'(3) folgt b = a(a), sogar a € F(A), also
b€ im F(a). Ist

A= 0 M AO Al AQ
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eine minimale injektive Auflésung von M, d.h. ima’ ist grof in A’ so sind nach (B1)
Al A2 . torsion, denn AY/im ! ist torsion, also auch A!, etc. Also ist

FRl) = 0—— F(AY) Al A?

so dass R"F = 0 ist fiir alle n > 2. War M torsion, ist auch Ag torsion, also R'F(M) = 0.
Ist M beliebig folgt mit M = M /T (M) die Exakheit von

0=R'F(T(M)) — R'F(M) — R'F(M) —— R*F(T(M)) =0,
und (B5) liefert die exakte Folge
0=R'F(K®r M) —— R'F(K/R@gr M) — R'F(M) —— R'F(K ®r M) = 0,
denn K ®p M ist injektiv. Zusammen folgt also
R'F(M)= R'F(M)= R F(K/R@r M) = K/R®r M. O

Ubung. Sei R ein Integrititsring und A ein Torsionsmodul, F = A ®p —. Dann sind
alle R"F =0, LoF = F und alle L, F sind torsion fiir n > 1.
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VIIl. Tor’(A, B)

Lemma 1. Fir A € Mod-R sind dquivalent:
(i) Der Modul A ist flach.
(ii) Der duale Modul At := Homy(A,Q/Z) € R-Mod ist injektiv.
(iii) Fir jedes Linksideal I C grR ist AQr I — A®pg R injektiv.

Beweis. Die Eigenschaft (ii7) ist ein Spezialfall von (7). Fiir (97 — 4¢) ist fiir jedes Ideal
I C gR nach Voraussetzung A ®g I — A ®g R mono, also existiert ein Diagramm

ARrl — A®r R

-
-
-
-
-
-

o/z,

denn Q/Z ist injektiv, und Homz(A®rR, Q/Z) —» Homz(A®RrI, Q/Z) ist surjektiv, d.h.
nach (2,S1) Hompg(R, AT) —» Hompg(I, A") surjektiv. Also ist nach dem Baehr’schen
Kriterium AT injektiv.

Nun zu (iz — 7). Fir jeden Monomorphismus a: M < N ist, weil AT injektiv
ist, Hompg(N, AT) —» Homp(M, A™) surjektiv, also ist wieder der Homomorphismus
f: Homz(A®r N,Q/Z) —» Homy(A®p M,Q/Z) surjektiv und der Homomorphismus
f=1®a: AQr M — A ®pg N injektiv:

Sei 0 # g: X — A®p M. Dann gibt es einen Homomorphismus 7: AQr M — Q/Z
mit 70g # 0, dh. 0 # g € Homy(A ®r M,Q/Z). Weil f epi ist, ist auch ¢f # 0, d.h.
fg#0. 0

Folgerung 1. Ist R ein Integritéitsring und Apg torsionsfrei und teilbar, so ist Ag flach.
Speziell ist stets K = Quot(R) flach iiber R.

Beweis. Jedes 0 # r € R operiert auf A bijektiv, d.h. ¥: A — A ist bijektiv, also auch
auf AT = Homy(A,Q/Z). Also ist AT als R-Linksmodul injektiv und damit A flach. O

Folgerung 2. Ist R ein Hauptidealring, so stimmen die flachen R-Moduln mit den tor-
sionsfreien R-Moduln iiberein. Speziell sind in diesem Fall Untermoduln flacher Moduln
wieder flach.

Beweis. Jeder flache R-Modul ist torsionsfrei. Ist umgekehrt A € Mod-R torsionsfrei,
so operiert jedes 0 # r € R injektiv auf A, also surjektiv auf A*, d.h. AT ist teilbar.
Also ist, da R ein Hauptidealring ist, A" injektiv, also A flach. O

Zu jedem A € Mod-R und jedem B € R-Mod definiert man die abelschen Grup-
pen Tor®(A, B) == H,(A ®r B(B)) fiir n > 0, d.h. Tor?(A, —) ist die n-te Linksablei-
tung des additiven, kovarianten Funktors A ® g —: R-Mod — Ab. Entsprechend sei
7R ~
Tor,, (A, B) := H,(B(A) ®gr B).
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Satz 1. Es gilt Tor®(A, B) = ﬁf(A, B).

~Y

Beweis. Fiir n = 0 ist das Tensorprodukt rechtsexakt, also gilt Torf(A, —) = A ®p —
bzw. Tory (—, B) = — @ B.
Sei nun n = 1. Ist

a0

P(A) = - A Ao A—0

die kanonische projektive Auflésung von A und

Bo

B(B)= - By By B 0
die von B, so sind im kommutativen Diagramm
0 0
Torf (ker ag, B) 0 Torf(A, B)

0— Tm?(A,kerﬁg) — kerag Qg ker Bg — Ao @rker 5y — A@pgker Sy — 0

0 —— kerag ®r By Ay ®r By AQ®pr By 0
0 —— Tor. (A, B) ker ap @ B Ay ®p B AQrB ——0
0 0 0

alle Zeilen und Spalten exakt, die beiden kurzen, weil Ag und By flach sind, die vier
langen, weil Ly F'(P) = 0 ist fiir alle projektiven P. Das Schlangenlemma, angewandt auf
den oberen Teil, liefert die exakte Folge

f
0 —— Torf{(A, B) —— kerag ®g B —— A¢ ®r B.

Aber ker f ist nach der untersten Zeile isomorph zu ﬁ?(/l, B).

Sei nun n > 1. Wir zeigen durch Induktion {iber n ein wenig mehr, ndmlich dass
Torf(A, B) = Tmf(A,B) und Tor® (A, ker By) = TorZ(kerag, B) fiir alle Ar, rB.
Klar ist der Fall n = 1, denn die zweite Aussage folgt aus obigem Diagramm. Bei
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n > 1 hat man Torf(A, B) = Tor® (A, ker o) (siche unten) und nach Induktion
Torf? | (A, ker By) = Tmf_l(ker ap, B) = TMS(A, B). Weiter hat man Tor(A, ker 3y) =
Tor® | (A, ker By) = Tork | (ker ag, ker By) = TorZ (ker ag, B).

Noch zu der so genannten Dimensionverschiebung. Ist

0 X Y Z 0

exakt und Y projektiv, so folgt aus
0=L,FY)— L,F(Z) — L, 1F(X)— L, 1F(Y)=0

fir n > 2, dass L, F(Z) = L,_1F(X). O

Zusatz. Auch Tor?(—, B) ist ein additiver kovarianter Funktor Mod-R — Ab, indem

man fiir Morphismen f: A — A’ definiert Tor®(f, B) = H,(f® lgﬁ(B)). Nach dem Satz

sind dann Tor?(—, B) natiirlich dquivalent zu TT)rf (—, B).

Satz 2 (Eigenschaften von Tor). Sind A € Mod-R, B € R-Mod, so gilt:
(i) BEs ist Tork(A,B) = A®g B.
(ii) Zu jeder kurzen exakten Folge

0 B’ B B 0

in R-Mod hat man eine lange exakte Folge

1 0
-+ — Torf(A, B") — Torf (A, B') — Torf(A, B) — Torf (A, B") —
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ArB — A®rB — A®prB" — 0

in Ab mit den natirlichen verbindenden Homomorphismen d,,. Entsprechend mit

0 A A A" 0.

(iii) Ist A oder B flach, so gilt Tor®(A, B) = 0 fiir alle n > 1

(iv) Ist B eine flache Auflésung von B, so folgt Tor®(A, B) = H,(A @ B) fir alle
n > 0. Entsprechend mit A eine flache Aufiésung von A.

(v) Man hat Tor®(A,11;c; Bi) = 11ie; Tor®(A, B;) fiir alle n > 0. Entsprechendes gilt
f’dT Hie[ AZ
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Beweis. Die Aussage (i) ist klar. In (i7) ist das Erste klar mit /' = A ®g — und der
langen exakten Folge fiir linksabgeleitete Funktoren. Fiir das Zweite definiert man die
verbindenden Homomorphismen 9,, durch

On

Tor®(A, B) Tor?(A” B) Tor® (A’ B) Tor® | (A, B)
2 2 2 2
Tor,, (A, B) Tor,, (A", B) Tor, ,(4', B) Tor, (4, B).

n

Fiir (ii7) sei Ap flach. Dann ist F' = A ® —: R-Mod — Ab exakt, also L, F = 0 fiir
alle n > 1. Analog ist fiir gB flach ﬁf(—,B) =0 fiir alle n > 1.

Sei nun

B ... B, B2 B, B1 By Bo B 0

eine flache Auflosung von B, d.h. B exakt und alle B; flach. Fiir n = 0 liefert die
Rechtsexaktheit von A ® g — und

14®
A®p By A®B1

A®RB0

14®Bo

A®rB

dass Ho(A QR %) =AQ®g Bg/ker(l & 50) 2 ARp B.
Nun zu n = 1. Mit einer exakten Folge

u v

0 X Y A 0

mit Y flach ist im kommutativen Diagramm

0 X @ Bi Y ®r Bi A®g B 0

0 X @r By Y @g By A®g By 0

0 X&pB Y @r B A®R B 0
0 0 0
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die mittlere Spalte und mit U = ker(v ® 15) auch die unterste Zeile exakt. Die lange
exakte Homologiefolge liefert

0=Hi(Y ®rB) — Hi(A®rB) — Ho(X @ B) —— Ho(Y @z B) =0,
also ker (v o (18 o))
=\ ~, kKer(vo ® 0Oo ~ _
Hi(A®RrB) = (18 5) kerv = U,
wegen
=R —R u®1
0 = Tory (Y,B) — Tor, (A,B) — X ®r B —— Y ®r B

also U = ﬁf‘(A,B). Fir n > 1 liefert Induktion zusammen mit der langen exakten
Homologiefolge, dass

H,(A®pB) = H,_1(X ®p B) = Tor (X, B) = Tor’(4, B).

In (v) zeigen wir fir F = A ®g — durch Induktion tber n, dass

wn: [1LaF(Bs) — LF(]] B:)

iel el

bijektiv ist. Fiir n = 0 vertauscht LoF' = F nach (2,S2) mit beliebigen Koprodukten. Sei
n = 1. Wéhle fiir jedes ¢ € I ein exakte Folge

0 X; Y; B; 0

mit Y; flach, so dass auch

o—J[xi—J]vi—][B —0

i€l il iel
exakt ist und [[;c;Y; wieder flach ist. Im kommutativen Diagramm

0=JILFY) — [I LiF(Bi) — [[ LoF(Xi) — ] LoF(Y3)

icl iel o1 iel ’ iel ‘2
0=F(ITv) — P11 B:) — LoF (T %) — LoF (1Y)
el el el el

mit exakten Zeilen ist dann wi injektiv, aber auch surjektiv, wie eine Diagrammjagd
zeigt.
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Firn > 1 ist

[[L.F(B) —=— ] Ln-1F(Xy)

el i€l

Wn, ‘2
L,F(11B:) —— L. 1 F(]] B:)
i€l iel
kommutativ, also w;,, ein Isomorphismus. O

Folgerung 1. Ist R ein Hauptidealring, so gilt Tor®(A, B) = 0 fiir alle n > 2.

Beweis. Mit

0 X Y B 0

exakt und Y flach ist nach (L1,F2) auch X flach, also
0 = Tor¥(A,Y) —— Torf(A, B) —— Tor? (A, X) =0

exakt fur n > 2. O
Fiir jeden R-Rechtsmodul Ar # 0 heifit
fd(A) == inf{len(2A): A eine flache Auflésung von A}

die flache Dimension von A. Natirlich ist fd(A) < pd(A). Ist R ein Integritdtsring mit
Quot(R) = K # R, so ist fdr(K) = 0, denn K ist flach, aber pdz(K) # 0 (3,52 da
K c® RU) unméglich ist).

Lemma 2. Fiir einen R-Rechtsmodul A # 0 und n > 0 sind dquivalent:
(i) Es gilt fd(A) < n.
(i) Fir alle k >n+1 und B € R-Mod ist Torf(A, B) = 0.
(iii) Fiir alle Linksideal I C gR ist TorX (A, R/I) = 0.
(iv) In jeder flachen Auflosung

a1 aQ

A= - Ay Ao A 0

ist im oy, flach.

Beweis. Fiir (i — i) gibt es nach Voraussetzung eine flache Auflésung

A= oo —— 0 Ay — Ay —— - —— Ag— A——0,

so dass nach (S2,iv) Torf(A, B) = H,(A®g B) = 0 fiir alle k > n und alle B € R-Mod.
Die Richtung (i — 4i7) ist ein Spezialfall.
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In (éi7 — iv) gilt fir jedes Linksideal I C rR, dass
Torf(im a,, R/T) = Tord(im a1, R/T) = ... = Tor?, | (A, R/I) = 0

nach Dimensionsverschiebung. Nun ist

0:Torfi(irnan,R/I) ima, Qr I imo, ®r R
exakt, also im a,, nach (L1) flach.

In (iv — 4) ist mit irgendeiner flachen Auflésung

ai ap

A= --- Ay Ag A 0

von A ist nach Voraussetzung im «, flach, also auch
Ql/:"'7071man714n—1714n—27"‘714071470
eine flache Auflésung von A. O

Satz 3. Sei R rechtsnoethersch und Ar # 0 endlich erzeugt. Dann ist {d(A) = pd(A).
Speziell ist jeder endlich erzeugte flache R-Rechtsmodul bereits projektiv.

Beweis. Ist R beliebig und My frei, M /U flach und U endlich erzeugt, so ist U C% M.
Zu jedem x € U gibt es namlich einen Endomorphismus f: M — M mit im f C U und
f(z) = z: Fir x = 0 ist das klar und fiir & # 0 sei z = Y/ bjr; mit b; aus einer Basis
B C M. Dann gilt fir das Linksideal I = ;" Rr;, dass x € U N M1 ist. AuBerdem ist

0 = Tor(M/U,R/I) — U ®r R/I —— M ®g R/I

exakt, d.h. U/UI — M/MI, also UNUI = Ul. Damit ist x € UI, also x = Y ;2 u;r;
mit u; € U. Damit leistet f: M — M mit f(b;) = w; fiir 1 <i < m und f(b) = 0 fur
alle anderen b € B das Gewiinschte: im f C U ist klar, ebenso f(z) = Y i, f(bi)ri =
Yo uir; = .

Sogar fiir endlich viele z1,...,z, € U gibt es ein f: M — M mit im f C U und
f(zy) =z, fir 1 <v <n:Bein > 1hat man induktiv (1—-g)(z,) =0firallel <v<n
und im g C U. Wegen (1 —g)(z,) € U hat man auch ein h: M — M mit imh C U und
(1 —="h)(1-g)(x,) =0 und dann leistet f := g+ h — hg das Gewlinschte.

War nun U = Y7, 2, R, folgt wegen f(u) = u fiir alle u € U, dass U — M das
Linksinverse f: M — U hat.

Sei jetzt Rr noethersch und Ag endlich erzeugt. Dann kann man eine exakte Folge

a1 @Q

A Ag
N S

ker o

A 0
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wéhlen, in der alle Objekte A; endlich erzeugt und fiir i > 0 frei sind. Wegen fd(A) = n
ist im v, flach, d.h. A,,/ker a,, flach. Nach dem 1. Schritt ist dann ker oy, C® A,, und es
ist A, /ker v, & im avy, projektiv, also pd(4) < n. O

Ist R kommutativ, so wird F = A ®p — ein Funktor R-Mod — R-Mod und ebenso
die Linksableitungen L, F = TorZ(A, —). Entsprechend TMS(—, B) und der Isomorphis-
mus

R ~ . R
Tor, (A, B) == Tor,, (A, B)
aus (S1) ist dann auch R-linear.

Lemma 3. Ist R kommutativ, so gilt

(i) Tor®(A, B) = Tor®(B, A) fiir alle n > 0.

(i) Ist f: A — A die Multiplikation mit einem r € R, so ist auch die induzierte
Abbildung f.: Torl*(A, B) — Tor®(A, B) die Multiplikation mit v € R. Speziell
impliziert rA = 0, dass 7 Tor?(A, B) = 0.

(iii) Ist R ein Integrititsring, so ist Tor®(A, B) torsion fir alle n > 1.

Beweis. Sei

B=--- By By B 0
die kanonische projektive Auflésung von B. Fiir jedes n > 0 ist die Abbildung

(a,b) — b®a

tensoriell, induziert also einen Z-Homomorphismus, f,: AQr B, — B, ®pg A, der sogar
ein R-Isomorphismus ist. Damit ist f = (..., f1, f0,0): A® 2B — BRp A ein Komplex-
isomorphismus iiber R und H,(f): TorZ(A, B) — Tmf (B, A) ein R-Isomorphismus,
wie gewlinscht.

Nach Definition ist f. = Hy (7 ® 15) mit

ARQrB=--- — ARr B — A®Rr By — 0
Tely 1 1
A@R%:--' 7A®R317A®RB()70

also f, =T.

Sei jetzt R ein Integritdtsring. Ist X ein Torsionsmodul, so auch X ®@p Y fiir alle
Y € R-Mod, insbesondere alle Tor?(X, B) = H,,(X @z B(B)) fiir n > 0. Ist A beliebig,
so hat man nach (6,B5) mit K = Quot(R) die exakte Folge

OiA/T(A)iK@)RAiK/R@RAiO,
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so dass wegen K ®p A torsionsfrei und teilbar die Folge
Tor? (K/R®r A, B) —— Tor(A/T(A), B) —— Tor}(K @ A,B) =0

exakt ist, also wegen TorZ,,(K/R ®g A, B) torsion auch TorZ(A/T(A), B) torsion ist.
Aus
Tor®(T(A), B) —— TorZ(A, B) —— TorZ(A/T(A), B)

folgt die Behauptung. O

Beispiel 1. Ist R ein Integrititring mit Quotientenkorper K, so gilt fir B € R-Mod,
dass Torf(K/R, B) = T(B) und Tor?(K/R, B) = 0 fiir alle n > 2.

Beweis. Es ist exakt

Torf'(K, B) —— Torf(K/R,B) — R®r B —— K ®p B.

Nun ist K flach und Torf*(K/R, B) & ker(R®r B — K ®gB) = T(B) nach (6,B5). [

Beispiel 2. Ist » € R kein Nullteiler, so gilt

Tor?(R/(r), B) = { Anng(r) n=1

Beweis. Die kurze exakte Folge

liefert die exakte Folge
.o —— Tor¥(R, B) —— Tor¥(R, B) —— Tor®(R/(r), B) ——

——— Tor®(R, B) —— Tor®(R, B) —— Torf(R/(r), B) ——

B B R/(r) ®r B —— 0

Damit folgt sofort die Behauptung. O
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VIIl. Ext,(A, B)

Statt des Tensorproduktes soll jetzt der Hom-Funktor abgeleitet werden. Zu Moduln
A,C € R-Mod und n > 0 definiert man die abelschen Gruppen

Ext}h(C, A) = H" Homp(C, Q(A)),

worin

Q=20 A A Al

die kanonische injektive Aufldsung von A sei und Hompg(C, Q(A)) der Kokomplex

0 —— Homp(C, A%) —— Homp(C, A') —— - --
sei, d.h. Ext’s(C, —) ist die n-te Rechtsableitung des additiven kovarianten Funktors
Hompg(C,—): R-Mod — Ab. Entsprechend sei
BG4 (C, A) = H" Homp((C), A)
mit der kanonischen projektiven Auflésung PB(C) von C. Dann gilt wie in (7,51):
Satz 1. Es ist Exth(C, A) = Extp(C, A).

Satz 2 (Eigenschaften von Ext). Sind A,C € R-Mod, so gilt:
(i) Ext%(C, A) = Hompg(C, A).
(ii) Zu jeder kurzen exakten Folge

0 A A A" 0

in R-Mod hat man eine lange exakte Folge

0 —— Homp(C, A') —— Homp(C, A) —— Homp(C, A") ——

ot 5?2

Exth(C, A') —— Exth(C, A) —— BExth(C, A") ———

2
S Ext}(C,A') —— Ext%(C, A) —— Ext3(C, A") —— ..

in Ab. Zu jeder kurzen exakten Folge

0 C’ C c” 0
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in R-Mod hat man entsprechend eine lange exakte Folge

0 — Homg(C", A) —— Homg(C, A) —— Homp(C', A) —~
o' 1 " 1 1 ! 9?
EXtR(C ,A) —_— EXtR(C, A) — EXtR(C ,A)
P Exti(C", A) —— Exth(C, A) —— Exti(C’, A) —— ..

in Ab.
(iii) Ist C projektiv oder A injektiv, folgt Exth(C, A) =0 firn > 1. B
(iv) Ist A eine injektive Auflosung A, folgt Exts(C, A) = H"Hompg(C,2l) fir alle
n > 0. Entsprechend mit einer projektiven Aufiésung € von C.
(v) Es ist
Exty(C, [T 4i) = [ Bxti(C, Ay)
iel el
und
Ext;g(]_[ci,A) = ] Ext(Ci, A).
el el
Beweis. Bei (i) ist F = Hompg(C,—) linksexakt, also R°F = F. Bei (ii) entsteht die
erste lange Folge wie in (6), die zweite mit

Ext? 1 (C", A) -- 2% - - Ext},(C", A)
2 ¢
Exty (C', A) —— Extp(C", 4)

Bei (iii) ist fiir gA injektiv der Funktor G = Homp(—, A) exakt, also alle Rechtsablei-
tungen R"G = Bxtp(—, A) = 0 fiir alle n > 1. Ist gC projektiv, so ist F = Hompg(C, —)
exakt, also alle R"F = Ext%(C,—) = 0 fir n > 1. Die Aussage (iv) beweist man wie in
(7,52).

Schlieflich vertauscht F' = Hompg(C,—): R-Mod — Ab mit direkten Produkten,
also auch R°F = F, also auch R™F fiir n > 1; das folgt wie in (7,52) mit

0 A; Y, Z; 0

und Y; injektiv.
Der Funktor G = Homp(—, A): R-Mod — Ab verwandelt Koprodukte in Produkte:

w: HomR<HC¢,A> - HHomR(C’i,A)
iel el
g9 — (9€i)ier
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mit den kanonischen Injektiven ;: C; — [[;c; C;. Also tut dies auch R'G = G und
damit auch alle R"G fur n > 1. ]

Folgerung. Ist R ein Hauptidealring, gilt Ext(C, A) = 0 fir alle n > 2.

Beweis. Sei
0 A Y Z 0

exakt mit Y injektiv. Weil Z teilbar, also nach (3,F2 zu S3) sogar injektiv ist, folgt aus

0 = Ext’>(C, Z) — Ext}(C, A) — Ext}(C,Y) =0

fiir alle n > 2 die Behauptung. O

Lemma 1. Es ist genau dann Exth(C, A) = 0, wenn jede kurze exakte Folge

zerfallt.

Beweis. Sei zuerst Exth(C, A) = 0. Dann ist
Homp(C, B) — Hompg(C, C) — ExtR(C, A) =0

exakt und es folgt 1¢ = f«(0) = fo mit 0: C — B.
Sei umgekehrt

u v

0 A Y VA 0

exakt und Y injektiv. Es folgt, dass v.: Hompg(C,Y) — Hompg(C,Z) surjektiv ist,
denn sei f € Homp(C, Z). Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

worin das zweite Quadrat ein Faserprodukt ist und a(a) = (u(a), ¢). Nach Voraussetzung
gilt v/ = 1¢ fiir ein 0: C — B. Dann ist f’o ein Urbild von f. Damit folgt aus

Homp(C,Y) —— Homp(C, Z) —— Exth(C, A) —— 0

die Behauptung. O
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Bemerkung. Seien A,C' € R-Mod. Eine Erweiterung von A durch C ist eine kurze
exakte Folge

E=0 A B C 0,

und E; heifit dquivalent zu FEs, in Zeichen E1 = FEs, wenn es einen Homomorphismus
p: By — By gibt mit

0 A B C 0
|
0 A B C 0

kommutativ. Nach dem Schlangenlemma ist ¢ ein Isomorphismus, mit ¢ ~1: By — By,
also auch Fy = E;. Klar ist = eine Aquivalenzrelation und die Menge aller Aquivalenz-
klassen von Erweiterungen von A durch C' wird mit e(C, A) bezeichnet. Auf ihr kann
man eine abelsche Gruppenstruktur [F4] 4 [Es] definieren, die so genannte Baer’sche
Addition, und dann gibt es einen Gruppenisomorphismus w: Extk(C, A) % e(C, A)
mit w(0) die Aquivalenzklasse der zerfallenden Folge

0— A——Axc -2 c—o.

Lemma 2. Fir A # 0 und n > 0 sind dquivalent:
(i) id(A4) < n.
(i) Ext%(C,A) =0 fir alle k > n+ 1 und alle rC.
(iii) ExtytH(R/I, A) =0 fir alle Linksideale I C rR.
(iv) In jeder injektiven Auflosung

A= 0 A A0 Al
ist im ™ injektiv.

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (iv) ist klar, ebenso (i—ii) und (ii-iii). Es bleibt
also (iii—iv). Aus 2 wie angegeben folgt

Exth(R/I,ima™) = Ext%(R/I,ima™ ') = ... 2 Ext}H(R/I, A) = 0.
Damit folgt die Behauptung, denn fiir alle Linksideale I C grR ist

Homp(R, im a™) —— Hompg(I,ima") —— Exth(R/I,im a™)
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exakt, d.h.

I R
ima”
und nach dem Baer’schen Kriterium ist im o injektiv. O

Bemerkung. Im projektiven Fall gelten fiir rC # 0 und alle n > 0 die entsprechenden
Aquivalenzen
(i) pd(A) <n.
(ii) Exth(C, A) =0 fiir alle k > n + 1 und alle RA.
(iv) In jeder projektiven Auflosung

@2 a1 «@Q

C= .- C1 Co C 0

von C' ist im «y, projektiv.
Aber es gibt keine zu (iii) duale Aussage: Aus Exts(C, A) = 0 fiir alle “kozyklischen”
Z~Moduln A folgt nicht, dass C' projektiv ist. Zum Beispiel hat man Q. Auch fir die
Voraussetzung “artinsch” statt “kozyklisch” gibt es Gegenbeispiele.
Unter dem Zusatzaxiom V = L, d.h. alle Mengen sind konstruierbar, zu ZFC folgt
aus Ext%(C, Z) = 0, dass C projektiv ist. Unter der Negation der Kontinuumshypothese
und Martins Axiom gibt es Z-Moduln C mit Ext}(C,Z) = 0, die nicht projektiv sind.

Folgerung 1. Fir n > 0 sind dquivalent:
(i) id(A) < n fir alle A # 0.
(ii) pd(C) < n fir alle gC # 0.
(iii) pd(R/I) < n fir alle Linksideale I C rR.
Falls R rechtsnoethersch ist, folgt aus diesen dquivalenten Bedingungen auch pd(M) <n
fiir alle Mp # 0.

Beweis. Sei zuerst (i) angenommen. Dann ist nach (L2) Ext%(C, A) = 0 fiir alle k >
n+ 1 und alle gA, rC, d.h. die projektive Dimension pd(C) < n fiir alle gC # 0. Die
Richtung (ii—iii) ist klar und bei (iii—i) ist Ext;" (R/I, A) = 0 fiir alle I C pR und alle
Linksmoduln rpA. Nach (L2) ist also id(A) < n fir alle g A.

Fiir den Zusatz folgt aus (ii), dass fd(C) < n fiir alle gC' # 0, d.h. nach (7,1.2) fd(B) <
n fiir alle Bg # 0, denn betrachte Tor’ (B, C). Nach (7,33) folgt pd(B) = fd(B) < n
fiir alle endlich erzeugten Rechtsmoduln Br # 0. Wegen noethersch ist also pd(M) <n
fiir alle Mp # 0. O

Ist R kommutativ, wird Homp(C, Q(A)) zu einem R-Kokomplex durch die Operation
(r.f)(c) =rf(c) = f(rc), so dass alle Ext'’z(C, A) sogar R-Moduln sind. Ist f: A — A
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die Multiplikation mit r» € R, so ist auch f.: Ext%(C,A) — Exti(C,A) die Mul-
tiplikation mit r wie in (7,L3). Ist analog g: C — C die Multiplikation mit r, so
auch ¢*: Ext}(C,A) — Ext}(C,A). Ist speziell rA = 0 oder rC' = 0, so folgt
rExth(C,A) = 0.

Beispiel 1. Ist R ein Integritatsring mit KX = Quot(R) und rA torsionsfrei und rC
torsion, so gilt Exth(C, A) = Hompg(C, K/R®g A).

In der Tat ist
0— A— K®rA—K/RRr A—0

exakt nach (6,B5), weil A torsionsfrei ist, also auch

0 — Hompg(C, K/R®r A) — ExtR(C, A) — 0,

denn es ist Exth(C, K ®@p A) = 0, weil K ®p A torsionsfrei und teilbar, insbesondere
injektiv ist, und Hompg(C, K ®r A) = 0, weil K @ A torsionsfrei ist.

Beispiel 2. Fiir jeden Nichtnullteiler » € R gilt

Anny(r) n=0
Exty(R/(r),A) =< A/rA n=1
0 n > 2

In der Tat ist

T 14

0—R R

R/(r) — 0

exakt, wenn r kein Nullteiler ist, und man erhélt die exakte Folge

r

0 — Hompg(R/(r),A) — A

A — Exth(R/(r), A) — Exth(R, A) =0

also Hompg(R/(r), A) = ker(7¥) = Ann,(A), und Exth(R/(r), A) = A/rA.

Beispiel 3. Ist R ein Hauptidealring und A beschrinkt, d.h. rA = 0 fir ein 0 # r € R,
und C torsionsfrei, so gilt Exth(C, A) = 0.
In der Tat ist

T

0—C

2 C/rC —0

exakt, also auch

Exth(C/rC, A) — Exth(C, A) —— Exth(C, A) — Ext%(C/rC, A) = 0.
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Aber 7 annulliert A, also ist 7: Exth(C, A) — Ext}k(C, A) die Nullabbildung, die sur-
jektiv ist wegen Ext%(C/rC, A) = 0. Also ist ExthL(C, A) = 0.

Wir haben gezeigt, dass fiir einen Hauptidealring R und einen beschrankten Untermo-
dul U von M, fiir den M /U torsionsfrei ist, schon U C® M folgt.

Lemma 3. Seien R kommutativ, A,C € R-Mod und x1,...,x, € Anng(C) Ringele-
mente, so dass x1 ein Nichtnullteiler beztiglich A ist, xo ein Nichtnullteiler beziiglich
A/x1A, allgemeiner xz; ein Nichtnullteiler beziglich A/(x1,...,x;—1)A ist. Dann gilt
Exth(C, A) = 0 fiir i <n und Ext(C, A) = Hompg(C, A/(x1, ... ,2,)A).

Beweis. Sei zuerst n = 1. Dann ist Hompg(C,A) = 0, denn sei f: C — A ein R-
Homomorphismus und ¢ € C. Dann ist z1f(c) = f(z1c) = 0, also f(c) = 0, wegen den
Voraussetzungen iiber x1. Aus der Exaktheit von

xr1

0— A

A— A/z1A—0

folgt die Exaktheit von

xT

0 = Hompg(C, A) — Hompg(C, A/z1A) — ExtkL(C, A) — ExtkL(C, A).
Aber z; € Anng(C), also ist x1: Exth(C, A) — Exth(C, A) die Nullabbildung, also
folgt Ext}h(C, A) = Hompg(C, A/x1A).

Sei nun n > 1. Dann gilt nach Induktion Ext%(C, A) = 0 fiir alle i < n — 1 und
Exty H(C, A) = Homp(C, A') mit A’ = A/(z1,...,z,-1)A. Nach Voraussetzung ist auch
xn € Anng(C) ein Nichtnullteiler beziiglich A’, also folgt wie im Fall n = 1, dass
Homp(C, A’) = 0. Mit A” = A/ A folgt wieder nach Induktion, dass Exts 1(C, A”) =
Homp(C, A/(x1,...,2,)A) und aus der exakten Folge

x1

0— A4

A— A"

0
folgt Ext(C, A) = Ext’y 1(C, A”), weil Multiplikation mit 21 auf Ext(C, A) die Null-
abbildung induziert. O

Bemerkung. Ist k£ ein Kérper und R = k[X},..., X,], so folgt

» 0 1<
EXt%(kv R) = { Z "
k i=n
In der Tat folgt mit m = (Xy,...,X,), dass R/m = k und X1,...,X, € Anng(R/m).
Klar ist X ein Nichtnullteiler beziiglich R, X5 ein Nichtnullteiler beziiglich R/(X1) =
k[X2,...,Xy] und so weiter. Aus (L3) folgt dann die Behauptung.
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IX. M-reguldre Folgen

Sei ab jetzt R stets kommutativ. Ein Primideal p heifit assoziiert zu einem R-Modul
M, wenn es ein u € M gibt mit p = Anng(u), und Assg(M) sei die Menge aller zu M
assoziierten Primideale.

Beispiele.
(i) Sei R ein Integritatsring und M # 0 torsionsfrei. Dann ist Ass(M) = {0}, denn ist
0#ue M, soist Anng(u) = 0.
(ii) Ist p ein Primideal in R, so ist Ass(R/p) = {p}.
(iii) Fir R =7Z und M = Q/Z ist Assz(Q/Z) = {(p): p prim}, denn 0 ¢ Ass(Q/Z) ist
klar und (p) = Annz(1/p).

Lemma 1.
(i) Aus U C M folgt Ass(M) C Ass(U) U Ass(M/U).
(i) Aus U C® M folgt Ass(M) = Ass(U) U Ass(M/U).
(iii) Ist U grof$ in M, so ist Ass(M) = Ass(U).

Beweis.
i) Sei p € Ass(M), also R/p = M; C M. Falls My NU # 0, folgt fiir ein beliebiges
0 # u € M1NU nach (B2), dass Anng(u) = p ist, also p € Ass(U). Falls MiNU = 0,
ist My — M /U, also p € Ass(M/U).
(ii)) Aus V@ U = M folgt V = M/U, also Ass(M/U) = Ass(V) C Ass(M).
(iii) Ist p € Ass(M), also R/p = M; C M wie oben, so folgt M1 N U # 0 nach der
Definition von “gro8” in (5), also wie in (i) bereits p € Ass(U).
O

Folgerung. Ist M = @,c; M;, so ist Ass(M) = U,y Ass(M;).

Beweis. Natiirlich ist ;c; Ass(M;) C Ass(M). Sei p € Ass(M), etwa p = Anng(u) mit
u e @,_y M;,. Esfolgt p € Ass(P, M;,) = Up—; Ass(M;,) C U;e; Ass(M;). O

Satz 1. Sei R noethersch und gM # 0 endlich erzeugt. Dann gilt:
(i) Ist po ein minimales Primideal iber Anng(M), so folgt po € Ass(M).
(ii) Die Menge Ass(M) ist nicht leer und endlich.
(iii) Genau dann ist x € |JAss(M), wenn x ein Nullteiler beziiglich M ist.
(iv) Genau dann ist x € (Ass(M), wenn x nilpotent beziiglich M ist, d.h. x*M = 0
fir ein e > 1 ist.

Beweis.
(i) Aus M = Yi"; Ru; folgt Anng(M) = NiL; Anng(u;) C po, also Anng(u;) C po
fiir ein 7, da pg prim ist, so dass die Menge

M={aCR:aCpyund a =Anng(u) fir ein u € M}
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(i)

nicht leer ist. Da R noethersch ist, existiert ein maximales Element ag = Anng(ug)
von M. Das ist ein Primideal (also Anng(M) C ag C po und ag = pp), denn sei
xy € ap und x ¢ ag. Dann ist Anng(zug) C po, denn andernfalls, etwa sxug = 0
und s ¢ po, wire Anng(sup) C po und wegen der Maximalitat von ag wére dann
ap = Annpg(sug), also wire x € ag. Wegen der Maximalitdt von agy folgt ap =
Anng(zup). Aus y € Anng(zug) folgt also y € ap.

Die Menge {p € Spec(R): Anng(M) C p} ist induktiv nach unten geordnet, hat
also nach Zorn ein minimales Element p;. Nach (i) folgt R/p; = M; C M. Falls
M, # M, gilt ebenso R/ps = Msy/M; C M /M, also gibt es — da M noethersch
ist — eine endliche Kette

0=MyC My C My G- CM=M
mit M;/M,;_1 = R/p; fir alle 1 <i < k. Nach (L1,i) folgt
Ass(M) C Ass(M;) U Ass(Ma /M) U -+ U Ass(My/My_1),

also Ass(M) C {p1,...,px}.

Sei zz € p € Ass(M) und p = Anng(u). Dann ist zu = 0 und u # 0. Ist umgekehrt
zu = 0 fur ein 0 # u € M, so ist Ass(Ru) # 0, etwa p € Ass(Ru). Dann ist
x € Anng(Ru) C p € Ass(M).

Sei x € (N Ass(M) und

0=MyCM CMyC--CMp=M

mit M;/M;—1 = R/p;. Fir jedes p; existiert ein minimales Primideal g; iiber
Anng(M) mit q; C p; und es folgt q; € Ass(M). Also ist € q;, d.h. es gilt
x(M;/M;_1) = 0 fiir jedes . Daraus folgt ¥ M = 0.

Umgekehrt folgt aus M = 0, dass z¢ € Anng(M) C p fur alle p € Ass(M). O

Beispiel. Es ist Ass(kY/EN) = 0.

Folgerung. Ist R noethersch, pRM # 0 endlich erzeugt und Ann,s(a) = 0, so enthélt a
einen Nichtnullteiler beziiglich M.

Beweis. Seien zundchst R und a beliebig und a C q; U- - -Ugy, mit Primidealen g;. Dann
folgt a C q; fiir ein j, denn man kann annehmen, dass die q; paarweise unvergleichbar
sind und dass m > 2. Wire a ¢ q; fur alle i, so wére aqy...q;...q, € q; fir alle
1 <i<m,etwax; €aqi...q;... Gy, aber z; ¢ q;. Aber dann wére Y, x, € a aber
>, xy & q; fur alle 4.

Sei nun R noethersch, M endlich erzeugt und Annjys(a) = 0. Angenommen alle = € a
sind Nullteiler beziiglich M. Damit folgt a C |J Ass(M ), also a C q € Ass(M ), da Ass(M)
endlich ist. Mit ¢ = Anng(v) folgt 0 # v € Annj(a). O
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Lemma 2 (Nakayama). Sei M endlich erzeugt und a-teilbar, d.h. aM = M. Dann gibt
es ein x € a mit xu = u fir alle w € M. Man beachte, dass

n
aM = {Zaiui: nzl,aiea,uiEM}.
i=1

Beweis. Ist M endlich erzeugt, M = 7" | Ru;, gilt nach Voraussetzung u; = 3774 aijuj,
also

1-— ail —ai2 e —Q1n (75}

—a91 1-— agzy ... —a2n (75
= ()7

—Qn1 —apa ... 1l—apy Unp,

d.h. mit der Matrix D = (6;; — a;;) € R"*"™ und ihrer Adjunkten D gilt DD = dE,, mit
d=det(D) =1—x fiir ein x € a. Aus du; = 0 fiir alle i folgt (1 —2)M =dM =0, d.h.
(1 —2)u=0 fir alle w € M, bzw. zu = u fiir alle u € M. O

Fiir jeden Ring R heifit J = (Max(R) das Jacobsonradikal von R. Falls x € J, liegt
1 — z in keinem maximalen Ideal, d.h. 1 — z € R*. Man erhélt die klassische Form des
Lemmas von Nakayama:

Folgerung. Ist M endlich erzeugt und JM = M, so folgt M = 0.

Beweis. Nach (L2) gibt es ein x € J mit (1 —z)u = 0 fiir alle uw € M. Aber (1 —2z) € R*,
also folgt M = 0. O

Ist M ein R—Modul, so heifit eine Folge x1, ..., z, von Ringelementen M-reguldr oder
kurz M-Folge, wenn gilt

(i) (z1,...,2p)M # M und

(ii) x1 ist Nichtnullteiler beziiglich M, zo ist Nichtnullteiler beziiglich M /z1M und

allgemeiner ist z; ein Nichtnullteiler beziiglich M/(x1,...,z;—1)M fur alle ¢ > 1.

In diesem Fall sind die x; paarweise verschieden, sogar x1M C (x1,2z2)M C ..., denn
ware (21, ...,Tm)M = (z1,...,Zm-1)M, so ware xp, 1M C (r1,...,2,)M, also wegen
(ii) bereits M C (z1,...,xm)M, was wegen (i) unmoglich ist.

Liegen alle z; in einem gemeinsamen Ideal a, so heifit x1,...,x, eine M-Folge in a
und dann ist Annps(a) = 0, weil z; ein Nichtnullteiler beziiglich M ist.

Beispiel 1. Sei A # 0 ein kommutativer Ring. Dann bilden die Variablen x1, ..., z, im
Polynomring R = A[x1,...,x,| eine R—Folge.

Beweis. Die Bedingung (i) ist klar. Aus z1f = 0 folgt natiirlich f = 0. Ist zof € (x1),
folgt mit f = 3", giz', worin alle g; unabhéngig von x1 sind, dass w299 € (71), d-h. go =0
und es folgt f € (x1). Analog folgt der Rest von Bedingung (ii). O
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Beispiel 2. Seien A und B kommutative Ringe, A # 0 und by, by eine B-Folge. Im
Produkt R = A x B ist dann z1 = (1,b1), 2 = (0, b2) eine R—Folge, nicht aber za, x;.

Lemma 3. Sei R noethersch, M endlich erzeugt und x1,...,x, eine M-Folge im Ja-
cobsonradikal J = (YMax(R). Dann ist auch jede Permutation der x; eine M—Folge.

Beweis. Bedingung (i) ist trivialerweise erfiillt, genau wie die Aussage im Fall n = 1. Sei
also n = 2. Dann ist x9 ein Nichtnullteiler beziiglich M, denn Anny;(z2) ist durch z;
teilbar, also erst recht J—teilbar, d.h. nach Nakayama ist Annys(z2) = 0. Um zu sehen,
dass Annps(z2) durch x4y teilbar ist, sei u € Annyy(ze). Dann ist zou = 0, also u = xv,
da x1, zo eine reguldre Folge ist. Wegen 0 = xox1v, also zov = 0, ist v € Annyy(x2).
Natiirlich ist z; ein Nichtnullteiler beziiglich M /xo M, denn ziu € xo M, etwa z1u = xav,
impliziert v = zyw, weil 9 ein Nichtnullteiler beziiglich M /xzi M ist. Zusammen folgt
z1(u — xow) = 0, d.h. u € x9M, weil x; ein Nichtnullteiler beziiglich M ist.

Der Fall n > 3 folgt, weil jede Permutation ein Produkt von Nachbarnvertauschungen
ist und fiir Nachbarnvertauschungen folgt das Resultat aus dem Fall n = 2. O

Satz 2. Sei R noethersch, M endlich erzeugt und aM # M. Dann gilt:
(i) Es gibt einn > 0 mit Exth(R/a, M) # 0, und das kleinste n mit dieser Eigenschaft
heifit die Tiefe von M in a, in Zeichen tq(M).
(ii) Ist to(M) =0, so gibt es keine M —Folge in a.
(iii) Ist to(M) =n > 1, so gibt es eine M ~Folge x1,...,x, in a, und fir jede weitere
M ~Folge y1,...,yp in a gilt p < n; ist p < n, so ldsst sich y1,...,y, zu einer
M-Folge y1,...,Yp, Zp+1,-- -, 2n N a erginzen.

Beweis.

(i) Angenommen, alle Ext(R/a, M) wiren 0. Dann hitte man insbesondere, dass
Hompg(R/a, M) = Annps(a) = 0, so dass a nach (S1,F) einen Nichtnullteiler x;
beziiglich M enthilt. Nach (8,1.3) ist Exth(R/a, M) = Homg(R/a, M/z1M) = 0,
so dass wieder a einen Nichtnullteiler z9 beziiglich M/x1 M enthélt, und so weiter.
Man erhélt eine Folge

(z1) C (z1,72) & (21,72, 73) S ...

im Widerspruch zur Annahme, dass R noethersch ist.

(ii) Ist tq(M) =0, so ist Homp(R/a, M) = Annjs(a) # 0, so dass a nur aus Nullteilern
beziiglich M besteht.

(iii) Sei tq(M)=mn > 1. Dann sind

und wie in (i) erhdlt man eine M-Folge z1,...,zy in a. Ist y1,...,y, eine weitere
M-Folge in a, folgt p < n, denn wére p > n, so ware

Exth '(R/a, M) = --- = Extjy(R/a, M) = 0
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im Widerspruch zu tq,(M) = n.
Ist aber p < n, folgt mit M’ = M/(y1,...,yp)M, dass

Exth,(R/a, M) =~ Hompg(R/a,M') =0

ist, also a einen Nichtnullteiler 2,41 beziiglich M’ enthélt. Man erhéalt eine M -Folge
Yis---sYp, Zp+1 i a. Iteration liefert eine M-Folge y1,...,¥p, 2p+1,..., 2, ina. [

Folgerung 1. Sei R noethersch, M endlich erzeugt und aM # M. Dann gilt fiir jede
M-Folge x1,...,z, in a, dass

ta(M/(21,...,2p)M) = ta(M) — p.

Beweis. Es geniigt hier, den Fall p = 1 zu zeigen. Auch M' = M /x1 M ist endlich erzeugt
und aM’ # M’, wegen x1 € a, und aus der kurzen exakten Folge

1

0— M M —— N 0

erhalt man die exakte Folge
Extiy(R/a, M) —— Exth(R/a, M) — Exti!(R/a, M) —— Ext’I'(R/a, M).

Aber Multiplikation mit z; ist 0 auf Ext' 1 (R/a, M), also ist der Homomorphismus
Exth(R/a, M') —» Ext (R/a, M) ein Epimorphismus. Tst tq(M) =n > 1, so ist

0 = Ext}y *(R/a, M) — Ext; '(R/a, M') — Ext(R/a, M) — 0

exakt, also to(M') =n — 1. O

Folgerung 2. Sei R noethersch, M endlich erzeugt und aM # M. Dann gibt es ein
Primideal p D a mit pM # M und

Beweis. Bei tq(M) = 0, d.h. Annys(a) # 0, folgt mit irgendeinem p € Ass(Annps(a)),
dass a C p und pM # M, denn sonst wére (1 —z)M = 0 fiir ein « € p nach dem Lemma
von Nakayama und 1 — 2z € a C p im Widerspruch zu p # R. Wegen p € Ass(M) ist
R/p — M, also Anns(p) # 0. Daraus folgt t,(M) = 0.

Ist tq(M) = n > 1, wahle man eine M—Folge z1,...,z, in a. Fir den Faktormodul
M' = M/(z1,...,2,)M ist to(M) = 0. Also existiert ein Primideal p D a mit pM’ # M’
und tp(M’) = 0. Dann ist pM # M und t,(M) = n. O
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Folgerung 3. Sei R noethersch, M endlich erzeugt und aM # M. Dann gilt fiir jedes
Ideal a C b C v/a, dass auch bM # M ist und

ta(M) = th(M)'

Beweis. Es ist bM # M, denn sonst wére nach Nakayama (1 —b)M = 0 fiir ein b € b,
mit b° € a fir ein e > 1 wére also aM = M. Mit einem a C p wie in (F2) folgt
ta(M) = tp(M) > tp(M), denn b C \/a C p, und Klar ist tq(M) < tp(M). O

77



X. Der lokale Fall

Ein kommutativer Ring R heifit lokal, wenn er genau ein maximales Ideal m besitzt.
Dann heifit £ = R/m der Restklassenkorper von R. Zum Beispiel sind Korper lokal; der
Potenzreihenring R = K[Xi,...,X,] tber einem Korper K ist lokal mit maximalem
Ideal m = (X3,...,X,,); der Ring R =Z/(p"™) mit n > 1 ist lokal mit maximalem Ideal

m = (p).

Bemerkung. Sei (R, m) lokal und M ein beliebiger R—Modul. Dann gilt:
(i) Esist mM = ({U C M: U C M maximal}. Dieser Untermodul heiit das Jacob-
sonradikal von M.
(ii) Esist Annps(m) =Y {U C M: U ist einfach}. Dieser Untermodul heit der Sockel
von M.

Beweis.

(i) Ist U € M maximal, so ist M/U = R/m, also mM C U. Sei umgekehrt v €
M ~mM. Dann gibt es einen k~Homomorphismus f: M/mM — k mit f(v) # 0.
Dann ist v ¢ ker(f o v) mit der kanonischen Abbildung v: M —» M/mM und
ker(f ov) C M ist maximal.

(ii) Der Untermodul Annps(m) wird durch m annulliert, ist also ein k—Vektorraum und
hat eine k—Basis (u;);cr. Das heifit

Annys(m) = @kul = @Rui.
iel i€l
Alle Ru; = k sind einfach und es folgt die Richtung “C”. Die andere Richtung folgt
wie in (i). O

Lemma 1. Sei (R,m) lokal, M endlich erzeugt und n = dimyg(M/mM).
(i) Jedes Erzeugendensystem von M enthdlt ein unverkirzbares Erzeugendensystem,
und jedes unverkiirzbare FErzeugendensystem von M hat genau n Elemente.
(ii) Es gibt einen Epimorphismus f: F'—» M derart, dass F' frei und ker(f) C mF ist.
Der Modul F' ist dadurch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, ndamlich FF = R"™.

Bewets.

(i) Bein =0 ist mM = M, also nach Nakayama M = 0, so dass ) ein unverkiirzbares
Erzeugendensystem von M ist. Bei n > 1 gilt fiir jedes Erzeugendensystem .S von
M, dass {5: s € S} ein Erzeugendensystem des k—Vektorraums M/mM ist, also
eine k—Basis {s1,...,3,} enthélt. Insbesondere gilt |S| > n fiir jedes Erzeugenden-
system S von M. Damit ist S” := {s1,..., s, } ein unverkiirzbares Erzeugendensys-
tem von M, denn mit U = 3, Rs; folgt U + mM = M, denn U = M, also ist
m- M/U = M/U und mit Nakayama folgt U = M.
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(ii) Bei n = 0 setze F' = 0. Bei n > 1 wahle ein k-Basis {51, ...,5,} von M/mM und
dann ist §: R" — M mit 5(e;) = s; ein Epimorphismus, denn wie in (i) erzeugen
51,...,5, ganz M, mit ker 3 C mR", denn modulo m ist 3: R"/mR" — M /mM
ein Epimorphismus, also sogar ein Isomorphismus, denn fiir die k-Dimensionen gilt
dimy R"/mR" = dimy M /mM.

Ist (F, f) wie angegeben, wird f: F/mF — M/mM ein Isomorphismus, denn
ist f(v) = 0, also f(v) € mM. Schreibe f(v) = > x;f(v;), damit folgt dann
v—> z;v; € ker f CmF, also v € mF, dh. v = 0. Mit F' = R folgt k) = kn,
also |I| = n. O

Folgerung. Ist (R, m) noethersch und lokal, so sind fiir einen endlich erzeugten Modul
M aquivalent:
(i) M ist frei.
(ii) M ist projektiv.
(iii) M ist flach.
(iv) Torf(M, k) = 0.

Beweis. Nur (iv—i) ist zu zeigen: Mit f: FF —» M wie in Teil (ii) des Lemmas und
K =Xker f ist in

®1
o ToR(M, k) — Kopk— Fork X Mok — 0

l
0 2 K
F/mF —— M/mM
f

die obere Zeile exakt und f ® 1 ein Isomorphismus, also K/mK = K ®p k = 0. Es folgt
K = 0 nach Nakayama, das heifit M = F ist frei. O

Bemerkung. Fiir (iv—iii) bzw. (ili—ii) vergleiche (VIL,L2) bzw. (VIL,S3), und nach
Kaplansky ist iiber einem lokalen Ring jeder projektive Modul frei.

Lemma 2. Sei (R, m) noethersch und lokal und M # 0 endlich erzeugt. Dann gilt genau
dann pd(M) < n, wenn Ext)yt (M, k) = 0.

Beweis. Sei Exts™ (M,k) =0 und f: F —» M wie in (L1), d.h. F endlich erzeugt und
frei und K =ker f CmF'. Bei n =0 ist

Homp(F, k) ~— Homp(K, k) — ExthL(M, k) =0
exakt, wobei t: K — mF die Inklusion sei. Es ist +* = 0, denn fiir jedes a: FF — k

ist a(mF') = 0, also a(K) = 0. Damit folgt Homp(K,k) = 0, also K/mK = 0. Nach
Nakayama folgt K = 0, da K endlich erzeugt ist, weil R noethersch ist. Also ist M frei.
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Bei n > 1 folgt aus
0 = Ext}(F, k) — Exth(K, k) — Ext®™ (M, k) =0
nach Induktion K = 0 oder pd(K) <n — 1, so dass man fiir jeden R—Modul A
0 = Ext}h(K, A) — ExtitH (M, A) — Ext3™(F, A) = 0

hat, d.h. pd(M) < n. O

Folgerung. Sei (R, m) noethersch und lokal, M endlich erzeugt und z1,...,z, eine M-
Folge. Dann gilt pd(M/(z1,...,2p)M) = pd(M)+p. Ist speziell z1, ..., x, eine R-Folge,
so ist pd(R/(z1,...,2p)) =D.

Beweis. Induktiv kann man p = 1 annehmen und mit M’ = M/x1 M erhilt man aus

1

0—M

M— M

0

die lange exakte Folge

1 xr1

Extly (M, k) — Exte (M’ k) — Ext' (M, k)

Aber auf k ist Multiplikation mit 27 die Nullabbildung, also ist der Homomorphismus
Extiy (M, k) —» Extt (M, k) surjektiv und Extly (M, k) < Extif (M, k) ein Mono-
morphismus. Falls pd(M) = oo ist, folgt nach (L2) auch pd(M') = co. Falls pd(M) = n,
folgt pd(M') =n+ 1. O

Hilfssatz. Sei (R,a) beliebig und a: A — B ein Homomorphismus mit A endlich
erzeugt und frei und ima C aB. Dann sind alle o Exth(R/a, A) — ExtR(R/a, B)
null.

Beweis. Es ist a € a-Hompg(A, B), denn mit A = R™ und m > 1 ist der Homo-
morphismus w: Hompg(A4, B) — B™ mit w(f) = (f(e1),..., f(em)) ein Isomorphis-

mus und nach Voraussetzung ist w(a) € aB™. Mit @ = } xjo; mit z; € a folgt
ar, = Y zj(aj)s: Exth(R/a, A) — Extir(R/a, B), aber Multiplikation mit jedem x;
ist die Nullabbildung auf R/a. Also ist o, = 0. O

Satz 1 (Auslander-Buchsbaum). Sei (R, m) noethersch und lokal, M # 0 endlich erzeugt
und pd(M) < oco. Dann gilt

pd(M) = tu(R) — tm(M).
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Beweis. Wir fiihren Induktion iiber n = pd(M). Bei n = 0 ist M = R™, m > 1, nach
(L1,F). Wegen Extz(R/m, M) = Extz(R/m, R)™ ist also tn(R) = tm(M).
Sei nun n = 1. Wahle eine exakt Folge

0— A—B—M—0

mit B endlich erzeugt und frei und im o C mB. Dann ist auch A # 0 endlich erzeugt
und frei nach (L2), denn Exth(A, k) = Ext% (M, k) = 0. Also sind in der langen exakten
Folge

0 — Hompg(k, A) = Homp(k, B) — Hompg(k, M) — Exth(k, A) = Exth(k, B)

alle o, = 0. Aus Homp(k, A) = 0 folgt dann t,(R) > 1. Schreibe also tm(R) = s+ 1 mit
s> 0. Aus

Ext’(k, B) — Ext%(k, M) — Ext™1(k, A)

folgt tm(M) = s, denn Extj(k, M) # 0 wegen Ext5 (k,R) # 0 und fiir i < s ist
Exty(k, M) = 0.
Bei n > 1 folgt mit derselben exakten Folge

0—A>~B—M—0,

dass A # 0 endlich erzeugt ist und pd(A) = n—1, denn es ist Exty (A, k) = Ext ! (M, K)
fir alle ¢. Nach Induktion folgt n — 1 = tpn(R) — tm(A). Aus tn(R) > 1 folgt dann
So(R) = Anng(m) = 0. Aus So(B) =0, So(A) = 0 und tn(A) > 1 folgt tm(R) > 0, also
tm(R) = s+ n fur ein s > 0. Wie oben folgt dann tn(A4) = s+ 1, tm(B) = s+ n und
tm(M) = s. O

Bemerkungen. Sei weiter (R, m) noethersch und lokal, M # 0 endlich erzeugt.
(i) Falls pd(M) = oo, kann sogar ty,(R) < tm(M) sein, zum Beispiel, wenn So(R) # 0,
aber So(M) = 0 ist: Wahle ein p C m und M = R/p.
(ii) Ist pd(M) < oo und So(R) # 0, so ist nach dem Satz M bereits projektiv.

Ein Untermodul U von M heifit klein von M, wenn aus X + U = M stets folgt, dass
X=M.

Beispiele.

(i) Sei R ein Integritdtsring mit Quotientenkérper K # R. Dann ist jeder endlich
erzeugte Untermodul U von K klein in K, denn aus X + U = K folgt, dass K/X
endlich erzeugt und teilbar ist. Also ist /X = 0, denn ansonsten gibe es einen
Epimorphismus K/X —» R/m, es gabe also ein 0 # = € m, so dass R/m durch x
teilbar ist.
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(ii) Ist U C M klein und U C® M, so ist U = 0, denn aus X & U = M folgt X = M.
(iii) Ist (R, m) lokal und M endlich erzeugt, so ist mAM C M klein, denn aus X +mM =
M folgt m(M/X) = M/X, also M /X = 0 nach Nakayama.

Eine projektive Auflésung

a2 a1 a0

A2 A

A= - — A M—0

von M heifit minimal, wenn ker ci; C A; klein ist fiir alle ¢. Nicht jeder Modul besitzt eine
minimale projektive Auflésung, zum Beispiel M = K in (B1): Angenommen ag: Ag —
K hat kleinen Kern, ist ker ag + xAg = Ag fiir alle z # 0, also xAg = Ay fiir alle z # 0,
was unmoglich ist, wenn Ag projektiv ist.

Behauptung. Zwei minimale projektive Auflésungen von M sind stets isomorph.

Beweis. In einem Diagramm

As A Ap M 0
| | | fo 2

B B B N 0
2 B2 ! B1 0 Bo ’

in dem beide Zeilen minimale projektive Auflésungen sind, ist im fy 4+ ker 5y = By, also
fo ein Epimorphismus. Aus ker fo C ker ag, ker o klein in Ag und ker fo C¥ Aq folgt,
dass fp ein Monomorphismus ist. Genauso kann man fortfahren. O

Satz 2. Sei (R,m) noethersch und lokal mit Restklassenkorper k = R/m, M endlich
erzeugt. Dann gilt:
(i) M besitzt eine minimale projektive Auflosung

P'=.- — B Py Py M 0.

Darin sind die P; endlich erzeugt und frei und B; == rk(P;) heifit die i—te Betti—Zahl
von M. '
(i) Bs ist B;(M) = dimy Ext’y (M, k) = dimy, Torl*(M, k).

Bewess.
(i) Nach (L1) gibt es einen Epimorphismus po: R™ — M mit ker o C mR™, dann
einen Epimorphismus yf : R™ —» ker po mit ker gf € mR™ | und so weiter. Dann

ist

K2 Ho

I p— T2 mli o
O] R R R

M —0.

die gewtinschte minimale projektive Auflésung. Hier sind die p; jeweils die Kom-
positionen R™ —» ker p; 1 < R"i-1,
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(ii) In
Homp(P, k) = 0 — Homp(Py, k) — Homp(P1, k) — Homp(Py, k) — - -

sind alle Pfeile Null, denn

Hi+1

P

N

k

P

kommutiert wegen ker ;41 C mPyy 1, also ist Extiy(M, k) = Hompg (P, k) = k™.
Ebenso sind in

Bork= - — Po@rk— Pi@rk — Py®@prk — 0

alle Pfeile 0, denn es ist immer p;11(u) ® T = 0 wegen der Minimalitét von 3, also
ist Torl(M, k) = P, @g k = k™. O

Bemerkung. Ist 3, (M) = 0 fir ein n > 0, folgt 5;(M) = 0 fiir alle i > n.

Vermutung. Sei (R, m) noethersch und lokal, M und N endlich erzeugt, pd(M) < oo
und Tor}(M, N) = 0. Dann ist Tor®*(M, N) = 0 fiir alle i > n.

Hilfssatz. Sei R kommutativ und noethersch. '
(i) Sind A und C endlich erzeugte R—Moduln, so sind auch alle ExtR(C,A) und
Torf¥(C, A) endlich erzeugt.
(ii) Fiir jeden R-Modul M # 0 gilt id(M) < n genau dann, wenn Exts™ (R/p, M) =0
fiir alle p € Spec(R).

Bewess.
(i) Es gibt eine Auflésung

= —P— P — P —C—0
in der alle P; endlich erzeugt und frei sind, so dass in
HomR(q},A) = 0 — Hompg(Py, A) — Homp(P;, A) — Homp (P, A) — - --

und
PorA= - — PORA— PIQrA— P ®rA—0

alle Moduln endlich erzeugt sind, also auch alle (Ko-)homologiemoduln.
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(ii) Nur die Richtung “+” ist zu zeigen und nach (9,L.2) geniigt es Ext;t (R/I, M) =0
fiir alle Ideale I C R zu zeigen. Nach (9,L1) gibt es Ideale

I=LhChChC - Cl=R
mit [;/1;_1 = R/p; fir 1 < j <d. Aus
04)[1/IC—>I2/I—»IQ/I1 —0

und Il/I = R/pl und 12/11 = R/pg fOlgt EXtR(IQ/I, M) = 0, EXtR(Ig/I, M) = 0,
etc. SchlieBlich folgt Extr(R/I, M) = 0. O

Lemma 3. Sei (R, m) noethersch und lokal und M % 0 endlich erzeugt. Dann ist genau
dann id(M) < n, wenn Extyr(k, M) =0 fir allei > n+ 1.

Beweis. Ist A endlich erzeugt, Ext%(R/p, A) # 0 und p # m, so gibt es ein p C q mit
Ext'1(R/q, A) # 0: Sei x € m \ p und C' = R/p. Nach (9,S1) gibt es Untermoduln

OIUogUlg"'gUd:C/iL'C

mit U;/U;j—1 = R/q;. Insbesondere ist p + () C g; fiir alle 1 < j < d. Angenommen,
alle Ext' ' (R/q;, A) = 0, so wire Ext'y1(C/2zC, A) = 0. Mit

0—C-—"-—C—»C/zC—0

ist also auch

Extl(C, A) 2 Exth(C, A) — Ext™™(C/zC, A) = 0

exakt. Also ist Ext%(C, A) endlich erzeugt und m-teilbar, also nach dem Lemma von
Nakayama Ext%(C, A) = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung Ext’(R/p, A) # 0.

Sei jetzt M # 0 endlich erzeugt und Ext% (k, M) = 0 fiir alle i > n + 1. Angenommen,
es gibe ein Primideal py mit Ext);" (R/po, M) # 0. Dann ist pg # m, also po C p1
mit Ext;™?(R/p1, M) # 0. Also ist auch p; € pa mit Ext’s"(R/pe, M) # 0 und so
weiter. Man erhélt eine echt aufsteigende Kette von Primidealen in R im Widerspruch
zur Annahme, R sei noethersch. Also ist Ext’s (R/p, M) = 0 fiir alle p, also id(M) # n
nach dem Hilfssatz. O

Bemerkung. Im Unterschied zu (L2) geniigt bei “” nicht Ext’s" (k, M) = 0. Fiir R =
k[X1, Xs] ist tw(R) = 2, denn X1, X5 ist eine maximale R-Folge in m, also Exth(k, R) =
0, aber id(R) # 0, denn jeder injektive Integritétsring ist bereits ein Korper.

Ist (R, m) noethersch und lokal, M endlich erzeugt, so heifit uf(M) = dimy Ext%(k, M)
die i—te Bass—Zahl von M.
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Folgerung. Sei (R, m) noethersch und lokal. Dann sind fiir n > 0 dquivalent:

(i) id(A) < n fiir alle A # 0.

(') id(k) <
(ii) pd(C )<nfuralleC7é0

(i) pd(k) <
Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist die Folgerung zu (8,L2). Bei (ii’ —i) ist
Extl(k,A) = 0 fiir alle i > n + 1 und alle A, also nach (L3) id(k) < n. Bei (i’ —ii)
ist Ext%™(C, k) = 0 fiir alle C, also pd(M) < n fiir alle endlich erzeugten M # 0 nach
(L2). Also ist wieder nach der Folgerung zu (8,L.2) pd(C') < n fiir alle C' # 0. O

Fir die sogenannte globale Dimension gd(R) = sup{pd(C): 0 # C € R-Mod} gilt
also gd(R) = pd(k) = id(k).

Satz 3 (Bass). Sei (R, m) noethersch und lokal, M # 0 endlich erzeugt und id(M) < oco.
Dann gilt
id(M) = tn(R).

Beweis. Sei id(M) = n und tn(R) = m. AuBerdem sei C' # 0 ein endlich erzeugter
R-Modul mit pd(C) = m und ty(C) = 0: Bei m = 0 wihle C' = R, bei m > 1 wihle
eine R-Folge x1,...,Tm in m und definiere C = R/(x1,...,Zm).

Aus So(C) #0 folgt k—— C, also ist

Ext?(C, M) < Ext(k, M) — Ext’5 (coker a, M) = 0

exakt und Ext';(k, M) # 0 nach (L3). Es folgt Extz(C, M) # 0, also m = pd(C) > n
Angenommen, es wire m > n. Mit einem Epimorphismus 5: M — k erhilt man
dann
0 = Ext7(C, M) — Ext}}(C, k) — Ext}i "1 (C, ker ) = 0,

also wire Ext; (C, k) = 0 im Widerspruch zu pd(C) = m wegen (L2). O

Folgerung. Sei (R, m) noethersch und lokal und es existiere ein endlicher erzeugter
R-Modul M # 0 mit id(M) < oco. Dann gilt

tm(C) < tm(R)
fiir alle endlich erzeugten R—Moduln C # 0.

Beweis. Sei t(R) = id(M) = m. und t(C) = n. Falls n < m ist, gilt Ext}(C, M) = 0 fiir
alle ¢ > m — n: Fiir n = 0 ist das klar. Bei n > 1 gibt es ein x € m, das Nichtnullteiler
beziiglich C ist, also

0—C-—"—~C—»C/zC—0
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exakt ist. Fiir alle i > m —n, also i +1 > m — (n — 1), ist Extf(C/xC, M) = 0 nach
Induktion, so dass aus

Exth(C, M) = Exty(C, M) — Extiy {(C/2C, M) = 0

nach Nakayama bereits Ext%(C, M) = 0 folgt.

Falls n < m ist, gilt Extp™"(C, M) # 0: Fiir n = 0 ist t(C') = 0, also existiert eine
Einbettung k —— C und wie in (S3) folgt Ext (C, M) # 0. Bei n > 1 gibt es ein x € m,
das Nichtnullteiler beziiglich C ist, also

0—C-—"—~C—»C/z2C—0
exakt ist. Dann ist auch
Ext}"(C, M) — BExt " (C/xC, M) — Ext""(C, M) = 0

exakt und Ext}y "1 (C/2C, M) # 0 nach Induktion. Also ist auch Ext}}~"™(C, M) # 0.

Angenommen die Folgerung ist falsch, das heifit es existiert ein endlich erzeugter R—
Modul C # 0 mit t(C') > t(R) = m. Ohne Einschréankung sei t(C') = m + 1. Mit einem
x € m, das Nichtnullteiler beziiglich C ist, folgt t(C/zC) = m, also Ext})(C/xC, M) =0
nach der ersten Bemerkung oben. Aus

0 — Hompg(C/xC, M) — Hompg(C, M) —*— Homp(C, M) — Extp(C/2C, M) = 0

folgt mit Nakayama Homp(C, M) = 0, also auch Hompg(C/zC, M) = 0. Aber das wider-
spricht der zweiten Bemerkung oben: Homp(C/2C, M) = Ext%(C/zC, M) # 0. O

Bemerkungen.

(i) Aus (S3) folgt, falls tm(R) = 0, d.h. So(R) # 0 ist, dass ein endlich erzeugter Modul
mit endlicher injektiver Dimension bereits injektiv ist.

(ii) Nach der Bemerkung zu (S1) gibt es bei tm(R) = 0 einen endlich erzeugten R-
Modul C' # 0 mit tn(C) # 0. Also gibt es dann keinen R-Modul M # 0 mit
id(M) < oo. Es stellt sich heraus, dass genau dann solch ein Modul M existiert,
wenn R ein Cohen-Macaulay-Ring ist.
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