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3 Korper

3.2 Zerfallungskorper

Definition. Ein Korper k heifit vollkommen oder perfekt, wenn jedes nichtkonstante
f € k[X] \ k separabel ist.

Bemerkung. Ein Korper k ist genau dann vollkommen, wenn fiir jedes g € k[X] \ k aus
g = 0 folgt, dass g reduzibel ist.

Bemerkung. Ist k algebraisch abgeschlossen oder char(k) = 0, so ist k vollkommen.

Satz. Fir jeden Korper k mit char(k) = p > 0 sind dquivalent:

i) k ist vollkommen.
it) Der Frobeniushomomorphismus Fy.: k — k,x — aP ist surjektiv.

iii) Vg € k[X](¢' = 0= 3h € k[X]. g = h?)

Beweis.

i=ii Esseia € k und f = XP —a € k[X]. Man nehme ein normiertes, irreduzibles
g € k[X] mit g | f, sowie eine Korpererweiterung K D k mit g = [[;_;(X — b;) in
K[X]. Wegen f(by) = -+ = f(by) =0,dh. V) =--- =W =aq,ist by = --- = by,
denn F ist injektiv. Da f separabel ist, gilt r =1, d.h. ¢ = X — by, also b; € k.
ii = iii Es sei g € k[X] mit ¢ = 0. Schreibe g = "7, ¢;X?, also > ;ic; X"t = 0, d.h.
ic; =0 fir 1 <i <n. Also ist ¢; = 0 fiir alle ¢ mit p 4. Es folgt g = > ip<n ijij
und mit ¢j, = dﬁ’p nach Voraussetzung ist g = (Z dijj)p, mit dj, € k fiir
jp < n.

Jjp<n
iii = i Mit Bemerkung. O

Korollar 1. Jeder endliche Kérper ist vollkommen.
Korollar 2. Jeder Primkorper ist vollkommen.

Korollar 3. Es sei k ein beliebiger Korper. Fin f € k[X]\ k ist schon dann separabel,
wenn alle Koeffizienten von f im Primkorper ko von k liegen.

Beweis. Nach Korollar 2 ist f € ko[X] separabel, also nach einer fritheren Bemerkung
auch in jedem Oberkorper von kg. O

Beispiel. Ist char(k) = p > 0, so ist K = k(t), dh. K = Q(R) mit R = k[t], ein
unvollkommener Koérper, denn f = XP? — ¢ ist irreduzibel in R[X] nach Eisenstein mit
dem Primelement t € R, also auch irreduzibel in K[X]. Ferner ist f/ = pX?P~! = 0, also
[ inseparabel. Alternativ ist ¢ in K keine p-te Potenz, denn ¢ = (%) mit u,v € R\ {0}

ist unmoglich: tvP = wP impliziert 1 + pdeg(v) = pdeg(u), also p | 1.

Beispiel. L = J,,>oF,2» ist unendlich und vollkommen mit char(L) = p. [F), — F,» —



3.3 Einheitswurzeln

Erinnerung. Fir n > 1 ist p(n) gleich
i) der Anzahl der Erzeugenden von Z/(n).
ii) Der Ordnung von (Z/(n))™.
iii) der Anzahl der zu n teilerfremden m € {1,...,n}.

Insbesondere gilt fiir jede Primzahl p und k£ > 1:
k ko ok—1_ k 1
e(p") =p" —p" =p" (1-—
Bemerkung. Es gilt 3=y, »(d) = n fir n > 1.

Beweis. Es sei G = Z/{n), Py = {x € G: 2% = ¢} und Qg = {z € G: ord(z) = d}.
Wegen G = P, = Ug), @a ist n = |G| = 3y, |Qal. Fiir die einzige Untergruppe Hy von
G der Ordnung d ist Qg = {z € Hy: (x) = Hg}, also |Qq4| = ¢(d). O

Hieraus folgt iibrigens wieder o(p*) = p* — p*~1, denn

PP =0+ e(k) =" + 0 (p").

Bemerkung. Es seien m,n > 1 teilerfremd. Dann ist (mn) = (m) N (n), da d = 1 ein
ggT von m,n ist, ist v = mn ein kgV von m,n, denn allgemein gilt dv = mn. Der
Ringhomomorphismus Z — Z/(m) x Z/(n), z +— (z + (m), z + (n)) hat Kern (m) N (n),
induziert also einen injektiven Ringhomomorphismus Z/(mn) — Z/(m) x Z/(n), der
sogar bijektiv ist, also einen Gruppenisomorphismus (Z/(mn))” — (Z/(m))” x (Z/(n))”
induziert, woraus p(mn) = ¢(m)ep(n) folgt. Es folgt also

o)

p prim

Definition. Es sei k ein Korper und n > 1. Man nennt

— den Zerfallungskorper k, von f = X™ — 1 iiber k den n-ten Kreisteilungskorper
von k und

— die Untergruppe E, (k) = {a € ky: a™ = 1} von k,* die Gruppe der n-ten Einheits-
wurzeln.

Beispiel. Zum Beispiel ist E,(Q) = {e%k: 1<k< n} Als endliche Untergruppe von
kX ist E,(k) zyklisch. Im Fall char(k) | n, d.h. char(k) = p > 0, n = p'm mit p { m,
ist f = (X" — l)pl, also k, = ky, und E,(k) = En, (k). Von nun an nehmen wir also
an, dass char(k) t n ist, was char(k) = 0 einschliefit. Insbesondere sind f = X™ — 1 und
f' = nX" ! teilerfremd. Es folgt, dass f separabel, also k, galoissch iiber k ist, und

[En(F)| = [{a € kn: f(a) = 0} = deg(f) = n.



Definition. Ein Erzeuger von E,, (k) heifit primitive Einheitswurzel von k. Die Menge
P, (k) der primitiven n-ten Einheitswurzeln von k hat ¢(n) Elemente.

Beispiel. Zum Beispiel ist e € P, (Q), Pi(k) = E1(k) = {1}, Pu(k) = E, (k) \ {1} fir
Primzahlen n und P;(Q) = {+i}.

Fir jedes & € P, (k) ist Z/(n) — E,(k),Z — & ein Gruppenisomorphismus, speziell
ist Py(k) ={¢?: 1 <z <nmit z,n teilerfremd}. Ferner ist k, = k(£) und fiir jedes o €
Gal(ky/k) ist 0(&) € Py(k), also 0(§) = &* mit 1 < z < n und z,n teilerfremd; ist auch
o(&) =€, soist €77 =1, dh. 2 — 2/ € (n), womit w: Gal(k,/k) — (Z/(n))",0+— %
mit o(§) = &* wohldefiniert ist. w ist sogar ein Gruppenmonomorphismus, speziell ist
[kn: K] | ().

Definition. Man nennt

Ca(k) = J(X - ¢)

£E€Py (k)

das n-te Kreisteilungspolynom von k. Es ist normiert und hat Grad ¢(n).
Beispiel.

1) ®1(k) =X — 1, da Pi(k) = {1} = E1(k).

2) Oy(k) =X +1, da Po(k) = {-1}.

3) Fiir jedes € € P3(k) ist P3(k) = {£, €2} und € + €2 = —1 [(6 = 1)(€2+ € 4+1) =0 und
€#£1],also U3(k) = (X —&(X - =X2 - £+ )X +1=X2+X +1.

4) Fiir jedes £ € Py(k) ist Py(k) = {£,€3} und €2 = —1, also ®4(k) = (X —&)(X — &%) =
X2 —(£+8)X+1=X2+1.

Bemerkung. Fir n > 1ist X" —1 =[]y, ®a(k).

Beweis. Wegen {a € Eyn(k): ord(a) = d} = Fy(k) ist En(k) = Uy, Pa(k) (disjunkt),
also
Xr—1=]][x-a)=]] [] X-9=]]®alk) O
a€Ey, (k) din £€Py(k) dln
Folgerung. Fiir jede Primzahl p ist ®,(k) = XP~ 1+ XP~2 + ... + X + 1.
Beweis. ®1(k) - ®p(k) = XP — 1= (X — 1)(XP1 4 XP2 ... 4 X +1). O
Beispiel.
5) Aus
X6 —1=0(k)Dy(k) P3(k) Pg(k)

N N N~
(X-1) (X+1) (X24X+1)

X44X3-X -1
folgt ®g(k) = X2 — X + 1.



6) Aus X® — 1= (X —1)(X +1)(X2+1)®g(k) = (X* — 1)Dg(k) folgt Pg(k) = X* + 1.

Lemma. Es seien R C A Integrititsringe. Gibt es zu h € A[X] ein normiertes f € R[X]
mit fh € R[X], so ist h € R[X].

Beweis. In R[X] hat man fh = fq+r mit deg(r) < deg(f), also f(h—gq) = r und damit
r =0, d.h. fh = fq, also h = ¢ und damit h € R[X]. O

Folgerung. Fiir n > 1 ist @, (k) € R[X] mit R = {m - 1;: m € Z} der Primring von k.

Beweis. Induktion iiber n mit Lemma: R[X] > X" —1 = [] ®4(k)- ®p(k), A =k,. O
dn SN——
d<n h
N————
f

Von nun an schreiben wir ®,, anstelle von ®,(Q). Nach Folgerung ist ®,, € Z1X],
weshalb wir @,, auch als Element ®,, von k[X] auffassen konnen, worin k ein beliebiger
Korper mit char(k) f n wie oben. Auch: P, = P,(Q).

Bemerkung. Fiir n > 1 ist &, = @, (k).

Beweis. Induktion iiber n: [[ ap ®g-®p = X" — 1 =[] apn Pg(k) - B (k) . O

d<n d<n

Satz (Dedekind). Firn > 1 ist ®,, € Z[X] irreduzibel.

Beweis. Man nehme f € Z[X] irreduzibel und normiert mit f | ®,,. Wir werden zeigen,
dass f = ®,,. Dazu wihle £ € P, mit f(£) = 0, wovon f das Minimalpolynom iiber Q
ist, und g € Z[X] mit fg = X" — 1. Fiir £ > 1 ist & € E,(Q), d.h. (¢)" —1 =0, also
f(€Y) = 0 oder g(£%) = 0. Behauptung: f(£™) = 0, falls m,n teilerfremd sind. Beweis
dazu: zunéchst im Fall m = p Primzahl, also p { n. Ware g(¢P) = 0, d.h. h(§) = 0 fiir
h = g(X?) € Z[X], so folgte f | h in Q[X], sogar fh; = h in Z[X] nach Lemma, also
fh1=h=g" (!) in F,[X] (Frobeniushomomorphismus, kleiner Satz von Fermat). Fiir
einen irreduziblen Teiler u von f in F,[X] wire also u | h, d.h. u | g, also u? | fg =
X" — 1, was unmoglich ist, da X™ — 1 wegen p { n in F,[X]| separabel. Noch zu (!): Mit
g =" X ist h =3 ¢ XP also h = Y. &P XP = (1.5 XY)P = gP. Im allgemeinen
Fall schreibe m = p; - - - p; mit Primzahlen p;. Wegen m, n teilerfremd gilt p; t n fiir alle
i. Es folgt f(&Pr) = 0, also f(&PP2) = 0 usw. bis f({™) = 0. Nach dieser Behauptung
sind alle Elemente von P, Nullstellen von f, weshalb deg(f) > |P,| = ¢(n) = deg(®,,),
also f = ®,,. O

Korollar 1. Fir jedes £ € P,(Q) ist ®,, das Minimalpolynom von £ iber Q.

Korollar 2. [Q, : Q] = ¢(n), sogar Gal(Q,,/Q) = (Z/(n))*.

Beweis. Fiir jedes £ € P,(Q) ist Q,, = Q(¢) galoissch tiber Q von Grad deg(®,,) = p(n).
Insbesondere ist der Gruppenmonomorphismus w: Gal(Q,/Q) — (Z/(n))* sogar ein
Isomorphismus. O



Beispiel. ®,, kann iiber k # Q reduzibel sein:

Prp= X" X?+1=(X?+V3X +1)(X*>—-V3X +1) iiber Q(v3)
= (X2 45X +1)(X2—-5X +1) iber Fy
= (X -2)(X —6)(X —7)(X —11) iiber Fy3

Nun sei k wieder ein beliebiger Korper mit ch(k) { n.
Bemerkung. Jeder irreduzible Teiler von @, (k) in k[X] hat Grad [k, : k].

Beweis. Ist f ein solcher, noch dazu normiert, so ist f(£) = 0 fiir ein £ € P, (k), wovon
f das Minimalpolynom iiber k ist, also deg(f) = [k(§) : k] = [kn : k] wie gewlinscht. [

Folgerung. Es sind dquivalent:
i) ®,(k) € k[X] ist irreduzibel.

ii) [kn : k] = p(n).
iit) Gal(k,/k) = (Z/(n))*

Beispiel (von Kreisteilungskorpern in char = p). Fir k = F, und m > 1 ist Fpm der
Zerfallungskorper von XP" — X, d.h. derjenige von X - (X" —1) mit n = p™ — 1, also
Fpm = kp.

Definition. Eine Galoiserweiterung K /k heifit zyklisch / abelsch / ..., wenn Gal(K/k)
eine zyklische / abelsche / ... Gruppe ist.

Bemerkung. Fir jeden Zwischenkérper L von K/k gilt: K/k zyklisch/abelsch = K/L
und L/k zyklisch/abelsch.

Beweis. Hauptsatz der Galoistheorie: G = Gal(K/k) abelsch (sogar zyklisch) = H :=
Gal(L/k) <G und H, G/H abelsch (sogar zyklisch). O

Beispiel.

1) Ist k endlich und K/k eine endliche Korpererweiterung so ist K/k zyklisch. [K ist
galoissch iiber dem Primkérper ko, also auch iiber k& und Gal(K/k) = (F*) mit
k| = p%, d.h. k= F,e, wobei F': K — K,z + P, char(k) = p.]

2) Fir char(k) { n ist k,/k abelsch. [Gal(ky,/k) — (Z/nZ)*, fir € € P,(k): 0 — Z mit
o(&) = £%.] Nach Bemerkung ist L/k abelsch fir jeden Zwischenkorper L von k, /k.
Im Fall &k = Q gilt sogar folgende Umkehrung: Zu jeder abelschen Erweiterung K/Q
gibt es ein n > 1 mit K C Q, (Satz von Kronecker-Weber).

3) Fir 0 # char(k) 1 n ist k, /k zyklisch. Fir K = Q hingegen gilt: Q,,/Q ist abelsch mit
Gal(Q,/Q) = (Z/nZ)*, aber Q,,/Q ist nicht zyklisch fir n € {8,12,15,16,20,21,...}
[Ubung].

Definition. Sei K ein Kérper und G eine endliche Untergruppe von Aut(K). Analog zur
Spur T: K — K,z — Y ,cqo(xz) von G in K nennt man N: K — K,z — [[,cqo(2)
die Norm von G in K.



Bemerkung. Fir z,y € K und p € G gilt:

8) T(x +y) = T(x) + T(y), T(p(x)) = T(a).
b) N(z-y) = N(2) - N(y), N(p(x)) = N(a).

Lemma (Hilberts Theorem 90). Fir K, G wie oben gilt: Ist G = (o) zyklisch, so gilt
fiir jedes a € K:

1) T(a) =0<«=3dbe K(a=b—o0(b))

2) N(a)=1<=3Jbe K*(a=10b/o(b))

In 1) und 2) gilt ,<=*“ auch ohne die Voraussetzung, dass G zyklisch ist.

Beweis. Jeweils nur ,=*“ O.B.d.A. n:=ord(c) > 1.

1) Wegen T'(K) = Fixg(G) gibt es ¢ € K mit T'(c) = 1. Fir y; = Zj‘:o ol(a) (i > 0)
ist o(y;) = yiy1 — a. Fiir b = S0 yio?(c) folgt a(b) = 10 (yir1 — a)o T (c), also

n—1
b—o(b) = \yg/cro(c) —yno"(c)+a Z ot (c) =a wegen y, = a+T(a) = a.
— — i=0

a c c — ,
T(o(c))=T(c)=1

2) Mit N(a) = 1ist a # 0. Fir y; = H;-:O o7 (a), speziell yo = a folgt Y1) yio® # 0
(Lemma von Dedekind). Deshalb gibt es ein ¢ € K mit b := ?;01 yio'(c) # 0. Wegen
ac(y;) = yir1 ist ac(b) = S0 yir107(c) = b—yoo(c) + yno™(c) = b—ac+ac=b
wegen y, = a- N(a) = a, d.h. a =b/o(b). O

Definition. Es sei k ein Korper. Ein reines Polynom iiber k hat die Form f = X" —a
mit n > 1, a € k. Nun sei char(k) { n und a # 0. Dann ist f separabel in k[X], also der
Zerfallungskorper K von f galoissch tiber k, und f hat n verschiedene Nullstellen in K,
die n-ten Wurzeln by, ..., b, von a.

Es gilt k, C K mit E,(k) = {b1b; ': 1 <i <n}und {by,...,b,} = {€b;y: € € Ep(k)}
fir irgendein ig € {1,...,n}, also K = ky,(b;,) fiir jedes iy € {1,...,n}. Neben k, /k sind
auch K/k und K/k, galoissch als Zerfallungskorper des separablen Polynoms f iiber k
bzw. k.

Bemerkung. Fir jeden Korper k sind dquivalent:
i) kNP, (k) # 92

ii) En(k) Ck

iii) k =k,

Satz. Sei k ein Korper, n > 1, char(k) { n und k enthalte eine primitive n-te Einheits-
wurzel &.

a) Ist a € k und K der Zerfallungskorper von f = X™ — a tber k, so ist K/k zyklisch
mit [K : k] | n. Genau dann ist [K : k] =n, wenn f in k[X] irreduzibel ist.

b) Ist K/k zyklisch mit [K : k] = n, so gibt es ein b € K mit b" € k und k(b) = K. Fir
a="b"1ist f = X" —a das Minimalpolynom von b iiber k und K der Zerfallungskérper
von f iber k.



Bewezs.

a) O.B.d.A.seia # 0. Nehme b € K mit " = a. Nun ist Gal(K/k) — E,(k),o0 — o(b)/b
ein Gruppenhomomorphismus. [k = k, = o(b)/b € k = w(o(b)/b) = o(b)/b, d.h.
wo(b) = w(b)o(b)/b = wa(b)/b = (w(b)/b) - (o(b)/b) fur 7,0 € Gal(K/k)], der sogar
injektiv ist [k = k, = K = k(b), also (b)/b=1= 0(b) = b = o = idg]|. Mit E, (k)
zyklisch der Ordnung n folgt K /k zyklisch, [K : k| | n. Fiir das Minimalpolynom g von
b iiber k gilt [K : k] =deg(g) und g | f,also [K: k] =n<deg(g) =n<sg=f< f
irreduzibel.

b) Es sei G = Gal(K/k). Nehme o € G mit G = (o). Wegen N(¢71) = (¢-H)n =1
gibt es nach Lemma (Hilbert 90) ein b € K* mit ¢! = b/o(b), d.h. o(b) = bE.
Aus o(b") = o(b)™ = b = b folgt b" € Fixg(G) = k, d.h. f = X" —a € k[X]
mit a = b und f(b) = 0. Die Bahn {b,0(b),...,0c" " 1(b)} = {b,b¢,...,b" 1} hat
Léange n, also ist [k(b) : k] = n, speziell ist f das Minimalpolynom von b iiber k, und
K = k(b) ist der Zerfallungskorper von f iiber k = ki,. O]

Beispiel. (dafiir, dass k = k,, unverzichtbar ist)

zua: k=Q,n=15a=1= K = Q5 ist nicht zyklisch iiber Q und [Q, : Q] = ¢(15) =
8415 =n.

zub: k =F,, K =F,; = K/k zyklisch, [K : k] = n. Ist zudem n > 2 mit n, p" — 1
teilerfremd (z.B. n = 2 = p), so gibt es kein b € K mit " € k und K = k(b),
denn: Fiir ein solches b # 0 wére bereits b € k [mit 1 = un + v(p™ — 1) wére
b= (""" N €k

—_—— ——
ek 1
Satz. FEs sei k ein Kérper der Primzahlcharakteristik p.

a) Ist a € k und K der Zerfallungskorper von f = XP — X — a dber k, so gilt:
i) Hat f eine Nullstelle in k, so ist k = K.
it) Hat f keine Nullstelle in k, so ist f in k[X] irreduzibel und K/k zyklisch von
Grad p.
b) Ist K/k zyklisch vom Grad p, so gibt es ein b € K mit b —b € k und k(b) = K.
Fira=0 —0bist f = XP — X — a das Minimalpolynom von b tber k und K der
Zerfallungskdrper von f iber k.

Beweis.

a) Nehme b € K mit f(b) = 0. Daftir sind b,b+1,b+42,...,b+(p—1) die p verschiedenen
Nullstellen von f [f(b+i) = (b+i)P —(b+i)—a = b’ —b—a+i’—i = f(b) = 0, kleiner
Satz von Fermat]. Also ist f separabel und K = k(b) ist galoissch iiber k. Im Fall i) ist
b€ k,also K =k. Im Fall ii) ist b ¢ k = Fixg(G) mit G = Gal(K/k), also o(b) # b
fiir ein ¢ € G. Mit o(b) = b+ m fiir ein m € {1,...,p — 1} ist o*(b) = b + ¢m fiir
¢ > 0. Damit ist |{id = 0, 0',...,0P"'}| = p, denn aus ¢’ = 07 mit 0 < 4,7 <p—1,
speziell o?(b) = 07 (b) folgt im = jm in K, also i = j wegen m # 0 in F, C K. Es
ergibt sich p < |G| = [K : k] = [k(b) : b] < p, insbesondere ist f das Minimalpolynom
von b tber k.



b) Wieder sei G = Gal(K/k). Nach Voraussetzung ist G = (o). Wegen T'(—1) = p -
(—=1) = 0 gibt es nach Lemma (Hilbert 90) ein b € K mit —1 = b — o(b), d.h.
o) =b+1. Auso(b?—b) =o(b)P —o(b) = (b+1)P —(b+1)=b"+1—-b—-1=0"—b
folgt b» — b € Fixg(G) = k. Wegen o(b) # bist b ¢ k, d.h. kK C k(b) C K, also
k(b) = K. Speziell ist [k(b) : k] = p, also f das Minimalpolynom von b iiber k wegen
f(b) = 0. Speziell [k(b) : k] = p, also f das Minimalpolynom von b tiber k wegen
f(b) =0 und damit f = Hf:_&((X — (b+1)), also K Zerféllungskorper von f. O

3.4 Radikalerweiterungen

Fiir Grad 1,2,3,4 kann man die Nullstellen eines Polynoms aus den Koeffizienten gewin-
nen, und zwar durch Wurzelziehen und rationale Operationen.

Fiir Grad 3 wurde dies von S. dal Ferro und N. Fontana schon 1515 entdeckt, allerdings
erst von G. Cardano um 1545 an die breite Offentlichkeit gebraucht. Die Lésungsformel
fiir Grad 4 fand L. Ferrari im Jahre 1540. Aber geht dies auch fir Grad 5 und gro-
Ber? Leibniz stellte 1680 erstmals die Frage, ob prinzipielle Hindernisse géibe, die dies
verhinderten. Abel lieferte dann 1826 einen ersten einwandfreien Unmoglichkeitsbeweis,
allerdings ohne die von ihm verwendeten gruppentheoretischen Methoden explizit auszu-
fithren. Dies tat schliefilich Galois (1 1832) mit der nach ihm benannten ,Galoistheorie*.

Definition. Eine Korpererweiterung k& C K heiflit Radikalerweiterung, wenn es Zwi-
schenkérper k = Lg C L1 C Ly C -+ C L, = K gibt derart, dass fiir jedes i €

{1,...,m} ein a; € L; und ein n; > 1 existieren mit a;* € L;—; und L; = L;_1(a;). Die
ni,..., Ny, heiBen Ezponenten.
Bemerkunyg.

a) Sind k C L und L C K Radikalerweiterungen, so auch k& C L.
b) Jede Radikalerweiterung ist endlich.

Satz. Ist k C K eine Radikalerweiterung und k vollkommen, so gibt es eine Erweiterung
K C K’ derart, dass k C K' eine galoissche Radikalerweiterung ist.

Beweis. Induktion nach [K : k]. Im Fall k£ C K gibt es nach Voraussetzung einen Zwi-
schenkorper L von k C K mit L C K, so dass kK C L eine Radikalerweiterung ist und
L(a) = K mit a™ € L. Wegen [L : k] < [K : k| gibt es nach Induktion eine Erweiterung
L C I, so dass k C L' eine galoissche Radikalerweiterung ist. Mit G’ = Gal(L'/k)
sei g = [[oeq(X™ — o(a™)) € L'[X]. Der Zerfallungskorper K’ von g iiber L' ist wie
verlangt, denn: Mit g = [[;_;(X — b;) in K'[X] ist b] = o(a") fiir ein 0 € G', also
b e L' (1<j<r), sowie K' = L'(b1,...,b), also K’ Radikalerweiterung von L’ , nach
Bemerkung auch von k. Wegen g(a) = 0 ist a € K'und damit K = L(a) C L'(a) C K.
Noch zu zeigen: K'/k ist galoissch. Wegen "g = g fiir alle 7 € G’ und Fixp/(G’) = k ist
g € k[X]. Nun ist L' Zerfallungskorper eines f € k[X]\ k, also K Zerfallungskorper von
fg € k[X] und damit K'/k galoissch. O



Zusatz. Man kann erreichen, dass K C K’ dieselben Exponenten hat wie kK C K, in-
dem man a € {ay,...,ay,} wihlt, denn dann ist in L' C L'(by) C L'(by,b2) C --- C
L'(b1,...,b;) = K' sogar b7 € L.

Satz (Verschiebungssatz fiir Galoiserweiterungen). Es seien L1, Ly Unterkorper eines
Korpers K. Fiir das Kompositum Ly V Lo := Li(Ls) = Lo(L1) von Ly und Lo gilt: Ist
L1/(L1N Lg) galoissch, so ist (L1V L2)/La galoissch mit Gal(Ly /(L1 N Ly)) = Gal((LyV
Ls)/Ls).

\

Loy
/
L1N Ly

Beweis. Es sei k = L1 N Ly. O.B.d.A. sei L1 V Ly = K. Als Galoiserweiterung ist L
Zerfallungskorper eines separablen f € k[X], welches auch in Ly[X] separabel ist mit
Zerfallungskorper K. [f = [[;_1(X—a;), k(a1,...,as) = L1 = Lo(ay,...,as) = La(L1) =
K], also ist K/ Ly galoissch. Fiir o € Gal(K/Ls) ist o(a;) € {a1,...,as}, dh. o(L1) C Iy
(Dimensionsargument), also o(L1) = L1, weshalb ¢: Gal(K/Ls) — Gal(Li/k),0 —
o|r, definiert ist. Klar ist, dass ¢ ein Gruppenmonomorphismus ist. Noch zu zeigen: ¢
ist surjektiv, d.h. fir H = Im(y) ist H = Gal(L1/k), d.h. Fixy, (H) = k (Hauptsatz).
Nur ,C“:zuz € L1 \ k, also © € Ly \ Ly gibt es ein 0 € Gal(K/Lg) mit o(x) # z, also
o(z) # = mit (o) € H, weshalb = € L; \ Fixy, (H), so ist (L1 V La)/La galoissch mit
Gal(Ll/(Ll N Lg)) = Gal((L1 vV LQ)/LQ). O

Korollar 1.
K'=kKVK

S
~o

In obigem Diagramm sei K' = k' vV K (aber nicht unbedingt k = k' N K). Ist K/k
galoissch, so ist K/k' galoissch und Gal(K'/K') ist isomorph zu einer Untergruppe von
Gal(K/k).

Beweis. Auch K'/(k' N K) ist galoissch, und Gal(K/(k’ N K)) ist Untergruppe von
Gal(K/k). Satz mit L; = K, Ly = k. O
Erinnerung. Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann gilt

— G abelsch = G auflosbar.

— G auflosbar = H auflosbar.

— G auflésbar A H 9 G = G/H auflosbar.
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— H,G/H auflésbar A H < G = G auflosbar.

Korollar 2. Es sei k ein Korper, n > 1, char(k) {n. Ist k C K eine Galoiserweiterung,
so ist k, C K, eine Galoiserweiterung, und es gilt: G = Gal(K/k) ist genau dann
auflosbar, wenn G, = Gal(K, /k,) es ist.

Beweis. Wegen K,, =k, V K is K, /k, galoissch nach Korollar 1, sowie G, isomorphi zu
einer Untergruppe von G, woraus ,,=“ folgt. ,<=*“: Sogar K, /ky, ist galoissch, denn K ist
Zerfallungskorper eines separablen f € k[X] nach Voraussetzung, also K, Zerfallungs-
korper des separablen Polynoms f-(X"—1) € k[X]. Wegen k,, /k galoissch ist (Hauptsatz)
Gy, < Gal(K,,/k) mit abelschem Faktor Gal(K,/k)/G, = Gal(k,/k). Ist also Gy, auflos-
bar, so auch Gal(K,,/k). Wegen K /k galoissch ist (Hauptsatz) Gal(K,/K) < Gal(K,/k)
mit Gal(K,,/k)/ Gal(K,,/K) = G und mit Gal(K,/k) ist auch G auflosbar. O

Satz (Kriterium von Galois). Es sei k C K eine Galoiserweiterung, G = Gal(K/k),
char(k) = 0. Genau dann ist G auflosbar, wenn K einen Oberkérper E hat, sodass
k C E eine Radikalerweiterung ist.

Beweis. ,=*: Induktion nach |G|: Im Fall |G| > 1 gibt es H < G mit [G : H] = p eine
Primzahl. Nach Korollar 2 fiir n = p ist K,/k, galoissch und G, = Gal(K/k,) auflésbar,
sowie isomorph zu einer Untergruppe von G nach Korollar 1.

Ist |G,| < |G, so gibt es zu k, C K, nach Induktion eine Erweiterung K, C E, sodass
k, C E eine Radikalerweiterung ist, weshalb auch £ C E eine Radikalerweiterung ist,
da ja k C k, eine Radikalerweiterung ist.

Ist |Gp| = |G, d.h. G, = G, so gilt fiir das Bild Hy von H in G, dass L = Fixg, (H),)
galoissch iiber k, vom Grad [G), : H,] = p ist, also L = ky(a) mit a? € k, (Satz iiber die
X" —a). Speziell ist k, C L eine Radikalerweiterung. Nach Induktion gibt es yu L C K,
eine Erweiterung K, C F, sodass L C F und damit auch k¥ C E eine Radikalerweiterung
ist [da k C k, und k, C L, also auch k C L eine Radikalerweiterung ist].

»,<*“: Es gibt eine Erweiterung E C E’, sodass k C E’ eine galoissche Radikalerweite-
rung ist. Ist Gal(E’/k) auflosbar, so auch Gal(E'/k)/ Gal(E'/K) = G, weshalb wir K =
E = E’ annehmen konnen, d.h. dass k C K eine galoissche Radikalerweiterung ist, oder
auchk=LyC Ly C---C L, = K mit Li_l(ai) = L; und a?i € L;_1 (1 <1 < m) Nun
Induktoin tiber m: Nach Korollar 2 fiir n = n;j reicht es yu yeigen, dass G,, = Gal(K,, /k;,)
auflosbar ist. Fiir L = ky(a1) ist k, € L C ky(a1,a2) C -+ C ky(ar,...,an) = Ky, also
nach Induktion (fir L C K,,): H,, = Gal(K,/L) ist auflsbar und L als Zerfallungskor-
per von X" —a} € ky[X] zyklisch iiber k,, (Satz iiber die X" — a), speziell H,, < G, mit
Gn/Hy = Gal(L/ky,) zyklisch, also Gy, auflosbar. O

Bemerkung. Fir ,=“ reicht char(k) 1 |G| anstelle von char(k) = 0 mit dem selben Beweis
[char(k) 1 p, char(k) 1 [Gp|].

Bemerkung. Ist K/k galoissch und Gal(K/k) eine p-Gruppe mit char(k) 1 p, so gibt es
eine Erweiterung K C F, sodass k C E eine Radikalerweiterung ist.

Definition. Sei k ein Kérper und K der Zerfallungskérper von f € k[X]\ k. Man nennt
G = Gal(K/k) die Galoisgruppe Gal(f/k) von f iiber k.
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Beispiel. Es ist Gal(X™ — 1/k) = Gal(ky/k) fir char(k) t n isomorph zu einer Unter-
gruppe von (Z/(n))*, speziell Gal(X™ —1/Q) = (Z/(n))*.

Sind aq,...,a,n € K die m verschiedenen Nullstellen von f, so operiert G auf N =
{ai,...,an} vermoge G x N — N, (0,a) — o(a), d.h. man hat den Gruppenhomomor-
phlsmus v: G — Sy, mit y(0) (i) = j genau dann, wenn o(a;) = a;j (1 < 4,5 < m). Diese
Operation ist treu, d.h. 7 ist injektiv, mit anderen Worten: Aus o(a) = a fiir alle a € N
folgt 0 = id. Insbesondere ist [K : k] = |Gal(f/k)| = |G| ein Teiler von m! = |S,,|.
Ist f irreduzibel, d.h. f bis auf Normierung Minimalpolynom jedes a € N, so ist die
Operation transitiv, d.h. Va,b € Ndo € G(o(a) = b).

Beispiel. Fiir jede Primzahl p und f = X3 —p € Q[X] ist N = {a, a&, a&?} fiir a = ¥p,
¢ € P3(Q), sowie K = Q(a,&) mit [K : Q] = 6, d.h. |Gal(f/Q)| = 6 und damit
Gal(f/Q) =, S3, insbesondere ist die Galoiserweiterung K /k nicht abelsch.

/\
\/

Definition. Man nennt f € k[X] \ k durch Radikale auflosbar, wenn es eine Radikaler-
weiterung k C E gibt, sodass f in F[X] in Linearfaktoren zerféllt. Speziell kann man
erreichen, dass k C K C F ist fur den Zerfallungskérper K von f iiber k.

Satz. Es sei k ein Korper mit char(k) = 0. Genau dann ist f € k[X]\ k durch Radikale
auflosbar, wenn Gal(f/k) eine aufliésbare Gruppe ist.

Beweis. Folgt sofort.

Korollar. Fir einen Korper k mit char(k) = 0 ist jedes f € k[X]\ k mit deg(f) < 4
durch Radikale auflosbar.

Beweis. Gal(f/k) ist via v isomorph zu einer Untergruppe von S, mit m < 4. O

Man kann zeigen (evtl. spater): Zu jedem n > 1 gibt es eine Galoiserweiterung Q C K
mit Gal(K/Q) = S,,, d.h. Gal(f/Q) = S, fir jedes f € Q[X], dessen Zerféllungskorper
gleich K ist. Fiir n > 5 ist f also nicht durch Radikale auflosbar.

12



3.5 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Es sei M C C und a € C. Man sagt, dass a aus M durch einen elementaren Konstrukti-
onsschritt entsteht, wenn

I. IT. III.

b3 D2

a
Y2
p1 /

b1

D2

P1,P2,P3,p4 € M r = |ps — ps| 1 = |psa — p3|,r2 = [p5 — D6l
P1,D2,P3,P4,P5 € M P1,D2,P3,P4,P5,P6 € M

Es sei &(M) die Menge aller a € C, die aus M durch einen elementaren Konstruktions-
schritt entstehen.

Erinnerung. 2z = |z|? fiir ein 2z € C, speziell z € L=L = [2|> € L mit L = {Z: z € L}.

Lemma. Es sei L ein Unterkérper von C mit L=1L, d.h.Vz€ C(z € L=z € L). Ist
a € &M) fiir ein M C L, so gibt es ein b € C mit a € L(b) und b € L.

Beweis.

I. Hier ist b = 1 moglich, denn: aus a = p1 + u(p2 — p1), a = ps + v(ps — p3) mit

u,v € R folgt
P2 —P1 P3 — D4 uy _(P3—h
DP2—p1 p3—Ppa) \v D3 — D1

worin die Matrix Determinante # 0 hat [sonst wéire z = Z fir z = (p2 —p1)(P3 —D1),
d.h. z € R, also die beiden Geraden parallel, denn: z = 2y = 2y = z|y|?], also
u,v € L, also a € L.

II. Aus a =p; + u(p2 — p1) mit u € R und |a — p3| = r folgt, dass

(u(p2 —p1) +p1 —p3)(u@z —P1) +P1 —D3) = la—ps|* =r® = |ps —ps|* € L

a—p3 a—p3

d.h. (uz+y)(uZ+7) = 3|z +u(2y+7y)+|y|? € L mit 2,y € L, also u?+2uq € L
fiir ein ¢ € L (ndmlich ¢ = (z7+Ty)/(2|z|?)), weshalb b = u + q wie verlangt, denn
b? = u? + 2uq + ¢* € L sowie a € L(b) wegen u = b — q € L(b).

HI. Aus L 3 (a —p,)(@—py) = la —pu|? = 72 (x) fiir v = 1,2 folgt L > r? —r3 =
a(pz —p1)+a(p2—p1)+|p1|* —[p2|*, d-h a(pz—pr) +a(p2—p1) € L, also @ = aqi +g2
mit q1, g2 € L. Durch Einsetzen in () erhilt man a? 4 2aq € L fiir ein q € L, also
b = a + q wie verlangt. O
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Definition. Ein a € C heifit (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar, wenn es aq, ..., a, €
C gibt mit a,, = a und a1 € £(0,1), az € £(0,1,a1), ..., an, € &(0,1,a1,...,an-1).
Bemerkung. Alle a € Z sind konstruierbar, sogar alle a € Z[i], d.h. alle ganzzahligen
ebenen Gitterpunkte.

Lemma. Die Menge K = {a € C: a konstruierbar} ist ein Unterkérper von C, der
quadratisch abgeschlossen ist, d.h. Vz € C(2? € K = z € K).

Beweis. Klar: 0,1 € K. Nun seien a,b € K. Neben —a,a + b € K gilt |al, |b] € K, sowie
ap,bp € K mit a = |alag, b = |blby. Es folgt |a| - |b] € K und 1/|a| € K fir a # 0
(Strahlensatz), sowie \/|a| € K (Hohensatz):

ao

/ B lallbl | a1

Ferner gilt ag - by, @ € K und wy, € K fiir w3, = ap (v = 0,1):

ao b(] bO

Es ergibt sich a-b=|a|- |b|-ag-bp € K (), 1/a =1/|a| - a5 € K, w, = +/|a| - wp, € K
——

c€KNR
(v =1,2) mit w2 = a. O
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Satz. Fiir jedes a € C sind dquivalent:

i) a e K
it) Es gibt eine Folge Ly C Ly C --- C Ly, von Unterkérpern von C, so dass Q = Ly,

[Ly:L,1]=2 (1<v<m),a€ Ly,.

i17) a ist algebraisch tiber Q und fir das Minimalpolynom f von a iber Q ist Gal(f/Q)

eine 2-Gruppe, d.h. (siehe unten) | Gal(f/Q)| =2¢ (¢ >0).

iv) Es gibt einen Zwischenkorper K von Q C C, so dass K/Q galoissch, [K : Q] eine

Zweierpotenz und a C K ist.

Beweis.

i=ii

ii=1i

ii = iii

iii = iv

iv=1ii

Es seien ay,...,a, € C mit a; € £(0,1), az € £(0,1,a1), ... und a, = a. Wegen
0,1 € Q und Q = Q gibt es (vorvoriges Lemma) ein by € C mit b3 € Q und
a1 € Q(by) =: Ly, dafiir muss nicht L1 = L; sein! Fiir by = b ist aber b? = bt € Ly,
sogar b? € Q, und a € Li(by) =: La, sowie Ly = Lo. Ebenso gibt es ein by € C
mit b3 € Lo und ay € Lao(bs) =: L3 . Fiir b3 = by ist b3 = b € Lg, sogar
b2 € Lo, und ay € L3(b3) =: L4, Ly = Ly, usw. bis zu @ = a, € La,_1. In
Q=LoC L C---C Loy ist [L;: Li—1] < 2.

Wir zeigen L; C K durch Induktion nach i. Fall i = 0: Lo = Q C K. Fall ¢ > 0:
Nehme b € C mit L;_1(b) = L;. Nach Induktion reicht es zu zeigen, dass b €
K ist (hier verwendet: K ist ein Kérper, Lemma). Dazu sei X2 + rX + s das
Minimalpolynom von L;_y, wofiir gilt: (b + %)2 = % —-s€li 1 CK=b+5€K
(nach Lemma), d.h. b € K. (nach Induktion ist r € K).

Gerade gesehen: Q C L,, ist Radikalerweiterung, fiir die alle Exponenten 2 sind.
Nach Lemma frither gibt es eine Erweiterung L,, C F, so dass Q C F eine galois-
sche Radikalerweiterung mit denselben Exponenten ist. Speziell ist Gal(E/Q) eine
2-Gruppe, also auch die Faktorgruppe Gal(f/Q), denn fiir den Zerfallungskorper
K von f iber Q kann man K C E erreichen [f(a) = 0,a € L,, C E,Q C E
galoissch, f irreduzibel. = f zerfillt in E[X] in Linearfaktoren].

Klar mit K wie oben.

Nach dem Satz von Wielandt (folgt sofort!) hat man Untergruppen {id} = H,,

Hp1C---CHy C Hy=G von G = Gal(K/Q) mit |H;| = 2™ (0 < i < m).
Fiir L; = Fixg (H;) folgt Q = Lo C L1 € --- C Ly, = K und nach Artin [K : L;] =
|H;| = 2™ also [K : Lyy—1] =2, [Lim—1: Lim_2] = 2, etc. O
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Korollar 1. Fir jedes a € K ist Q(a) eine algebraische Erweiterung von Q, so dass
[Q(a) : Q] eine Potenz von 2 ist.

Beweis. Fiir den Zerfallungskorper K des Minimalpolynoms von a tiber Q ist 0.E. Q(a) C
K. O

Korollar 2 (Unméglichkeit der Quadratur des Kreises). Es gibt kein Quadrat mit kon-
struierbarer Seitenlinge, das den Flicheninhalt des Einheitskreises hat, d.h. a € K(a? =
).

Beweis. Korollar 1: Mit a wére auch a? = 7 algebraisch iiber Q, aber 7 ist nach Linde-
mann 1882 nicht algebraisch, d.h. transzendent. O

Korollar 3 (Unmoglichkeit der Wirfelverdopplung). FEs g¢ibt keinen Wiirfel mit kon-
struterbarer Kantenlinge, dessen Rauminhalt das Doppelte des Finheitswirfels ist, d.h.
Ba € K(a® = 2).

Beweis. Fiir jedes a € C mit a3 = 2 ist [Q(a) : Q] = 3, Korollar 1. O

Korollar 4. Genau dann ist das regelmdflige n-Eck mit Zirkel und Linear konstru-
ierbar, d.h. e*™/™ ¢ K, wenn p(n) = 2". Dies ist zum Beispiel der Fall fir n €
{3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,... }.

Beweis. ®, ist das Minimalpolynom von e2™/™ iiber @, und Gal(®,,/Q) = Gal(Q,/Q) =
(Z/nZ)* hat Ordnung p(n). O

Bemerkung. Wegen ¢(p') = p' — p=1 = pf(p — 1) ist ¢(2°) eine Potenz von 2 fiir
¢ > 0. Fiir n = 2¢ - py™t - p mit r verschiedenen Primzahlen p; > 3 und m; > 1
ist p(n) genau dann Potenz von 2, wenn alle ¢(p;"") es sind, d.h. wenn alle m; = 1
und alle p; = 2™ + 1 sind. Bisher kennt man nur fiinf dieser Fermatschen Primzahlen:

p € {3,5,17,257,65537}.

Korollar 5. Nicht jeder Winkel ldsst sich mit Zirkel und Lineal dreiteilen, z.B. geht das
nicht fir 60°.

Beweis. Sonst ware das regelmaflige 18-Eck konstruierbar, aber ¢(18) = 6. O

4 Sylow-Untergruppen

Satz (Wielandt). Es sei G eine endliche Gruppe, |G| = n, und d > 1 mit d | n. Ist
d = p’ fiir eine Primzahl p, so hat G eine Untergruppe U mit |U| = d.

Beweis. G operiert auf V.={A C G: |A| =d} durch G xV — V, (2, A) — xA, und fir
A e Vist |S(A)| <d [fir beliebiges a € A ist S(A) = A,z — za definiert und injektiv].
Unser Ziel ist nun ein Ag € V mit |S(Ap)| = d, denn dafiir ist U = S(Ap) wie verlangt.
Zunéchst zeigen wir: p { (Zj) Dazu sei i = pfim; fir 1 <i < d—1 mit ¢; > 0 und
p 1 m;. Dafiir ist ¢; < ¢ und

n—i _p'n’—piimi  pri—m;

d—i  pt—plim;  psi—my

16



mit r;,s; > 1, also

n—1 1, 1 pri—m; _ pr+t
- _ B — 2 1
<d1>_Hd i H C ops+t

i=1 =1 Psi =i

mit 7, s € Z, t = [[¢} (—m;). Aus p | ("~1) folgte pu(ps+t) = pr+t mit u > 1, also p | t,
d.h. p | m; fiir ein ¢, was wir ausgeschlossen haben. Also p 1 (7~ %) Wir beschlielen den
Beweis wie folgt: Fiir n/d = p”mmit ¢/ > 0, ptmist [V]| = (1) = %(” Dy =p"m("h,
also p*1 § |V|. Wegen V = | ey B(A) gibt es ein Ag € V mit p”+! | |B(Ay)], also:
d = p’ teilt |S(Ag)| wegen |S(Ap)| - |B(Ag)| =n = p*t¥m. O

Beispiel. d = p’ ist unerlisslich: Fiir n > 5 hat A,, keine Untergruppe U mit [A,, : U] =
2,d.h. Ul =|An/2 = ”Z!, obzwar %! | [Anl.

Satz (Cauchy). Sei G eine endliche Gruppe. Ist p eine Primzahl mit p | |G|, so hat G
ein Element der Ordnung p.

Beweis. Spezialfall des Satzes von Wielandt.

Bemerkung. Fur jede endliche Gruppe GG und jede Primzahl p sind dquivalent:

i) |G| ist eine Potenz von p.
ii) Fir alle x € G ist ord(x) eine Potenz von p. In diesem Fall heifit G (endliche)
p-Gruppe.

Beweis. Nur ii) = i): Zu jedem Primteiler von |G| gibt es ein z € G mit ord(z) = ¢,
weshalb p = ¢ sein muss. O

Lemma. Fir jede endliche p-Gruppe gilt: |G| # 1 = |Z(G)| # 1

Korollar. Ist G eine endliche p-Gruppe, so hat G zu jedem d > 1 mit d | |G| einen
Normalteiler der Ordnung d.

Beweis. Induktion nach n = |G|. Nur fir d,n > 1. Nach Lemma ist Z(G) # 1, speziell
ist |Z(G)| > 1 ein Vielfaches von p, also hat Z(G) eine Untergruppe U mit |U| = p. Nun
ist U <G und [G : U] = n/p, also (Induktion) hat G/U einen Normalteiler H/U mit
[H : U] =d/p, wofir H <G mit |H| = d gilt. O

Anwendung. Zu jeder Primzahl p gibt es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der
Ordnung p?, nidmlich Z/(p?) und (Z/(p))? = Z/{p) x Z./(p).

Definition. Nun sei G eine Gruppe und p eine Primzahl. Die p-Komponente G, = {x €
G: ord(z)ist Potenz von p} ist (!) die Vereinigung aller p-Untergruppen von G. Ist G,
eine Untergruppe von G, z.B. wenn (!) G abelsch ist, so ist G, die grofte p- Untergruppe
von (. Eine beziiglich C maximale p-Untergruppe von G heiﬁt p-Sylow- Untergruppe,
hier kurz p-SU, von G.
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Bemerkung. Mit dem Lemma von Zorn hat jedes G eine p-Sylow-Untergruppe. Ohne
das Lemma von Zorn gilt dies zumindest fiir |G| < oo, denn dann hat G nur endlich
viele p-Untergruppen.

Beispiel.

1) Ist p1 |G|, so ist G = {e} die einzige p-Sylow-Untergruppe von G.

2) Ist |G| = p'm mit £ > 0 und p { m, so ist jede Untergruppe U mit |U| > p° eine
p-Sylow-Untergruppe von G, denn ist H eine p-Untergruppe mit U C H, so ist
|H| = p¥ mit |U| | |H| | |G|, also £ < k < ¢, d.h. k = ¢, also |U| = |H| und damit
U = H. Inbesondere (m = 1): Ist G eine endliche p-Gruppe, so ist G, = G die grofite
p-Untergruppe und damit die einzige p-Sylow-Untergruppe.

3) Jede Konjugierte xPx~! einer p-Sylow-Untergruppe P mit z € G ist wieder eine p-
Sylow-Untergruppe von G, denn |zPz~!| = |P|, also ist zPz~! eine p-Untergruppe,
und ist H eine p-Untergruppe mit Pz~ C H, so ist 2 "' Hx eine p-Untergruppe mit
PCa 'Hz, also P=z"'Hz, dh. 2Pz~ ' = H.

Satz (Sylow). Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = n, und p eine Primzahl
mit n = p'm fiir £ >0 und ptm.

a) Jede p-Sylow-Untergruppe von G hat Ordnung p’.
b) Je zwei p-Sylow-Untergruppen von G sind zueinander konjugiert.
¢) Fir die Anzahl s, der p-Sylow-Untergruppen von G gilt s, | m und s, =1 mod p.

Beweis. Nehme (Wielandt) eine Untergruppe H von G mit |H| = p’. Auf G/H =V
operiert jede Untergruppe U von G vermoge U xV — V, (u,zH) — uxH. Wegen p { m =
[G:H|=|V|und V = |l,cq B(zH) gibt es ein x € G mit p { |B(zH)| = [U : S(zH)].
Ist U eine p-Gruppe, so ist |B(zH)| eine Potenz von p, also 1, d.h. H ist ein Fixpunkt,
d.h. uzH = zH fir alle v € U und damit U C zHax ™! [zu u € U gibt es ein h € H
mit urh = re = z, also u = zh~'x~! € xHz~!]. Ist U sogar eine p-Sylow-Untergruppe,
so folgt U = xHa™!, speziell |U| = p’. Es ergeben sich damit a) und b). Fiir ¢) sei
P={R,...,Ps,~1} mit H = Py die Menge der p-Sylow-Untergruppen von G, |P| = s,.
Nach b) ist P = {zHz~!: x € G}, also s, = [G : Ng(H)] und damit s, | [G : H] = m.
Weiters hat die Operation H x P — P, (h, P) +— hPh™! nur H = P, als Fixpunkt [H
ist einer, und aus hPh~! = P folgt H C Ng(P), also sind P, H p-Sylow-Untergruppeon
von Ng(P) und damit H = yPy~! mit y € Ng(P) nach b) fiir Ng(P) statt G, weshalb
H = P wegen P<INg(P)]. Mit P = pep B(P) = {Po} Ul B(P:) und 1 < |B(P;)| =
[H : S(P)] | |H| = p* fiir i > 0 ergibt sich s, = [P| = 14+ p* + -« + pler=1 mit ¢; > 1
fir 7 > 0, also s, = 1 mod p. 0

Zusatz. s, — 1 ist eine Summe positiver Potenzen von p.

Bemerkung. Mit Hilfe der Beispiele 2 und 3 ergibt sich unter den Voraussetzungen des
Satzes: Die p-Sylow-Untergruppen von G sind genau die Untergruppen der Ordnung p.
Durch Konjugation operiert G transitiv auf ihren p-Sylow-Untergruppen. Genau dann
gibt es nur eine p-Sylow-Untergruppe, wenn P < G fiir eine (und damit) alle p-Sylow-
Untergruppen P von G.
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Anwendung. Es sei G eine endliche Gruppe mit |G| = pq fiir Primzahlen p # ¢. Es
gilt Z/(p) x Z/{q) = Z/(pq) [chinesischer Restsatz. Ringhomomorphismen sind Grup-
penhomomorphismen]|. Nun sei p < ¢. Nehme eine p-Sylow-Untergruppe P und ei-
ne ¢-Sylow-Untergruppe @ von G. Neben P = Z/(p), Q = Z/{q) ist @ < G, denn
sq € {l,p}N{l,14+¢1+2q,...} = {1} wegenp < ¢ < 1+ ¢q. Wegen PN Q = {e}
ist u: P x Q — G,(z,y) — zy injektiv. [xty = z191 = 27’2 = y;'y € PNQ =
{e} = z1 = = Ay; = y|, also sogar bijektiv [|P x Q| = pq = |G]]. Ist P 4 G, so ist
1 <spe{l,g}n{l,1+p1+2qg...},dh s, =qund s, =1+ip, alsop|qg—1
(z.B. fir p =2, ¢ = 3). Ist P9 G, d.h. s, = 1, so ist p auch ein Homomorphismus,
also ein Isomorphismus [(zy)(z1y1) = (z21)(yy1) wegen yz1y 'z’ € PNQ = {e}, d.h.
yr1 = T1Y).

Es ergibt sich: Sind p < ¢ Primzahlen mit p { ¢— 1, so ist jede Gruppe der Ordnung pq
zyklisch, d.h. isomorph zu Z/(pq) und hat genau eine p-Sylow-Untergruppe sowie genau
eine ¢-Sylow-Untergruppe.

5 Schiefkorper und zentral einfache Algebren

Definition. Ein Schiefkérper D ist ein Ring (im allgemeinen nicht kommutativ), in dem
jedes Element x € D \ {0} ein multiplikatives Inverses hat.

Beispiel.
— Ein Korper ist ein Schiefkorper.

— Weitere Beispiele ergeben sich aus den Quaternionenalgebren: Sei F' ein Korper
mit char F' # 2 und a,b € F \ {0}. Die Quaternionenalgebra (a?b) zum Paar
(a,b) ist definiert als 4-dimensionaler F-Vektorraum A = F.1® F.i @ F.j @ F.(ij)
mit folgender Multiplikation: 1 operiert als 1, i2 = a, j2 = b, ij = —ji, linear
fortgesetzt:

(ul+wvi+wj+z.(ij)) - (ur.l+v1.8 4+ wi.j + x1.(35)) =
= (uu1 + vvia + ww1b — zx1ab).l 4+ (uvy + vu; — wr1b + Tw1b).0

+ (vwy + wuy +vxria — zv1a).J + (uz) + vwy — wuy + xuy).(if)

Definition. Ein Ring R heifit F-Algebra mit einem Koérper oder kommutativen Ring
F, wenn es einen Ringhomomorphismus i: F' — R gibt mit Im I C Z(R). Nach dieser
Definition ist A = (al;b) eine F-Algebra mit i: ' — A, X — Al.

Frage. Wann ist (‘}b) ein Schiefkorper?

Zur Antwort dieser Frage benutzen wir, dass ((’I;b) eine Involution besitzt:

ul4+zi+y.j+z(ij) = ul —xi—yj— z.(ij)

Es gilt a-8 = B - @ fiir alle a, € (‘}b) und @ = o fiir alle a € (%2). Dann ist

F
q: (%b) — F, a — «- @ eine quadratische Form auf dem F-Vektorraum (C;;b).
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Erinnerung. Eine Abbildung ¢: V — F auf einem F-Vektorraum V heif3t quadratische
Form, wenn gilt

— (W) = Nq(v)

— bg(v,w) = q(v+ w) — q(v) — g(w) ist eine symmetrische Bilinearform.

Lemma. (“—b) ist ein Schiefkérper genau dann, wenn q = G(aby nUT die triviale Nullstelle

hat, d.h. g(a) =0 < a = 0.

Beweis. Wenn (a};b) ein Schiefkorper ist, so gilt a - 3 # 0 fur alle a, 3 aus (‘}b) \ {0},
also ist insbesondere ¢(a) = a@ # 0 fiir a # 0. ,,<=“: Sei a # 0, so ist ¢(«) # 0, also
1 1

1= a(ﬁa), also ™ = 5@ O

Folgerung. Ist F' algebraisch abgeschlossen, so hat jede quadratische Form ¢: V — F
mit dimV > 2 eine nichttriviale Nullstelle, also ist (al’,b) nie ein Schiefkérper, wenn
F' algebraisch abgeschlossen ist. Allgemeiner: Ist F' algebraisch abgeschlossen, D eine
F-Algebra, die ein Schiefkorper ist, und dimg D < oo, so ist F' = D.

Beweis. Sei D D F eine F-Algebra und ein Schiefkérper, F' algebraisch abgeschlossen
und dimp D < oco. Sei € D, dann ist F[z] = {31 a;x’: a; € F} ein kommutativer
(!) Unterkérper von D, denn: Offenbar ist F'[x] ein kommutativer Ring, da F' C Z(D).
Jedes Element aus F[x] ist invertierbar. Wenn y € F[z], so auch 1,y, 52, %2,... und diese
miissen linear abhéngig sein, d.h. es existiert eine Gleichung der Form

ap + ary + agy® + -+ apy" =0

wobei nicht alle a; = 0 sind. Sei ig = min{i: a; # 0}, dann 7o < n — 1, denn a,y™ =0
ist unmdoglich fiir a, # 0, y # 0. Also 0 = ¥y (a;, + @ig41y + -+ + ay™ ) = 0 =
Qi + Qig—1Y + -+ apy" 0 =y - ﬁ(aiwl + o Fapy™ ) = 1. Weil Flz] O F eine
endliche, also algebraische Kérperergveiterung ist und F' algebraisch abgeschlossen, gilt
Flz] = F fir alle x € D, also F = D. O

Lemma. Ist D ein Schiefkorper, so ist Z(D) ein Korper.

Beweis. Z(D) ist ein Ring und kommutativ. 1,0 € Z(D). z,y € Z(D) =Vd € D: (v +
yd=zd+yd=dr+dy=dx+vy) = (x+y) € Z(D) und zyd = zdy = dry = xy €
Z(D).Ist 0 # x € Z(D), so ist x=! € D, da D ein Schiefkérper ist und fiir d € D gilt:
r7ld =z Yd(zz™!) = 27 edz™! = do7 !, also 27! € Z(D). O

Satz. Endliche Schiefkorper sind Korper, d.h. kommutativ.

Beweis. Sei D ein endlicher Schiefkérper. Dann ist nach Lemma F' = Z(D) ein endlicher
Korper. Sei p = char F' > 0 und |F| = ¢ = p’ fiir ein ¢ > 1. D ist ein F-Vektorraum.
Sei n = dimp D > 1. Dann hat D genau ¢" Elemente. Ist n = 1, so ist D = F' und wir
sind fertig. Nehmen wir also an, dass n > 1. Wir definieren eine Aquivalenzrelation auf

DX =D\ {0}:

r~Fe=JyeDyry =7
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Die Aquivalenzklassen sind also die Bahnen der inneren Automorphismen der multipli-
kativen Gruppe D*. Sei C(x) = {# € D*: ¥ ~ x} die Aquivalenzklasse von z. Es ist
C(z) = {z} & x € F* = Z(D)*. Seien 1, . . ., x5 Reprisentanten der Aquivalenzklassen
C(z) mit |C(z)| > 2. Dann hat man eine disjunkte Vereinigung : D* = F*U|J;_; C(z;).
Behauptung: Fiir alle x € D* ist N(x) = {y € D*: yay~! = 2} U {0} ein Schiefkor-
per. Beweis: 0,1 € N(z). Ist y # 0 in N(x), so gilt yry™! = » & = = y~lay, also
y~! € N(z). Sind y, 2 € N(z), so benutzen wir, dass yxy~! = r < yx = 2y, und damit
(yT2)z =2(yT2),also y+ 2z und y- 2 € N(z). N(x) ist ein Unter-F-Vektorraum von D,
da FF C N(z) und D ist ein N (z)-Vektorraum und daher: dimp N(x) = () teilt n, denn
n =dimp D = dimpy(gy D - [N(x) : F] und [N(z) : F] = dimp N(x). Also |N(x)| = ¢°@
und D*/N(z)* = C(z),y — yry~! (als Menge). Also

q" —1 1

=4 - n_1=|D*l=qg—1 -1
O = Ja g = ¢ 1= =01+ 3 (+5)

-1
Sei nun @,,(T) = [[eep, (T — §) € Z[T] das n-te Kreisteilungspolynom. Da §(z;) | n gilt:
®,,(T) teilt (T™ — 1)/(T*) — 1) in Z[T]. Also gilt nach (xx):
1

S n __
i=1

Dies ist aber unmoglich, da fiir eine n-te Einheitswurzel £ # 1 gilt | —¢q| > |1 — ¢| =
q—1 O

Bemerkung. Dieser Satz geht auf Wedderburn (1882-1948) zuriick, einem Schotten, stu-
diert in Edinbourgh (bei Frobenius), Professor in Princeton, Doktorvater von Nathan
Jacobson (1910 - 1999).

Erinnerung. Man muss Links- und Rechtsmoduln unterscheiden. Es existieren in nicht-
kommutativen Ringen:

— Linksideale I: Vx,y € ;A € R: x +y, Az € I.
— Rechtsideale I: Ve,y e I, € R: z+y,zA € 1.
— Zweiseitige Ideale (oder einfach Ideale) I: Vo,y € I,A € R: v + y, \x,z\ € I.

Beispiel. Sei F' ein Korper, V ein F-Vektorraum, f € Endp(V), A € F und v € V.
Mit vf = f(v) wird V dann zu einem Endpg(V)-Rechtsmodul, wobei die Linearitét
f(Av) = Af(v) der Assoziativitat (Av)f = A(vf) im Endg(V)-Modul entspricht.

Definition. Sei R ein Ring, A eine F-Algebra, F' ein Korper.

(i) Ein R-Modul M # (0) (links oder rechts) heit einfach, wenn (0) und (M) die
einzigen R-Untermoduln von M sind.
(ii) Der Ring R # (0) heifit einfach, wenn (0) und R die einzigen zweiseitigen Ideale
sind.
(iii) Die F-Algebra A heifit zentral einfach, wenn gilt
(a) dimp(4) <
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(b) A ist einfach (als Ring)
(¢) F— A, X — Alist ein Isomorphismus F — Z(A) = {x € A: Va € A: ax = za}

Definition. Sind A, B F-Algebren, so heifit eine F-lineare Abbildung «: A — B, die
gleichzeitig ein Ringhomomorphismus ist, ein F'-Algebra-Homomorphismus. o heifit F'-
Algebra-Isomorphismus, wenn « bijektiv ist.

Lemma 1 (Schur). Sei R ein Ring, M ein einfacher R-Modul, dann ist Endr(M) ein
Schiefkorper.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jedes o # 0 aus Endg(M) bijektiv ist (wie in Linearer
Algebra zeigt man, dass a~! R-linear ist, wenn « dies ist). Sei «: M — M R-linear,
a # 0. Dann Kera # M, also Kera = (0), da Kera ein R-Untermodul und M ein
einfacher R-Modul ist. Also ist « injektiv. Desweiteren ist Im o # (0), also Ima = M,
da M einfach und Im « ein R-Untermodul ist. Somit ist « auch surjektiv. 0

Lemma 2. Ist M = M; ® My fiir R-Moduln M, My, My, so ist

f € Endgr(M;)
Endg (M) Homp (Mo, M)\ f g\ g€ Homg(Ms, M)
HOmR(Ml, Mg) EndR(MQ) o h i) he HOmR(Ml, MQ)

EndR(M) = <
i € Endg(M>)

Insbesondere: Ist M 2 N @ ---® N und A = Endgr(N), so ist Endr(M) = M, (A).
—_—

v mal

Beweis. Sei ac: M — M; ® My der R-Modul-Isomorphismus. Dann gibt f + ao foa™!
einen Isomorphismus Hompg(M, M) — Hompg(M; & Ma, My & Ms). Sei 0.E. M = M; @
Ms. Seien p;: M — M; und j;: M; — M die zugehorigen Projektionen und Injektionen,
dann ist p; o j; = ida,, j1 o p1 + j2 op2 = idum, projo =0=psoji. O

Bemerkung. Ist F ein Korper, so ist Endp(F) = F iiber den Isomorphismus F —
EndF(F),)\ — £y mit £y: y+— Ay.

Satz. Ist A eine zentral einfache F-Algebra, so existiert ein Schiefkérper D, der eine
zentral einfache F-Algebra ist (so ein D nennt man auch F-Divisionsalgebra) mit A =

My(D) als F-Algebra fiir ein ¢ € N.

Beweis. Sei A eine zentral einfache F-Algebra. Da A endlich dimensional ist, existiert
ein minimales Rechtsideal I von A, d.h. ein Rechtsideal I, welches ein einfacher A-
Rechtsmodul ist. AI = {> xjyi: i € A,y; € I} ist ein zweiseitiges Ideal und # (0),
da 1 € A. Weil A einfach ist, muss dann Al = A gelten. Insbesondere existieren dann
Yl,---,Y €I mit 1 € Zle Ay;. Wir wihlen dieses £ minimal. Dann gilt:

(i) a;: I — a1, A — x;\ ist ein Isomorphismus von A-Rechtsmoduln.
(ii) Y%, a1 ist eine direkte Summe, also A = @¢_; ;1.

Beweis fiir (i) und (ii):
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(i) Wére ;1 = 0,s0 1 € Zgzld#i xjI im Widerspruch zur Minimalitdt von £. Also
«a; # 0, also Ker o; # I, und damit Kera; = 0, da [ ein einfacher A-Rechtsmodul
ist, also ist «; injektiv. Weil «; auch surjektiv ist, ist «; ein Isomorphismus.

(ii) Wegen 1 € Zle x; I existieren yq,...,y, € I mit 1 = Ele s, also gilt fir alle
a € A, dass a = la = Zle Tiyia € Zle x;1, also A = Zle x;1. Die Summe ist
direkt, d.h. Vs € {1,...,¢} gilt 2,1 N 25217#8 x;I = (0). Angenommen es existiert
1 < s </ mit z,IN Ele’#s x;I = N # (0). N ist dann ein A-Untermodul von
xzsI. Nach (i) ist zsI einfach. Also N = x4, da N # (0), also zsI C 25217#8 x;l.
Daraus folgt 1 € 25:1,2'753 x;1, was wieder der Minimalitat von ¢ widerspricht.

Also
l

l
Ag@xifgf@"‘@[,Zl'i)\iH()\l,...,)\g)

=1 £ mal i=1

und damit End4(A) = Enda(I°) = My(Enda(I)) = My(D) mit D = End4(I) Schiefkor-
per nach Schurs Lemma. Daraus folgt der Satz, da D — My(D), A — AI einen Isomor-
phismus Z(D) = Z(M,(D)) gibt (Ubung) und A — End4(A),a — {ly: = + a.x} ein
Ringhomomorphismus # 0 ist,und injektiv, da aus ¢, = 0 folgt, dass 0 = £,(1) = a.1 = q,
sowie surjektiv, weil fiir alle f € Enda(A) gilt f(a) = f(1.a) = f(1).a = Lfq)(a). O
Bemerkunyg.

— Der Satz geht wiederum auf Wedderburn zuriick. Verallgemeinert wurde er von
Emil Artin (1898-1962).

— Das D und somit aus Dimensionsgriinden ¢ sind eindeutig bis auf Isomorphie.

— My(D) ist einfach fur alle Schiefkérper D und zentral einfach tiber Z (D), wenn D
von endlicher Dimension iiber Z(D) ist.

6 Algebraisch abgeschlossene Korper

Bemerkung. Folgende Aussagen sind dquivalent fir einen Korper k.

i) k ist algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes f € k[X]\ k zerféllt in k[X] in Linearfak-
toren, d.h. f = c[[i-,(X — b;) mit ¢,b1,...,b, € k.

ii) Jedes f € k[X]\ k hat in k£ mindestens eine Nullstelle.
iii) Fur jedes f € k[X] gilt: f irreduzibel = deg(f) = 1.
iv) Fir jeden Oberkérper K von k gilt: Ist & C K algebraisch, dann k = K.

Beweis. Ubung. In i) kann man f # 0 statt f € k verlangen. In ii) kann man f als
irreduzibel voraussetzen. In iv) kann man k C K als endlich voraussetzen.

Satz (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebra-
isch abgeschlossen.
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Beweis nach Artin. Es reicht zu zeigen: (x) Fiir jede Korpererweiterung C C K gilt: Ist
R C K galoissch, so ist C = K. Aus (x) folgt ndmlich die Behauptung des Satzes: Zu
f € C[X] \ C nehme den Zerfallungskorper L tiber C. Da R C C C L beide endlich
(und separabel) sind, gibt es eine Erweiterung L C K mit R C K galoissch. Nach
(%) is C = K, also auch C = L, d.h. f zerfillt in C[X] in Linearfaktoren. Bleibt also
zu zeigen, dass (%) gilt. Dazu wéihle eine 2-Sylowuntergruppe H von G = Gal(K/R).
Da L = Fixg(H) endlich (und separabel) iiber R ist, gibt es @ € L mit R(a) = L
(Satz vom primitiven Element). Fir das Minimalpolynom f von a iiber R ist deg(f) =
[R(a) : R] = [L : R] = [G : H] ungerade nach Sylow, weshalb f eine Nullstelle in R hat
(Zwischenwertsatz). Es folgt deg(f) = 1, d.h. G = H, also ist G eine 2-Gruppe. Wére
C C K, so wire G’ := Gal(K/C) = {e}, hétte also nach dem Satz von Wielandt eine
Untergruppe H' mit [G” : H'] = 2. (Hier: Wielandt fiir d = 2¢, |G| = 2¢+!. Beachte, dass
G’ als Untergruppe von G eine 2-Gruppe ist.) Fiir L' = Fixg (H') wére dann [L' : C] = 2,
also L' = C(b) fiir ein beliebiges b € L'\ C. Fiir das Minimalpolynom g von b {iber C
ware deg(g) = 2, also (!) zerfiele g in C[X] in Linearfaktoren, was unméglich ist. Noch
zu (1): Fiir g = X% + wX + 2z mit w,z = C ist g = (X + w/2)? — (w?/4 — 2). Es gibt
c € C mit ¢ = w?/4 — 2z, wofiir g = (X +w/2+¢)(X +w/2 —¢). O

Korollar 6. Fir jedes f € R[X] gilt: f irreduzibel => deg(f) € {1,2}.
Beweis. Nach dem Satz gibt es ein a € C mit f(a) = 0, wovon f das Minimalpolynom

iiber R ist, also deg(f) = [R(a) : R]. Betrachte die Félle a € R, a ¢ R. O

Erinnerung. Ist k C K eine Korpererweiterung, so ist der ganze Abschluss k = {a €
K: a ganz iiber k:i ein Unterkorper von K und} ist in K ganz abgeschlossen, d.h. ist
a € K ganz tber k, so ist bereits a € k. Ferner: k = {a € K : a algebraisch iiber k}.

Korollar 7. Der Kiorper A = {a € C: a algebraisch iber Q} der algebraischen Zahlen
ist algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Zu f € A[X]\ A C C[X]\ C gibt es nach Satz ein a € C mit f(a) = 0. Speziell
ist a € C ganz liber A, also a € A wie oben. O

Definition. Ist £k C K eine algebraische Korpererweiterung, und ist K algebraisch
abgeschlossen, so heifit K ein algebraischer Abschuss von k. Ein solches K ist durch k
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (s.u.!)

Beispiel.
a) Der algebraische Abschluss von R ist C.
b) Der algebraische Abschluss von Q ist A.

Satz (ZL). Es seien k, k' Korper. Ist ¢: k — k' ein Ringhomomorphismus, und ist k'
algebraisch abgeschlossen, so gibt es zu jeder algebraischen Erweiterung k C K einen
Ringhomomorphismus ¢: K — k' mit 1|, = ¢, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:
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Beweis. Schon gezeigt fir £ C K endlich (4). Im allgemeinen Fall sei €2 die Menge aller
(L, f), worin L ein Zwischenkorper von k C K und f: L — k' ein Ringhomomorphismus
mit f|r = ¢ ist. Wegen (k, ) €  ist Q # @. Durch

(L1, f1) < (Lo, fo) = L1 C Lo A f1 = folr,

wird Q induktiv geordnet, denn: Ist T = {(L;, f;): ¢ € I} eine Kette in €, so ist L :=
Uier Li ein Zwischenkérper von k& C K, und durch f(z) := fi(z) fir z € L; wird
ein Ringhomomorphismus f: L — k' mit f|p = ¢ definiert. [Ist x € L; N L;, etwa
(L, fi) < (Ly, fj),s01ist fi(x) = fj(x)] Also: (L, f) € Qund (L, f) ist eine obere Schranke
von T'. Nach Zorn hat Q ein maximales Element (M, ), fiir welches M = K ist, denn:
fir € K ist M C M (z) endlich [da = sogar algebraisch iiber k ist nach Voraussetzung],
also gibt es nach (4) einen Ringhomomorphismus ¢g: M (z) — k' mit g|ys = ¢, d.h.
(M,y) < (M(x),g) € Q, also (M,v) = (M(x),g) [da (M,) ein maximales Element
von () ist], speziell M = M(z), d.h. x € M wie gewiinscht. O

Korollar 1. Jede algebraische Erweiterung K des Korpers k ldsst sich in den algebrai-
schen Abschluss k' von k einbetten, d.h. es gibt einen Ringhomomorphismus 1p: K — k'
mit Y(x) = x fir alle z € k.

Korollar 2. Je zwei algebraische Abschliisse Ev, Eo eines Kéorpers k sind iiber k iso-
morph, d.h. es gibt einen Isomorphismus v: E1 — Eo mit ¢(x) = x fir alle x € k.

Beweis. Da Ej/k algebraisch und Es algebraisch abgeschlossen ist, gibt es nach Satz
einen Ringhomomorphismus ¢: F1 — F3 mit ¢(z) = « fiir alle € k. Nun ist ¢ injektiv.
Also Ey =y Im(v). Da E; algebraisch abgeschlossen ist, ist auch Im(v) algebraisch
abgeschlossen. Da Fs/k algebraisch ist, ist F2/Im(v)) algebraisch, also Eo = Im(%)), d.h.
1 surjektiv. O

Wieder sei A der Korper der algebraischen Zahlen. Er ist ein Zwischenkoérper von
Q C C, genauer ist A der algebraische Abschluss von Q in C. Ferner umfasst A den
Korper K der mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Zahlen a € C, denn geht a € C
durch einen elementaren Konstruktionsschritt aus M C A hervor, so ist a € A [nach
einem Lemma fiir L = A gibt es b € C mit a € A(b) und b € A, d.h. b € A.

N
Nk

A

R

N
Q
Fiir jedes z € A sind auch @, Re(z), Im(z) und |z| algebraisch iiber Q. Fiir den Korper
ANR der reell-algebraischen Zahlen gilt A = (ANR) (i), denn fir z € Ais z =z + iy €
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(ANR)(7) mit © = Re(z) und y = Im(z). Speziell ist ANR C A eine Galoiserweiterung
vom Grad 2 und A der Zerfallungskorper von X2 + 1 iiber A NR.

Es sei k ein Korper. Zu jedem f € k[X] \ k gibt es eine endliche Korpererweiterung
k C K, so dass f in K eine Nullstelle a hat. Nach Kronecker kann man erreichen, dass
f in K[X] in Linearfaktoren zerfallt. Dies beweist man durch Induktion nach deg(f):
Nehme einen irreduziblen Teiler fo von f und setze K = k[X]/(fo); beachte (fo) 2 (f).
Alternativ wihle, mit Lemma von Zorn, ein maximales Ideal M D (f) und setze K =
k[X]/M. Bei beiden methoden ist K ein Oberkdrper von k und a = X eine Nullstelle
von f in K [man hat k[X]/(f) — K].

Lemma (ZL) (Kleiner Satz von Steinitz). Zu jedem Korper k gibt es eine algebraische
Erweiterung k C K, so dass jedes f € k[X] \ k eine Nullstelle in K hat.

Beweis. Es sei F' = k[X]|\ k und R = k[X;: f € F|, dh. R ist der Polynomring
iiber k in den (unendlich vielen) Unbestimmten X, f € F, d.h. R besteht aus den
k-Linearkombinationen der Monome von der Art Xﬁ}l . X;’fn mitm>1, f; e F, [; >
0. Ferner entstehe f(X;) € R aus f € F, indem man X durch X ersetzt, d.h. mit
[ =3roaX € Fist f(Xy) = X ciX} € R (alle z; € k). Fur das von f(Xy)
mit f € F erzeugte Ideal I = (f(Xy): f € F) gilt I C R, denn sonst wére 1 € I,
d.h. 1p =37 i fi(Xy,) (%) fiir r; € Rund f; € F. Nach Kronekcer gébe es dazu eine
endliche Kérpererweiterung k C L und ay, ..., ay € L mit fj(a;) =0 firalle1 < j < m.
Durch Anwenden des k-linearen Ringhomomorphismus ¢: R — L mit

a; falls f = f;
0 sonst

p(Xy) = {

fir f € F' auf () erhielte man fiir s; € L

m

1, =Y sjfi(a;) = 0r,

=1

was unmoglich ist. Nach Zorn liegt also I in einem maximalen Ideal M von R, wofiir
K = R/M ein Oberkorper von k ist. Fiir jedes f € F ist f(Xy) € I C M, also X[
Nullstelle von f in K; speziell ist X algebraisch tiber k. Es folgt, dass K = k(X;: f € F)
algebraisch tiber k ist. O

Satz (ZL) (Steinitz). Jeder Korper k hat einen algebraischen Abschluss K.

Bewets. Nach Lemma kann man k sukzessive zu Korpern k = kg C ko C ... erweitern,
so dass fiir jedes n > 0, k;, C ky,41 algebraisch ist und jedes f € k,[X]\ k;, eine Nullstelle
in kypy1 hat. Nun ist K = |52, k; ein Oberkérper von k; jedes a € K liegt in einem
ky, ist also algebraisch iiber k, weshalb K algebraisch tiber k ist. Jedes f € K[X]\ K
liegt in einem k,[X] \ k,, hat also eine Nullstelle in k,+1 C K, d.h. K ist algebraisch
abgeschlossen. O
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Beispiel. Fiir den algebraischen Abschluss K von k = ), hat man F,» — K fiir n > 1.
Fiir jedes a € K ist k(a) endlich {iber k, also k(a) ein endlicher Kérper der Charakteristik
p, d.h. k(a) > Fpn fiir n = [k(a) : k]. In diesem Sinne ist

[e.9]
K= |]JFpn
n=1

7 Varietaten

7.1 Algebraische Mengen

Definition. Es sei k ein Kérper und n > 1. Wir setzen R, = k[X1,...,X,]. Fur S C R,
heifit V(S) ={p e k™: Vf € S: f(p) = 0} die Nullstellenmenge oder die Varietit von S.
Ein A C k" heifit algebraische Menge, wenn A = V (S) ist fiir ein S C R,,. Fir f € R, \ k
nennt man V(f) = V({f}) eine Hyperfliche in k™. Im Fall n = 2 sind die Hyperflachen
die ebenen algebraischen Kurven.

Beispiel. Ebene algebraische Kurven fir k£ = R:

Definition. Fir A C k™ heifit I(A) = {f € R,: Vp € A: f(p) = 0} das Verschwin-
dungsideal von A (es ist ein Ideall), sowie k[A] = R, /I(A) der Koordinatenring von
A.

Einschub. Es seien a,b Ideale eines kommutativen Rings R. Neben aNb ist a-b =
{2;11 figi:m > LVi: f; € a,g; € b} ein Ideal von R mit ab C a N b. Das Radikal
vVa={f € R:3Im > 1: f™ € a} ist ein Ideal von R. Man nennt b ein Radikalideal,
wenn b = /b. Damit ist /a das kleinste Radikalideal von R, welches a umfasst, d.h.

es gilt a C v/a und /a = y/v/a, und fiir b = v/b gilt a € b = /a C b. Allgemein gilt
a C b= v/a C vb. Jedes Primideal ist ein Radikalideal, und mit dem Zornschen Lemma
gilt v/a={p C R: p Primideal, a C p} (Ubung, eventuell spiter).

Lemma (Eigenschaften von V' und I).

0) SCT=V(S)D2V(T); ACB=1(A) 2
1) a) V(2)=V(0)=k"; V(R,) =V(1) =92
b) V(Uxea Sx) = Mrea V(SH)
c) Firp=(ti,...,tn) € k" ist {p} = V(X1 —t1,..., X5y — tn).
2) a) Fira=(S) ist V(a) =V(S5).
b) Fir Ideale a,b von R, ist V(ab) =V(anb)=V(a)UV(b).
¢) Fir jedes Ideal a von Ry, ist V(a) = V(y/a).
3) Jede algebraische Menge A C k™ ist Durchschnitt endlich vieler Hyperflichen. Man
weifs: Es geniigen n Hyperflichen. (Eisenbud-Evans 19783, Storch 1972).
4) a) SCIV(S), V(S)=VIV(S) fuir S C R,.
b) ACVI(A),I(A)=1VI(A) fir A C k™.
5)a) I(@) =R,
b) I(Uxea Ax) = Mrea(Ar)

1(B)
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c) Firp = (t1,...,tn) € k" ist I(p) © (X1 —t1,..., X, — tn), und dies ist ein

maximales Ideal von R,,. Insbesondere ist I(A) fiir jedes A C k™ Durchschnitt von
mazimalen Idealen, ndmlich I(A) = I(Upeaip}) = Npea 1(p)-
6) I(k™) =0 <= k unendlich.

Insbesondere sind endliche Vereinigungen und beliebige Schnitte von algebraischen Men-
gen wieder algebraische Mengen. Neben k™ und @ sind alle endlichen Teilmengen von
k™ algebraisch. Die algebraischen Mengen in k™ sind also die abgeschlossenen Mengen
einer Topologie auf k™, der Zariski-Topologie. Fiir k = R oder k = C ist sie grober als
die euklidische Topologie.

Es gilt B = VI(B) fiir jedes algebraische Menge B in k™. Allgemein ist A = VI(A)
fiir jedes A C k™ die kleinste algebraische Menge in k™, welche A umfasst, mit anderen
Worten: A ist der Abschluss von A bzgl. der Zariski-Topologie.

Beweis von (2).

a) Wegen S C aist V(S) 2 V(a), worin ,=* gilt wie folgt: Ist p € V(S) und f € a, d.h.
f=3" gihi,m>1, gi € Ry, hi € S, s0ist f(p) =3 gi(p)hi(p) = 0, also p € V(a).

b) Wegen ab C aUb C {} ist V(ab) 2 V(anb) 2 V(a) UV(b), worin ,=“ gilt wie
folgt: Ist p € V(a) UV (b), d.h. p € V(a) Ap &€ V(b), d.h. f(p) # 0 und g(p) # 0 fiir
ein f € aund ein g € b, so ist fg(p) = f(p)g(p) # 0 mit fg € ab, also p & V(ab).

c) Wegen a C /a gilt V(a) 2 V(y/a), worin ,,=* gilt wie folgt: Ist p € V(a) und f € v/a,
etwa " € amit m > 1, soist f(p)” = f"(p) =0, also f(p) =0. O

Beweis von (3). Fir A= ist zB. A=V (X;)NV(X; —1). Fir A=k"ist A=@.
Fir A ¢ {@,k"} ist A = V(a) mit a € {0, R}. Nach Hilberts Basissatz ist R,, noethersch,
also a = (f1,..., fm) mit m > 1 und f; € k und damit A = V(a) = V({f1,..., fm}) =

iz V(fi)- O

Beweis von (4). ,,C“ ist klar fiir a) und b). Noch zu ,=“: Nur a), b) geht analog: Aus
S CIV(S) folgt V(S) 2 VIV (S), worin Gleichheit gilt wegen A C VI(A) fur A = V(5).
Da A C A, A algebraisch ist und A C B, B algebraisch = I(A) D I(B) = A=VI(A) C
VI(B) = B, ist A tatsichlich der Abschluss von A in der Zariski-Topologie. O

Beweis von (5). nur ¢) (,maximales Ideal*): Der Homomorphismus R,, — k, f — f(p)
ist surjektiv mit Kern I(p), weshalb R, /I(p) = k ein Koérper ist, d.h. I(p) ist ein ma-
ximales Ideal von R,. In (x) ist ,0“ klar. Noch zu ,,C“: Allgemein gilt (!): Zu f € R,
gibt es fi,...,fn € R, mit f = f(p)ud i, fi(X; — t;). Ist also f(p) = 0, so ist
f=>rfi(X; —t;) wie verlangt. Noch zu (!): Induktion nach n: n = 1: Divisi-
on mit Rest von f(p) durch X; —¢;. n > 2: Division mit Rest von g durch X,, —t,, liefert
[ =g+ fu(X,—t,) mit degy (g) = degx, (Xn—t,) =1,d.h. g € R,_1, also (Induktion)
9=9)+ >0 fi(Xi — t;) mit p’ = (t1,...,tn1), wofiir g(p') = g(p) = f(p). O
Beweis von (6). ,=“: k endlich = 0 # [[;e1(X1 —t) € I(k"). ,<*: Induktion nach
n.n =1 f € I(k) = f =0.n > 1: Essei f € I(k"). Fur t € k ist f; =
f(X,1,..., X, 1,t) € I(k"!). Nach Induktion ist f; = 0 in R, 1. Damit hat f €
R, —1[X}] unendlich viele Nullstellen in R,,_1, namlich alle ¢ € k. Es folgt f = 0. O
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Bemerkung. Jede absteigende Folge Ag D Ay D ... algebraischer Mengen wird stationér.

Beweis. 1(Aog) C I(A;) C ... ist eine Folge von Idealen im noetherschen Ring R,. Es
gibt also ein N Z 0 mit I(AN) = I(AN—H) = ..., wofiir VI(AN) = VI(AN_H) = ...y
dh. Ay = ANy =... ist. L]

Definition. Eine algebraische Menge A in k™ ist irreduzibel, wenn A # & ist und wenn
fiir algebraische Mengen B, C in k" aus A = BUC folgt A= B oder A =C.

Lemma. Es seien a,b Ideale eines kommutativen Rings R. Fir jedes Primideal p von
R gilt: ab Cp = a CpVb Cyp. Die Voraussetzung ab C p ist z.B. dann erfillt, wenn
sogar aMb Cp.

Beweis. Es sei ab C p und p ein Primideal. Der Fall a C p ist klar. Nehmen wir also an,
dass a Z p, d.h. es gibt f € a\ p. Dann ist b C p, denn: Fiir g € b ist fg € ab C p, also
g € b, da p ein Primideal ist. O

Bemerkung. Fur jede algebraische Menge A in k™ gilt: A irreduzibel <= I(A) ist Prim-
ideal von R,,.

Beweis. Es gilt: A # @ < I(A) # R,. ,=“ Es sei A irreduzibel und f,g € R,,. Ist
fgeI(A),soist V(fg) D VI(A) = A, also V(f)UV(g) 2 A und damit (ANV(f))U
(ANV(g)) = A. Beide vereinigte Mengen sind algebraisch, also ist nach Voraussetzung
etwa ANV (f)=A,dh. V(f) DA, dh fel(A). ,<“ Essei I(A) ein Primideal. Ist
A = BUC mit B,C algebraisch, so ist [(4) = I(B) N I(C), mit dem Lemma ist etwa
I(A) =1(B), also A = B. O

Folgerung. k™ irreduzibel <= k unendlich.

Beweis. , =k endlich = k™ = ,cxn V (p) reduzibel (oder " = V(X1)UUepx V(X1 —
t) ). ,<“ k unendlich = I(k™) = 0, also ist I(k™) ein Primideal im Integritdtsring
R, weshalb k" nach Bemerkung irreduzibel ist. O

Definition. Eine algebraische Menge B in k™ heifit irreduzible Komponente einer alge-
braischen Menge A in k™, wenn B maximale irreduzible Teilmenge von A ist, das heifit
B irreduzibel, B C A, und fiir C irreduzibel mit C C A gilt: BC C = B =C.

Satz (Zerlegung in irreduzible Komponenten). Es sei A eine algebraische Menge in k™.

a) A hat nur endlich viele irreduzible Komponenten.
b) Jede irreduzible Teilmenge von A liegt in einer irreduziblen Komponente von A.
c) A ist die Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten.

Beweis. Behauptung: A ist Vereinigung endlich vieler seiner irreduzibler Teilmengen (0).
Damit: Ist A = A; U---U A, mit A; irreduzibel fiir 1 <7 < m und 0.B.d.A. A; £ A;
fir ¢ # j, und ist C irreduzibel, C' C A, soist C = (CNA;)U---U(C N Ay). Also
C =CnNA;, dh. C C A; fir ein i. Es folgt: Aq,..., A, sind genau die irreduziblen
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Komponenten von A. Noch zu (¢): Trife die Behauptung nicht zu, so wire A € Q, also
Q # @, fir

Q={BC A: B # @, B algebraisch, B nicht U endlich vieler irreduzibler Teilmengen}

Nach der Bemerkung zu ,,FEigenschaften von V und I“ hatte {2 ein minimales Element
By, das nicht irreduzibel ist, also By = C' U D fiir algebraische Mengen C, D mit @ #
C,D C By, woftr C, D ¢ Q [By ist minimal], also C' und D jeweils Vereinigung endlich
vieler irreduzibler Teilmengen, woraus folgt, dass By = C' U D eine Vereinigung endlich
vieler irreduzibler Teilmengen ist, was wegen By € 2 unmdglich ist. O

Bemerkung. Ersetzt man ,algebraisch®“ durch ,abgeschlossen“, so kann man ,irredu-
zibel“ und ,irreduzible Komponente* vollig analog fir einen beliebigen topologischen
Raum X an Stelle von k™ mit der Zariski-Topologie definieren.

Definition. Ein topologischer Raum X heif3t noethersch, wenn die folgenden dquivalen-
ten Bedingungen erfillt sind:

i) Jede absteigende Folge abgeschlossener Teilmengen von X wird stationér.

ii) Jede nichtleere Menge 2 von abgeschlossenen Teilmengen von X hat ein minimales
Element, d.h. es gibt By € (), so dass B C By = B = By gilt fiir alle B € (.

iii) Eine Menge A von abgeschlossenen Teilmengen von X enthélt schon dann alle ab-
geschlossenen Teilmengen von X, wenn A hereditar ist, d.h. fiir jede abgeschlossene
Teilmenge C' von X gilt: Ist D € A fiir jede abgeschlossene Teilmenge D von X mit
D C C, soist C € A. (Noethersche Induktion)

Bemerkung. k™ mit der Zariski-Topologie ist ein noetherscher topologischer Raum.

Beweis von (Q) fiir topologische Raume. Es sei A die Menge aller abgeschlossener Teil-
mengen von einem topologischen Raum X, die sich als endliche Vereinigung irreduzibler
Teilmengen schreben lassen. Zu zeigen: A ist hereditdr. Dazu sei C eine abgeschlossene
Teilmenge von X, so dass D € A fiir jede abgeschlossene Teilmenge D von X mit D C C.
Fall C irreduzibel: Dann ist C' € A. Fall C reduzibel, d.h. C' = FUF mit E, F C C und
E, F abgeschlossen. Nach Induktion: E, F' € A. Es folgt C € A. O

7.2 Der Hilbertsche Nullstellensatz

Bemerkung. Ist der Korper k algebraisch abgeschlossen, insbesondere unendlich, so ist
V (f) unendlich fiir jedes f € k[X, Y]\k, denn wir kénnen annehmen, dass f = >/ g;Y",
gi € k[X], m > 1, gm # 0. Dafiir ist {t € k: g (t) = 0} endlich. Es gibt also unendlich
viele tg, t1, -+ € k mit g, (¢;) # 0 fiir alle j > 0. Fiir jedes j > 0ist f; = Y% gi(t;)Y" €
E[Y]\ k, also hat f; eine Nullstelle s; in k. Fir alle j > 0 ist (¢;,s;) € V(f). Die
Voraussetzung “algebraisch abgeschlossen” ist notwendig, denn fiir & = R ist z.B. V(X2 +
Y2+1)=0und V(I (X; — )% = {p} mit p= (t1,...,t,) € R™

Bemerkung. Ein A C k ist genau dann eine algebraische Menge, wenn A endlich oder
A =k ist (dies gilt fiir alle Korper k). [“dann” ist bekannt. “nur dann”: Mit A = V(f)
ist A endlich falls f # 0 und A =k falls f = 0.]
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Eine Ringerweiterung R C R’ von kommutativen Ringen heifit von endlichem Typ,
wenn R = Rlay,...,a,| fir gewisse aq,...,a, € R/, d.h. es gibt einen surjektiven R-
Algebrahomomorphismus 7: R[X7, ..., X,] = R’, mit anderen Worten es gibt ein Ideal
a von R[X1,...,X,], so dass R[X1,...,X,]/a~ R als R-Algebren.

Satz (Zariski, korpertheoretische Fassung des Hilbertschen Nullstellensatzes). Jede Kor-
pererweiterung von endlichem Typ ist endlich.

Beweis. Es seien k C K Korper mit k[ai,...,a,] = K. Es ist zu zeigen, dass alle a;
algebraisch iber k sind. Wir fithren Induktion nach n. Wir haben n: k[X1,..., X,] —
K, X; — a;, n ist surjektiv und k[X1,..., X,]/ Ker(n) ~ K. Ist n = 1, so ist Ker(n) # 0,
da K ein Korper ist, also ist a; algebraisch tiber k. Sei nun n > 1. Es sei R = kla],
L =Q(R) =k(a1). Wegen R C K und K Korper ist L C K. Ferner ist L[ag, . ..,a,] = K
wegen K = Rlag,...,an] C Llag,...,a,] € K. Nach Induktion ist K/L endlich, es bleibt
zu zeigen, dass L/k endlich ist (dies geht nicht mit dem Fall n = 1, denn R ist ein Korper
genau dann, wenn R = L genau dann, wenn a; algebraisch tiber £ ist). Nach Induktion
sind alle a; mit ¢ > 2 algebraisch iiber L, also gibt es r € R\ {0}, so dass alle ra; mit
i > 2 ganz iiber R sind. Daraus folgt (*): Zu jedem b € K gibt es £ > 1, so dass ‘b ganz
iiber R ist. [Da b eine k-Linearkombination von Monomen der Form a}** ...a" ist, is r’b
fiir geeignetes ¢ eine R-Linearkombination von Monomen der Form (ra;)™ ... (ra,)™".
Also ist r’b ganz iiber R.] Wire a; nicht algebraisch iiber k, so wire k[X] ~ R, also R
faktoriell; es gébe also ein Primelement p von R mit p 1 r (Euklid), wozu es nach (%)
ein ¢ > 1 gidbe mit re% ganz Uber R, d.h. 7’% € R, da R faktoriell ist. Also p | r, was
ausgeschlossen ist. O

Korollar 1. Ist k algebraisch abgeschlossen, so sind die maximalen ideale von R, =
k[X1,...,Xy] genau die I(p) = (X1 —t1,..., Xp —tn), p= (t1,...,tn) € k™.

Bewets. Essei m ein maximales Ideal von R,,. Vermdge des injektiven Ringhomomorphis-
mus p: k < R, —- R,/mwird K = R,,/m ein Oberkérper von k, und K = k[X1, ..., X,,]
von endlichem Typ tiber k, also K/k endlich, speziell K /k algebraisch, also p bijektiv, da
k algebraisch abgeschlossen ist. Fiir 1 < i < n gibt es insbesondere t; € k mit p(t;) = X;
d.h. X; — t; € m. Insgesamt ist I(p) € m mit p = (t1,...,t,), also I(p) = m, da I(p)
maximal ist. O

Korollar 2. Ist k algebraisch abgeschlossen und A C k™ eine algebraische Menge, so
entsprechen die Punkte von A genau den mazimalen Idealen von k[A] = Ry, /I(A).

Beweis. Es sei Max(k[A]) die Menge der maximalen Ideale von k[A]. Fir jedes p € A
ist I(p) 2 I(A), also hat man 7: A — Max(k[A]),p — I(p)/I(A). Dieses 7 ist injektiv,
und fiir k£ algebraisch abgeschlossen auch surjektiv, denn zu 9t € Max(k[A]), d.h. M =
m/I(A) mit m € Max(R,), gibt es nach Korollar 1 ein p € k"™ mit m = I(p). Wegen
I(A) Cmist A D V(m), also A 3 p. Damit ist 9t = 7(p) wie gewiinscht. O

Korollar 3 (Schwache Form des Hilbertschen Nullstellensatzes). Ist k algebraisch abge-
schlossen, so gilt fiir jedes Ideal a von R, : aus a C Ry, folgt V(a) # 0.
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Beweis. Man nehme ein maximales Ideal m von R, mit a C m (méglich fiir a C R,,, da
R,, noethersch ist). Nach Korollar 1 ist m = I(p) fiir ein p € k", wofiir V(A) 2 V(m) =
VI(m) > p. O

Bemerkung. Fiir jede Teilmenge A C k™ ist I(A) ein Radikalideal.

Beweis. Sei f € \/I(A), d.h. f¢ € I(A) fiir ein £, d.h. 0 = ff(p) = f(p)* fiir alle p € A,
also f(p) = 0 fur alle p € A. O

Nachtrag (zum Beweis des Satzes von Zariski).

1) Fir jede Korper k hat k[X] unendlich viele paarweise nicht assoziierte irreduzible
Polynome: Fiir £ unendlich nehme X — ¢ mit ¢ € k. Fiir k£ endlich wissen wir Vn >
13f € k[X]: f irreduzibel und deg(f) = n. Insbesondere gilt: Ist R = k[X] und r €
R, so gibt es ein p € R mit p{r und p prim.

2) Essei R ein Integritatsring, L = Q(R), L C K eine Korpererweiterung. Sind as, . .. , a,
algebraishc tiber L, so gibt es ein r € R\ {0} derart, dass ra; ganz iiber R ist fiir
alle 7. In der Tat sind die a; ganz iber L, d.h. o = fi(a;), m; > 1, f; € L[X],
deg(fi) < m;. Analoges gilt mit m = max{m;} anstatt m;. Schreibe f; = g;/r,
r € R\ {0}, g; € R[X], deg(g;) < m. Dann ist (ra;)™ = " 'g;(a;) = ki(ra;) mit
ki(X) =r""lg(z/r) € R[X].

Satz (Starke Form des Hilbertschen Nullstellensatzes). Ist k ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper, so gilt IV (a) = v/a fiir jedes Ideal a von R, = k[X1,...,X,].

Beweis mit Trick von Rabinowitsch. Aus a C IV (A) folgt v/a C IV (A) gemifl Bemer-
kung. Umgekehrt sei f € IV (A). Zu zeigen ist: Es existiert ein m > 1 mit f™ € a. Sei
ohne Einschriankung f # 0. Fiir das Ideal a = (a N {1 — fX,,11}) von Ry11 = Ry [Xp41]
gilt V(a) = @ in k"L [Fiir p € V(a) mit p = (p',tn+1), wobei p’ € k", ist p’ € V(a)
und 1 — f(p)t,41 = 0, also 1 = 0]. Mit der schwachen Form des Satzes folgt a = Ry, 11,
dh. 1 € a, etwa 1 = X5 Fifi+ G(1 — fXpy1) mit F;,G € Rpy1, f; € a. Nun sei
K = Q(R,,). Fir den Ringhomomorphismus ¢: R,,11 — K mit ¢(h) = h fur h € R,
und (X q1) = 1/fist o(1—fXpy1) = 1—f-1/f = 0, sowie p(F;) = g;/ f™ fiir einm > 1
und geeignete g; € Ry, [F; = Y7L hj Xy 1, hj € Ry = o(Fi) = (XL hi f™77) - 1/f™].
Es folgt f™ = Y¢t_, gifi € a. O

Bemerkung. Aus der starken Form des Hilbertschen Nullstellensatzes folgt die schwache.

Korollar 1. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper, so entsprechen die algebrai-
schen Teilmengen A wvon k™ genau den Radikalidealen a von R,, und zwar vermoge
der die Inklusionsordnung umkehrenden, zueinander inversen Bijektionen A +— I(A),
a— V(a).

Beweis. A C k™ algebraisch = /I(A) = I(A) AVI(A) = A. a Radikalideal von R,, =
V(a) C k™ algebraisch und IV (a) = /a = a. O

Definition. Ein minimales Primideal eines kommutativen Rings R ist ein Primideal p
von R, so dass fir jedes Primideal q aus p 2 q folgt dass p = q.
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Korollar 2. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Kérpe und A C k™ eine algebrai-
sche Menge, so entsprechen die (mazimalen) irreduziblen Teilmengen von A genau den
(minimalen) Primidealen von k[A] = R,/I(A). Genauer: Fir Spec(k[A]) = {p C
k[A]: p ist Primideal} und Irr(A) = {M C A: M ist irreduzibel} wird mit w: Irr(A) —
Spec(k[A]), B — I(B)/I(A) eine ordnungsumkehrende Bijektion definiert.

Beweis. B € Irr(A) = I(B) D I(A) und I(B) Primideal von R,, also ist m definiert.
7 ist offensichtlich injektiv. 7 surjektiv: Ist P € Spec(k[4]), d.h. P = p/I(A) mit
p € Spec(Ry,) und p D I(A), so ist B = V(p) eine algebraische Teilmenge von k"
mit B CVI(A) =Aund I(B) =IV(p) = \/p = p, speziell ist B € Irr(A). O

Satz. Zu jedem Ideal a eine kommutativen noetherschen Rings R g¢ibt es Primideale
P1y---sPm von R mit /a=p1 N---Npy. Fira# R ist m > 1.

Beweis. Mit Noetherscher Induktion. O.B.d.A. sei a # R. Ist a ein Primideal, so setze
m =1, p; = a. Es sei also a kein Primideal, d.h. es gibt r,s € R\ a mit rs € a. Wegen
aCa+(r)und a C a+ (s) gibt es nach Induktion Primideale p1,...,p,, von R, m > 2,
und £ € {1,...,m—1} mit \/a+ (r) =p1N---Npgund /a + (s) = pgyr1N- - -NPyy,. Ferner
gilt ,=“1in v/a C \/a+ (r)Ny/a + (s), denn fiir 2 € /a + (r)Ny/a + (s), etwa 2% = z+Ar,
2V =y+ps (mitu,v > 1,2,y € a, \, u € R) ist 2%2Y = 2%V = zy+apus+Ary+Aurs € a,
also z € /. O

Korollar 1. Mit den Bezeichneungen des Satzes und mit dessen Voraussetzungen gilt
pi C a fiir alle i und ist p ein Primideal von R mit p C a, so gibt es ein i mit p DO p;.

Definition. Es sei a ein Ideal eines kommutativen Rings R. Ein Primideal von R heifit
minimal iber a, wenn p O a gilt und fiir alle Primideale ¢ von R mit ¢ D a aus p 2 q
folgt ¢ = p. Die minimalen Primideale von R iiber a entsprechen genau den minma-
len Primidalen von R/a. Insbesonder sind die minimalen Primideale iiber 0 genau die
minimalen Primideale.

Korollar 2. Fir die py,...,pm des Satzes kann man durch Aussondern erreichen, dass
pi € pj fir i # j. Damit hat man genau die minimalen Primideale von R iiber a
gewonnen.

Bewets. Ist p O a minimal, so gibt es nach Korollar 1 ein ¢ mit p D p; C a, also p = p;.
Ist p; 2 p 2 a, so gibt es nach Korollar 1 ein j mit p O p;, also p; 2 p D pj, also i = j,
d.h. p =p;. O

Bemerkung. Insbesondere gibt es zu jedem Ideal a eines noetherschen Rings R mindes-
tens ein, aber nur endlich viele minimale Primideale iiber a. Ist R nicht noethersch, so
bekommt man die Existenz mit dem Zornschen Lemma, und die Endlichkeit ist im All-
gemeinen nicht gegeben. Fir R = R,, = k[X1,..., X, mit einem Koérper k ergibt sich
nochmal die Zerlegung einer algebraischen Menge A C k™ in ihre irreduziblen Kompo-
nenten:

I(A):p1ﬂ~-ﬂpm:>A:V(p1)U~-~UV(pm)
~—_———

minimales Primideal tiber 1(A) irreduzible Komponenten von A
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Definition. Es sei R ein kommutativer Ring, sowie ay, ..., a, Ideale von R. Dann ist

n m n
Hai: {ZHaij:mZI/\Vi,j:aiani}
i=1

j=1i=1
ein Ideal mit [Ja; C () a;. Speziell hat man a” (n > 1) mit a® = R.
Bemerkung. Ty (ai) = (ITy i), (a)" = (a”).
Lemma.
a) VI, 0 = VO, a6 = NPy /a4, speziell v/a™ = \/a
b) Ist a;+a; =R firi# j, so ist [I{=; a; = Uj=q a4, also auch [T /oy =N/

Bewess.

a) Klar: /[[a; € vNa; € NV Ist 7 € N /a;, etwa rt € a; (i < n), so ist 2t =
[17% €[] a;, also r € V][ mi.

b) Klar: [Ta; C N a;. Zeige ,0¢ durch Induktion nach n. n = 2: Nach Voraussetzung ist
l=a1 +aymit q; € a;. Fir r € a1 Nag ist r = rl = ray + ras € ajas. n > 3: Es sei
b = [[;~,, ai. Nach Voraussetzung ist 1 = x; + y; mit z; € a; und y; € a, fiir i < n.
Es ergibt sich: b 3 [[;,, #i = [[;c,(1 —¥i) =1 — 2z mit z € ay,, also b+ a, = R. Nach
Induktion ist ab = (;.,, a;. Insgesamt: Hign a; =ba,=bNa, = ﬂz‘gn a;. ]

Definition. Ideale a,b mit a + b = R, d.h. 1 € a+ b heiflen koprim oder komazximal.

Bemerkung. Ist R ein Integritétsring und a = (a), b = (b) koprim, so sind a und b
teilerfremd., da (a,b) = (d) fir jeden ggT d. Ist R ein Hauptidealring, so gilt auch die
Umkehrung. Speziell sind zwei Primideale p # ¢ eines Hauptidealrings stets koprim.
Allgemein sind zwei maximale Ideale m # n eines beliebigen Ringes koprim. Fir R =
R, = k[X,..., X,] mit einem Korper k sind X;, Xy zwar teilerfremd (da verschiedene
Primelemente), jedoch sind (X7), (X2) nicht koprim, (X, X2) ist sogar ein Primideal
bzw. fiir n = 2 ein maximales Ideal.

Bemerkung. cEs sei R ein Integritatsring. Sind p, ..., p, € R Primelemente mit p; % p;

fiir i # 7, so gilt
(i) = (Hpi) =1 @)

1<n i<n i<n

Beweis. Nur ,,C“ von (x) ist zu zeigen. Zu a € (\(p;) gibt es 1 € R mit a = z1p; (da
a € (p1)). Wegen po | a und po 1 p1 ist p2 | x1, d.h. £1 = xops mit x9 € R, also a = zopipo
etc. bis hin zu a = z,p, - - - p1. ]

Beispiel. Es sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper und A C k" eine Hyperflache,
dh. A = V(f) fur ein f € R, \ k. Ist f = [[I", ffl eine Primfaktorzerlegung mit
¢; > 1 und f; # f;, so sind V(f1),...,V(fm) die irreduziblen Komponenten von A und
I(A) = (f1--- fm)-Die (f1),..., (fm) sind ndmlihc die minimalen Primideale {iber (f), da
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VI = VI = Ny () = NV = N(f:) und die (f;) sind Primideale mit (f;) £
(f;) fiir i # j. BEs folgt auch I(A) = IV(f) = /(f) = N(fi) = (IL f;)- Insbesondere ist
I(A) ein Hauptideal. Jedes g € R, mit I(A) = (g) heit Minimalpolynom der Hyperfldiche
A. Dieses ist bis auf ~, d.h. bis auf einen Faktor aus R, = k* eindeutig durch A
bestimmt. Speziell hangt deg(g) nur von A ab und hei8t Grad der Hyperfliche A. Zum
Beispiel hat das Achsenkreuz V(X; - X3) in k? Grad 2, dito fiir V/(X{ - X3) (u,v > 1)

Satz (Chinesischer Restsatz). Es seien a,...,a, Ideale eines kommutativen Rings R.
Der Ringhomomorphismus ¢: R — [[;<, R/ai,x — (x + a;)i<n, mit Kern (<, a; ist
genau dann surjektiv, wenn a, . . ., ay, paarweise koprim sind. Dann hat man R/ﬂi;nai =0
Hign R/Cll

Beweis. Fiir i < n sei ¢; = (0iy)v<n € [[,<, R/ay, d.h. ¢, = (0,...,0,1,0,...,0). ,=*
Fiir ¢ < n nehme z € R mit ¢(x) = e;, dh.z—1€a; und z € a; fir j # 4, wofiir
l1=(1-2)+2z € a +aj. < Es reicht, fiir i <n zu zeigen, dass e; € Im ¢, denn jedes
(i + 0;)i<n € [Ti<p R/i ist >, xie;. Wegen a; +a; = R fir j # i ist 1 = a; + v; mit
u; € a; und v; € Ej. Fir z :Hj;éivj =[l;(1 —u;) =1—umit u € a; ist x € a; fiir
Jj # 1, also o(x) = e;. O

7.3 Algebraische Unabhangigkeit

Definition. Es sei £k C K eine Korpererweiterung, n > 0. Man nennt ay,...,a, € K
algebraisch (un)abhdngig tiber k, wenn es (k)ein f € k[Xq,..., X,] gibt mit f # 0 und
f(a1,...,an) = 0. Diese Definition hdngt nicht von der Reihenfolge der aq,...,a, ab.
Man kann also von der algebraischen (Un-)Abhéngigkeit endlicher Teilmengen von K
iiber k reden. Eine beliebige Teilmenge T' C K heifit algebraisch unabhéngig, wenn jede
endliche Teilmenge S C T algebraisch abhéngig ist.

Beispiel. @ ist algebraisch unabhéngig. Fiir n = 1 ist a; € K genau dann algebra-
isch (un)abhéngig tiber k, wenn a; (nicht) algebraisch iiber k ist. Fir n > 1 sind
X1,..., Xy € k(Xy,...,X,) algebraisch unabhéngig tiber k. Schlielich sind k-linear
abhangige ay,...,a, € K auch algebraisch unabhéngig iiber k.

Bemerkung. Fiir endliche Teilmengen S C T von K gilt: Ist S algebraisch abhéngig iiber
k, so auch T

Lemma. Genau dann sind ai,...,a, € K algebraisch abhingig iber k, wenn es ein
i€ {l,...,n} gibt mit a; algebraisch iber k(ai,...,a;—1).

Beweis. ,=*: Induktion iiber n. n = 0: %. n > 1: Ist g € k[X1,..., X,,] mit g # 0 und
glai,...,an) = 0, s0 ist h = g(ay,...,an—1,X,) € A[X,] fir A = kay,...,an—1] mit
h(an) = 0. Ist h # 0, so ist a, algebraisch iiber Q(A) = k(a1,...,an—1). Ist h =0, so
ist g;j(ai,...,an—1) = 0 fiir alle j, wobei g = 3" ¢; X} mit g; € k[X1,..., X,—1]. Wegen
g # 0 ist g; # 0 fiir ein j, also sind a1, ..., a,—1 algebraisch abhangig iiber k. O

Korollar (Austauscheigenschaft der Algebraizitét). Fir x,y € K gilt: Ist = algebra-
isch iber k(y), so ist y algebraisch tber k(x) oder x algebraisch tber k. Allgemeiner
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fir z,y1,...,yn € K: Ist x algebraisch iber k(yi,...,yn), so ist y, algebraisch dber
k(yi,...,Yn—1,2) oder x algebraisch tiber k(y1,...,Yn—1)-

Satz. Es seien S, T C K endliche Teilmengen. Ist K/k(S) algebraisch, so ist T alge-
braisch abhdngig iber k oder es gibt Sy, S1 C K mit S = So Sy und |So| = |T|, so dass
K/k(T'US1) algebraisch ist.

Beweis. Induktion nach m = [T\ S|. Im Fall m = 0 ist 7' C S, also Sp = T und
S1 = S\ T wie verlangt. Ist m > 0, so nehme = € T \ S. Schreibe S = {s1,...,s¢}
mit NS = {s1,...,54} fir g < ¢. Nach Voraussetzung ist = algebraisch tiber
k(s1,...,50-1)(s¢), also nach Korollar s, algebraisch iiber k(sy, ..., s;—1)(z) oder x alge-
braisch tiber k(si,...,s,—1) etc. So erhdlt man ¢ € {0,...,¢} mit i) x algebraisch tiber
k(s1,...,si—1)(s;) und, falls ¢ > 0, ii) s; algebraisch iiber k(s1,...,s;—1)(x). Ist i = 0, so
ist « algebraisch iiber k, also T algebraisch abhéngig iiber k. Nun sei ¢ > 0. Ist s; € T,
d.h. i < {y, so ist T algebraisch abhéngig iiber k. Nun sei ¢ > 0 und s; € T. Setze
(" =S\ {si}) U{z}. Esgilt TNSCS\{si} CS,alsoT\S" CT\S. Wegen K/k(S)
algebraisch und ii) ist K/k(S") algebraisch. Nach Induktion ist T" algebraisch abhéingig
tiber k oder S’ = SjUS] mit |T'| = |S)| und K/k(T'US]) algebraisch. Ist z € S{, so setze
So = (Sh\ {z})U{s;}, S1 = S57. Ist x € 1, so setze Sy = S{ und S] = (S1\ {z}) U {si}.
Damit ist S = Sp U S1 und |Sy| = |T|, sowie K/k(T U S1) algebraisch wegen i) im Fall
x €S O

Definition. Ist eine Teilmenge B von K algebraisch unabhéngig iiber k£, so nennt man
k C k(B) eine rein transzendente Korpererweiterung. Ist zudem K/k(B) eine algebrai-
sche Korpererweiterung, so heifit B eine Transzendenzbasis von K iiber k.

Korollar. Sind S, T endliche Transzendenzbasen von K iber k, so gilt |S| = |T.

Bemerkung. Eine Teilmenge B von K ist genau dann eine Transzendenzbasis von K
iiber k, wenn B eine maximale algebraisch unabhéngige Teilmenge von K {iber k ist,
d.h. B ist iiber k algebraisch unabhéngig und aus B C C' C K, dass C iiber k algebraisch
abhéngig ist.

Beweis. ,=*“: Fir x € C\ B ist x € K algebraisch iiber k(B), also ist B U {z} al-
gebraisch abhéngig iiber k, also ist C' algebraisch abhéngig tber k. ,<“: Z.z.: Vx €
K \ k(B): x algebraisch iiber k(B). Dazu betrachte C = B U {x} und verwende die
Austauscheigenschaft. O

Prazisierung. Eine endliche Teilmenge S von K heifit algebraisch (un)abhdingig, wenn
gilt: Schreibt man S = {ay,...,a,} mit n > 0 verschiedene a, ..., ay,, so sind ay,...,a,
algebraisch (un)abhéngig. Eine beliebige Teilmenge S von K heifit algebraisch (un)abhéngig,
wenn S (k)eine endliche Teilmenge Sy hat, die algebraisch abhéngig ist. Zum Beispiel ist

S algebraisch abhéngig iiber k, wenn es ein a € S gibt, das algebraisch ist iiber k. Wie
fir endliche B C K definiert man fir beliebige B C K, dass B eine Transzendenzbasis
ist (kurz TB), sowie ,,K/k rein transzendent®.

Bemerkung. Ist K/k rein transzendent, so ist jedes a € K \ k transzendent iiber k.
[Fischer-Sacher, S.228f]

36



Bemerkung. Es folgt aus dem vorletzten Satz fiir endliche S C K mit K/k(S) alge-
braisch: Hat ein beliebiges T C K mehr Elemente als S, so ist T" algebraisch abhingig
tiber k. [wahle Ty C T, |Ty| = |S| + 1]. Mit anderen Worten: Ist ein beliebiges T' C K
algebraisch unabhéngig tiber k, so hat T hochstens |S| Elemente. Insbesondere: Hat K
eine endliche Transzendenzbasis S iiber k, so ist jede Transzendenzbasis T von K iiber
k endlich und nach Korollar ist |S| = |T].

Definition. Die Léange einer (und damit jeder) endlichen Transzendenzbasis heifit Tran-
szendenzgrad tr. deg, (K) von K iiber k. Hat K keine endliche Transzendenbasis iiber k,
so ist tr.deg (K) = oo.

Beispiel.
a) K/k algebraisch = tr. deg;,(K) = 0 [Transzendenzbasis &].
b) tr.degk(X1,...,X,) = n [Transzendenzbasis {X1,..., X, }].

Bemerkung. Haben £ C L und L C K endliche Transzendenbasen, so hat auch ¥ C K
eine endliche Transzendenzbasis und tr. deg; (K) = tr.deg, (L) + tr. deg; (K).

Fakt. Fiir a C K gilt: a ist algebraisch iiber k(S) mit S C K genau dann, wenn es ein
endliches Sp C S gibt mit a algebraisch iiber k(Sp).

Lemma. Ein S C K ist algebraisch abhdngig iber k genau dann, wenn es ein a € S
gibt mit a algebraisch dber k(S \ {a}).

Bemerkung. Ein B C K ist genau dann eine Transzendenzbasis von K iiber k, wenn
B eine maximale {iber k algebraisch unabhéngige Teilmenge von K ist, d.h. B ist al-
gebraisch unabhingig und aus B C S C K folgt, dass S algebraisch abhéngig iiber k
ist.

Beweis. ,,=* Ubung. Hier ist ,,B algebraisch unabhingig* iiberfliissig. ,,<“ Zu zeigen:
K/k(B) ist algebraisch. Dazu sei z € K \ B. Fir S = BU {2z} ist B C S, also ist S
algebraisch abhéngig, d.h. (Lemma) es gibt ein a € S mit a algebraisch tber k(S \ {a}),
also ist a algebraisch tiber L(z) fir L = k(B\ {a}), da S\ {a} C (B\{a})U{z}. Gemif
der Austauscheigenschaft ist z algebraisch tiber L(a) = k(B) oder a algebraisch tiber
L C k(B). Im letzteren Fall muss a = z sein, denn a € B ist (nach Lemma wegen B
algebraisch unabhéngig) d

Satz (ZL). Zu jeder iber k algebraisch unabhdngigen Teilmenge A von K gibt es eine
Transzendenzbasis B von K iiber k mit B O A.

Korollar. Jede Korpererweiterung hat eine Transzendenzbasis.

Ohne ZL kann man zeigen, dass jede Kérpererweiterung von endlichem Typ eine endli-
che Transzendenzbasis hat. Definiert man namlich ndmlich algebraische (un)abhéngigkeit
vollig analog fiir Ringerweiterungen, so hat man die Noether-Normalisierung.
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Satz. Es sei k ein Korper, R ein Ring, k C R. Ist R = k[z1,...,x,], so gibt es
Zly..y2n € R mit R = klz1,...,2,] und m < n, so dass R ganz iber klz1,...,2zpm]
und 21, ..., zm algebraisch unabhdngig tiber k sind.

Beweis. Induktion iiber n: Sind z1,...,x, algebraisch unabhéingig, etwa fiir n = 0, so
setze m = n und z; = x; fiir ¢ < m. Es sein also z1,...,x, algebraisch abhéngig, d.h.

0 @ > aja;{1 -~z mit a; = 0 fiir fast alle j = (j1, ..., jn). Nehme d > 1 mit d > j; fiir

alle 4, j mit oj # 0. Setze y; = x; — 2@ fiir i < n. Aus (1) ergibt sich mit z; = yﬁ—xgn_i

die Gleichung 0 @ > ozjmﬁ;* + f(y1, .y Yne1,Tn) mit j* =3 5;d" fiir a; # 0 und
»deg, (G) < j* fiir ein j mit a; # 0 gilt fiir jedes Monom g von f. Nun besagt (2), dass
xn ganz Uber S = k[y1,...,yn—1] ist, d.h. R = S[xz,] ist ganz iiber S. Nach Induktion
hat man S = k[z1,...,2p,—1] und m < n —1 mit z1,..., 2z, algebraisch unabhéngig tiber
k und S ist ganz tber T = k|z1,. .., zn] Es folgt: R ist ganz iiber T'. Setze z, = x,,. O

Es folgt der Satz von Zariski (die korpertheoretische Form des Hilbertschen Null-
stellensatzes), denn dies ist der Spezialfall ,a ist ein maximales Ideal* des folgenden
Korollars.

Korollar. Ist k ein Korper, so gibt es zu jedem Ideal a von R, = k[X1,...,Xy] mit
a # R, ein Ideal b von R, mit b # R, und b D a, so dass R, /b ganz iber k ist.

Beweis. Es sei R = R,, R= R/a = k[x1,...,7,] mit z; = X;. Nach Satz gibt es iiber k
algebraisch unabhingige y1,...,y, € R mit R ganz iiber S = k[y1,...,y,]. Es reicht zu
zeigen, dass y1 & R . Denn dann ersetze man a durch a + (Y1) mit Y7 = y; und fiihre
Induktion nach r. Im Fall »r = 0 setze man b = a. Nun: Ist y; € R™, so ist Yy € 5%
nach folgendem Fakt, d.h. y15s — 1 = 0 fiir ein s € S, was unmoglich ist, da y,...,y,

algebraisch unabhéngig sind. O

Fakt. Ist A C B eine beliebige Ringerweiterung, y € B* und y~! ganz iiber A, so ist
y € Aly]™.

Beweis. Fiir z = y~! hat man 2™ + apm_12"" '+ -+ a1z + a9 = 0 mit a; € A, also
L+ am1y+ - +a1y™ '+ apy™ = 0 und damit y € Aly]*. O
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