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1 Kurven

1.1 Kurven in R*

Definition. Sei I C R ein Intervall. Eine stetige Abbildung v = (y1,...,7): I — R”
heifit (parametrisierte) Kurve. Das Bild im~y C R™ heiit Spur der Kurve. Ist I = [a, b]
kompakt, so heifit v rektifizierbar, falls

N

L(y):= sup > da(y(t:),(ti-1)) < oo.
a=to<--<ty=b;_;

L(v) heiit die Ldnge von 7.

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Ein ¢: X — X heifit Isometrie von X,
falls d(¢(x), #(y)) = d(z,y) fiir alle z,y € X gilt. Eine Isometrie von (R", d2) heifit auch
Bewegung.

Bemerkung. Jede Bewegung ist von der Form ¢(z) = Az + b fiir A € O(n) und b € R™.

Bemerkung. Ist v: [a,b] — R™ eine Kurve und ¢ eine Bewegung, so gilt L(¢o~y) = L(y).
Insbesondere ist ¢ o v rektifizierbar, wenn ~ rektifizierbar ist.

Definition. Eine Kurve «v: I — R" heif3t

(stetig) differenzierbar, wenn ~;: I — R fiir i = 1,...,n (stetig) differenzierbar ist.
Lipschitz oder Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 existiert mit da(y(t),v(s)) < L|t—s|
fiir t, s € I. Solch ein L heifit Lipschitz-Konstante.

regulir, wenn ~y differenzierbar und +/(t) = (71 (¢), ..., v, (t)) # 0 ist.

o ¢*-Kurve, wenn v k-mal stetig differenzierbar ist.

o ¥°°-Kurve, wenn ~ beliebig oft differenzierbar ist.

Bemerkung. Ist v: [a,b] — R™ Lipschitz-stetig, so ist 7y rektifizierbar mit L(y) < L-(b—a)
flir jede Lipschitz-Konstante L.

Bemerkung. Ist v: [a,b] — R™ eine €*-Kurve, so ist v rektifizierbar mit

o) = [Nl

Definition. Ist v: I — R" eine Kurve und ¢: J — I ein Homéomorphismus, so ist
vo:J — R" eine Kurve und im(vy o ¢) = im~. ¢ heiit Parametertransformation. ¢
heifit orientierungserhaltend, wenn ¢ monoton wachsend, und orientierungsumkehrend,
wenn ¢ monoton fallend ist.

Bemerkung. Ist «y: [a,b] — R™ rektifizierbar, so ist auch «y o ¢ fiir jede Parametertrans-
formation ¢ rektifizierbar mit L(y o ¢) = L(7).

Definition. Eine Kurve v: I — R heifit nach Bogenlinge parametrisiert, falls +|[a, b]
fir jedes [a, b] C I rektifizierbar mit L(7|[a,b]) = b — a ist.



Bemerkung. Ist : [a,b] — R" eine regulire ¢'-Kurve, so existiert eine Parametrisierung
nach Bogenlénge: Setze

vl = 26ffat) = [ Gl b o)l 4o

Dann ist ¢/(t) = [|7/(¢)|]]2 > 0, also ¢ streng monoton wachsend mit ¢(a) = 0 und
(L) = L(). Also ist o :=¢~1: [0, L(y)] — [a,b] eine orientierungserhaltende Parame-
tertransformation. Es gilt

V(7)) _ 2(e(1)

(o) =7 () = 0 = el

also folgt

T1

Livollironl) = o @) (Dlladr = =

0
fir alle [rg, 71] C [a, b]. Insbesondere gilt: Ist 7: [a,b] — R™ eine nach Bogenlidnge para-

metrisierte ¢’1-Kurve, so ist ||7/(¢)||2 = 1 fiir alle ¢ € [a, b].

Definition. Eine nichtkonstante Kurve v: R — R™ heifit periodisch, falls ein T" > 0
existiert mit y(t +7') = ~(¢) fur alle ¢ € R. Die kleinste solche Zahl heifit Periode von +.
Eine periodische Kurve heifit auch geschlossen. Ist v periodisch mit Periode T" > 0 und
/[0, T') injektiv, so heiit v einfach geschlossen.

1.2 Ebene Kurven

Eine Kurve : I — R? heiit ebene Kurve. Ab jetzt sei v eine regulire ¢2-Kurve. v(t) :=
Y (t) = (Y4 (1),7(t)) € R? \ {0} heiBt Geschwindigkeitsvektor, n(t) := Ju(t) mit J =
((1) Bl) € SO(2) heiBt Normalenvektor. Ist v nach Bogenldnge parametrisiert, so gilt

llv(t)]l2 = ||n(t)]]2 = 1. Weiterhin gilt in diesem Fall

0= %(v’(t)w’(t» =2(7"(1),7'(1))-

Also ist 7”(t) L +/(t) fir alle t € I und es existiert genau ein x(t) € R mit v"(t) =

k(t)n(t).

Definition. Sei v: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte (also auch regulire)
%?-Kurve. Die oben definierte Zahl x(t) € R heiBt Kriimmung von v in t € I. Die
Funktion x: I — R, ¢+ k(t) heifit Krimmung von .

Beispiel. Sei v: [a,b] — Rt + 79 + tvg mit v9,v0 € R? und ||vg[l2 = 1. Dann gilt
Y'(t) = vp und 7”(t) = 0 fur t € [a,b] und wegen ||vgll]2 = 1 ist v nach Bogenlinge
parametrisiert. Also gilt x = 0.

Beispiel. Sei v: R — R?,t R (cos + R,sm L) die Kre1shn1e mit Radius R > 0, also
periodisch mit Periode 27 R. Dann gilt +/(t) = (— sin %, cos %), also ||7/(¢)[|2 = 1 und ~
ist nach Bogenlé’mge parametrisiert Weiter gilt v (t) = % (— cos &, —sin &) und n(t) =
(—cos £, —sin £). Also ist 7" (t) = £n(t) fiir alle t € R, also k = .



Definition. Sei v: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte ¢?-Kurve. Dann heifit
(e1(t), e2(t)) == (v(t),n(t)), t € I, begleitendes 2-Bein.

Bemerkung. (e1(t),e2(t)) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R? fiir alle
tel.

Satz (Frenet-Gleichungen fiir n = 2). Sei v: I — R? eine nach Bogenlinge parametri-
sierte €*-Kurve. Dann gilt fiirt € I:

V() _ 0 k() [v(?)
n'(t) —k(t) 0 n(t)

Beweis. Die erste Gleichung ist gerade die Definition der Kriimmung. Wegen

n'(t) = %(qu(t)) = JV'(t) = k(t)JIn(t) = &(t)J?v(t) = —k(t)v(t)
folgt die zweite Gleichung. O

Sei ¢: R? — R? eine orientierungserhaltende Bewegung, d.h. ¢(z) = Az + b fiir A €
SO(2) und b € R2. Sei y: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte 42-Kurve. Dann
ist auch 4 = ¢ o v: I — R? nach Bogenlinge parametrisiert und die Kriimmung % von
7 ist gleich der Kriimmung  von . Kurz gesagt ist die Kriimmung einer ebenen Kurve
invariant unter orientierungserhaltenden Bewegungen, denn es gilt 7' = (¢ o) = AY/,
A" = A" und n = Jo = JAv = An, also v/ = Av' = kAn = kn.

Satz (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie fiir n = 2). Sei k: [ — R stetig. Dann exis-
tiert eine nach Bogenlinge parametrisierte €%-Kurve v: I — R mit Kriimmung k. Diese
ist bis auf Komposition mit orientiertungserhaltenden Bewegungen eindeutig bestimmt.

Beweis. Sei ty € I beliebig und setze

SchlieBlich sei fiir 7o € R?
t

1) =0+ [ ofs)ds,
0
Dann ist 7 eine nach Bogenlinge parametrisierte ¢?-Kurve mit 7/ = v und

V(1) = V' (t) = K(t) <_:g;g((g :Z?ﬁgég) vo = K(t)n(t)

Jo(t)




fiir alle t € I. Also besitzt v die Kriimmung «. Ist 4: I — R? eine weitere nach Bo-
genldnge parametrisierte Kurve mit Krimmung s und 9(0) = vy, so gilt fiir f(t) =

slo(®) — o))
F1(#) = (1) = '), v(t) = 0(2)) = K(E)(J(v(t) = (), v = B(t)) = 0

und
1

F(0) = 5llv(0) ~ 5(0)* = 0.

Also ist f = 0, d.h. v(t) = 0(t) fir alle t € I, also auch ~v(t) = (¢) fiir alle t € I. Da
es zu 0,50 € R?, bzw. vg, 7o € R2, |Jvg|| = ||T0]| = 1, genau eine orientierungserhaltende
Bewegung ¢(z) = Ax + b gibt mit Avg = 09 und 7 + b = Jp folgt die Behauptung. I

Wir haben im Beweis gesehen: Ist v: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte
€2-Kurve, so ist fiir O € R mit vy = ($¥8°) (O ist eindeutig mod 277Z) durch

sin g

O(t) =6 + t/i(s) ds

to

eine Funktion ©: I — R gegeben, die mod 27Z den orientierten Winkel zwischen e; =
(3) und v(t) angibt. Es gilt also fiir t € I

_ [cos©O(t)
v(t) = <sin@(t)> ‘
Allgemeiner gilt:

Lemma. Seiv: I — S' C R? stetig. Seity € I und vo = v(tg). Dann existiert stetiges
©: 1 - R mit v(t) = (;)588))) fiir alle t € I. Die Funktion © ist eindeutig bis auf
Addition einer Konstanten aus 2wZ.

Beweisskizze. Sei ©g € R mit vy = (5 gg ). Gesucht ist ein stetiges ©: I — R mit

i) O©(to) = 6o
ii) To®=v
wobei m: R — S1.© — (¢58). Es sei mp = w|lp: Iy — w(ly) = Jp mit I =

(%77, (% + 1) 7'('). Dann ist 73, ein Hom6omorphismus mit Umkehrabbildung sy : Ji — I,

Weiterhin gilt

Stn{(z,y) eR?:y >0} firk=0 (mod 4)
T — S'n{(z,y) eR?: 2 <0} firk=1 (mod4)
Stn{(z,y) €eR?:y <0} firk=2 (mod 4)
S*n{(z,y) €R?: x>0} firk=3 (mod4)



Die I; (bzw. Ji) iiberdecken R (bzw. S'). Es gibt also ein kg € Z mit ©g € Ij, und
vy € Ji,- Da v stetig ist, existiert 6 > 0 mit v([to — d,t0 + 6] N I) C Ij,. Die Funktion
Ol[to — d,t0 + 8] N I ist also eindeutig gegeben durch

@Hto —9,tp —1—5] NI:= Ske OUHto — 0, %o —1—5] NnI.
Fiihre die gleiche Konstruktion fiir die Randpunkte durch. Man erhélt

I= U [ebcI

tg€la,b]CI
O|[a,b] definiert

ist offen, abgeschlossen und nichtleer. Also ist I = I. O

Definition. Eine Teilmenge 7' C R? heifit sternformig beziiglich zg € T, falls mit « € T
immer auch die Strecke [zg, z] = {txo + (1 —t)z: t € [0,1]} in T liegt.

Lemma. Ist T C R? sternformig beziiglich xo € T und v: T — S1 stetig, vo = v(xg), s0

existiert ein stetiges ©: T — R mit v(t) = (Zﬁfg((g) fiirt € T. © ist eindeutig bis auf
Addition einer Konstante in 2.

Beweis. Wihle ©p € R mit vy = (g?jgg ). Dann ist © mit O(z¢) = ©¢ durch Lemma 1
eindeutig auf allen Strecken [zg,z] C T festgelegt, insbesondere ist © auf allen x € T
festgelegt. Zu zeigen bleibt, dass das so definierte ©: T" — R stetig ist. Sei x € T'. Dann
existiert ein k € Z mit v(z) € Ji und O(z) € I. Da v stetig ist, existiert § > 0 mit
v(Bs(z)NT) C Jg. Dann gilt ©|Bs(z) NT = s, ov|Bs(x) N T. Insbesondere ist © stetig
in z. O

Sei v: R — R? eine geschlossene, regulire € '-Kurve mit Periode 7' > 0. Sei ©: R — R
eine Winkelfunktion fiir den normierten Geschwindigkeitsvektor, d.h.

AW (eosO®
v (@) (Sin@(t)> fiir alle t € R.

Dann gilt

W) = 5

w(7) heiBt Windungszahl der geschlossenen, reguliren ¢!-Kurve v: R — R2. w(y) be-
schreibt die Anzahl der vollen Drehungen von v(t) gegen den Uhrzeigersinn.

O(T) — 6(0)) € Z.

Bemerkung. Ist v eine geschlossene, nach Bogenlinge parametrisierte ¢>-Kurve mit Pe-
riode T' > 0, so gilt

w(7y) ! /OT k(t) dt.

T o

Bemerkung. Ist v eine geschlossene, regulire €'-Kurve mit Periode T > 0, to € R.
Dann ist 5(t) = v(t + to) wieder eine solche Kurve und es gilt w(y) = w(¥), denn eine

Winkelfunktion fiir o(t) = ”g:gg” ist gegeben durch ©(t) = O(t + to).




Bemerkung. Sei v wie oben und 7(t) = y(—t). Dann ist w(y) = —w (7).

Bemerkung. Ist ¢: R — R eine ¢’'-Parametertransformation mit ¢(t + T) = o(t) + T,
so gilt fiir ¥ = v o ¢:

. w(y)  fiir orientierungserhaltendes ¢
w(¥) =

—w(y) fir orientierungsumkehrendes ¢

Satz (Umlaufsatz). Ist v: R — R? eine einfach geschlossene, requlire €*-Kurve, so gilt
w(y) € {1},

Beweis. Sei T > 0 die Periode von 7. Sei xyp = max{v(f): ¢ € R} und durch eine
orientierungserhaltende Parametertransformation kénnen wir annehmen, dass v;1(0) =
xo. Weiter konnen wir annehmen, dass v nach Bogenlidnge parametrisiert ist und +/(0) =
e9 gilt (moglicherweise durch eine orientierungsumkehrende Parametertransformation).
Sei G die Gerade, die durch s — ~(0) + se; parametrisiert wird. Auf dem positiven
Halbstrahl liegen keine Punkte von v (x). Wir setzen

X={(z,y) eR*:0<z<y<T}

Dann ist X konvex, also sternférmig. Wir betrachten die stetige Abbildung v: X — S*
mit

ﬂ%%%% r <y, (z,y) #(0,T)

v(a,y) = 17'(t) r=y=t
—7'(0) (z,y) = (0,T)

Wihle eine Winkelfunktion ©: X — R gemifl Lemma 2, d.h. v(x,y) = (COS@(I’y)) fiir

sin ©(z,y)
alle (z,y) € X. Insbesondere gilt also 7/(t) = v(t,t) = (Z?jgéfg) fir ¢t € [0,77, d.h.
1 1

Es gilt ©(0,7) — ©(0,0) = 7 und ©(T,T) — ©(0,T) = 7, denn sei ohne Einschrankung
©(0,0) = 5. Wegen () liegt e; nicht im Bild von ¢ +— v(0,t), d.h. 27Z liegt nicht im
Bild von ¢ — ©(0, t). Weiterhin gilt ©(0,T) € 3T + 27Z. Da © stetig ist, folgt aus dem
Zwischenwertsatz ©(0,T) = 2, also ©(0,T) — ©(0,0) = 7. Wegen O(T,T) € I + 2nZ
und wegen (x) liegt —e; nicht im Bild von t — v(¢,T'), d.h. m + 27Z liegt nicht im Bild
von t — O(T,t). Also ist O(T,T) = 2F, also folgt O(T,T) — ©(0,T) = m. Damit folgt
die Behauptung. O

Korollar. Ist v: R — R? eine einfach geschlossene, nach Bogenlinge parametrisierte
€2 -Kurve mit Periode T > 0, so gilt

T
/0 w(t)dt € {£27).



Sei v: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte ebene Kurve und tq € I. Ist dann
k(to) > 0, so liegt ~(¢) fiir ¢t nahe ¢( links der Tangente an ~(ty), denn nach Taylor gilt

(3() = (o), nlto)) = (4(to) — 2 to), n(t0)) + (+/(to), n(to)) (¢ — to) +
+ 5 b0),mlto) 6 — t0)* + ot — tof?) =

= Slto)(t — 10)? + ol — tof?) > 0

fiir ¢ nahe to. Analog liegt ~(t) fiir #(to) < 0 fiir ¢ nahe to rechts der Tangente an ~(fo).

Definition. Eine einfach geschlossene, nach Bogenlinge parametrisierte ¢?-Kurve v: R —
R? heiflt konves, falls gilt: x(t) > 0 fiir alle ¢t € R oder x(t) < 0 fiir alle ¢ € R.

Lemma. Sei v: R — R? eine einfach geschlossene, nach Bogenlinge parametrisierte
€?-Kurve. Dann gilt:
1. Ist k > 0, so liegt y(t) links der Tangente an y(to) fir alle to € R und v(t) # v(to).
2. Ist k < 0, so liegt y(t) rechts der Tangente an y(to) fiir alle tg € R und y(t) # ~(to)-

Beweis. Sei k > 0 und T > 0 die Periode von v. Angenommen,

f(t1) == (y(t1) — y(to),n(to)) = 0

fur t; € [0,7), t1 # to. Dann existiert ¢t € [0,7) \ {to} mit f(t-) =0und t; € [0,T) \
{to,t_} mit f’(¢t4) = 0. Natiirlich gilt f’(¢t9) = 0. Unter den 3 Vektoren ~'(t_),~’(to)
und ~/(t4) zeigen also mindestens 2 in die gleiche Richtung, d.h. es existieren t' # t” €
{t_,to,t+} mit v'(t') = +/'(¢"). Es sei ohne Einschrankung 0 = t' < ¢ < T. Sei O(t) eine
Winkelfunktion fiir v(t) = +/(t). Wegen ©’ = £ > 0 ist © streng monoton wachsend, also

27w(y) = O(T) — ©(0) = O(T) — O(t") + O(t") — ©(0) = 27k + 27l
mit k,l > 1, was unmoglich ist. O

Definition. Sei v: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte €3-Kurve. Ein ¢y € I
heifit Scheitel von =, falls /(tg) = 0. Insbesondere sind lokale Extrema von r Scheitel
von 7.

Satz (Vierscheitelsatz). Eine konvere €3-Kurve v: R — R? hat mindestens 4 Scheitel.

Beweis. Sei ohne Einschriankung x > 0 und s habe ein Minimum in ¢ = 0 und ein
Maximum in ¢t = tg, 0 < ty < T, mit der Periode T" > 0 von . Weiterhin kénnen wir
erreichen, dass 7(0) = 0 und die Strecke von (0) nach ~(tg) auf der positiven x-Achse
liegt. Schreibe () = (x(t),y(t)), also x(0) = y(0) = 0 und (z(to), y(to)) = (z0,0) fir
xo > 0. Es gilt y(t) < 0 fiir 0 < t < to, denn (g, 0) liegt links der Tangente an (0), also
y'(0) < 0. Also ist y(t) < 0 fiir kleine ¢ > 0. Ware y(t) = 0 fur ein 0 < ¢t < tp, so lagen
~v(0), v(t) und ~(tg) auf einer Geraden, was ein Widerspruch zur Konvexitit von ~ ist.
Genauso zeigt man y(t) > 0 fir to <t <T.



Wiiren 0 und ¢ die einzigen Scheitel, so wére x/(t) > 0 fiir alle 0 < ¢ < tg und /(¢) < 0
fiir alle 0 < t < T. Also wére y(t)x/(t) < 0 fir t # 0, to. Es gilt

T T T
/0 (1)K (1) dt:—/o Y (£)R(2) dt:/o (8 dt = &/(T) — 2/(0) = 0

was ein Widerspruch zu yx’ < 0 fast {iberall ist. Es muss also ein weiterer Scheitel t;
existieren, etwa 0 < t; < tg. Die Annahme, dass t; der einzige weitere Scheitel von =y ist,
impliziert, dass £'[(o ¢, u(t,,t0) > 0 also
T to T
0= / Y (1) dt = / YR @) dt+ [ y(t)s' (1) dt < 0.
0 0 to

Also existiert ein vierter Scheitel auf (0,tg) oder (to,T). O

Beispiel. Die Kreislinie mit Radius R > 0 hat Kriimmung %, also sind alle Parameter-
werte Scheitel.

Beispiel. Die Ellipse mit Halbachsen a # b, a,b > O:
v: R — Rt~ (acost,bsint)
hat 4 Scheitel in [0,27): 0, §, m, 37”

Beispiel. Ist v: I — R? regulir, aber nicht notwendigerweise nach Bogenlinge parame-
trisiert, und ¢: J — I eine Parametertransformation, so dass 4 = v o ¢. Dann gilt

sy L g () A
0 = o 4 (w vé’(t)>
1.3 Raumkurven

Eine Kurve v: I — R3 heiBt Raumkurve. Sei jetzt im Folgenden v eine nach Bogenlinge
parametrisierte ¢3-Kurve.

Definition. Die Krimmung x: I — R von v: I — R sei definiert durch (t) = ||7"(t)]].

Bemerkung. Wie im ebenen Fall gilt fiir alle ¢t € I:

0= %W(t)w’(t» =2("(t),7'(t))
Das heifit v L ~'.

Definition. v(t) = 7/(t) heifit Geschwindigkeitsvektor und im Falle x(t) > 0 heifit

n(t) = ”z::% Normalenvektor und b(t) = v(t) x n(t) Binormalenvektor von yint € I.

Definition. Fiir ¢t € I heifit (e1(t), e2(t), e3(t)) = (v(t),n(t),b(t)) das begleitende Drei-
bein von -y in t.



Bemerkung. Fiir t € I mit k(t) > 0 ist (e1(t), e2(t), e3(t)) eine positiv orientierte Ortho-
normalbasis von R3.

Bemerkung. Fir ¢t € I mit x(t) > 0 gilt (v'(¢),n(t)) = (v"(t),n(t)) = k(t). Anschaulich
misst die Kriimmung, wie stark v in Richtung von n abkippt.

Definition. Fiir ¢t € I mit x(t) > 0 heit 7(t) = (n/(t),b(t)) € R die Torsion von = in t.

Beispiel. Ist (y1,72) = v: I — R? eine ebene, nach Bogenlinge parametrisierte €>-
Kurve, so ist durch 4 = (71,72,0) eine Raumkurve definiert. Es gilt o = 5" = (71,75,0)
und 77 = (7/,74,0), also ist 7 = (£n,0), falls &(¢) > 0, und & = |k|. Weiterhin gilt
b(t) = e3(t) und @/ (t) = (£n/(t),0), also 7(t) = 0 fiir alle t € I mit &(t) > 0.

Beispiel. Die Schraubenlinie ist definiert durch v: R — R3¢ + (cos %,sin %, %)

Also ist v/(t) = %( — sin ﬁ,cos %, 1) und ||9/(¢)||* = 1. Also ist v nach Bogenlinge
parametrisiert. Weiter ist 7(t) = % ( — cos %, —sin %,O), also x(t) = ||/ (t)|| = & und

n(t) = (—cos %, —sin %, 0). Weiterhin ist b(t) = v(t) x n(t)

und n’(t) = %(sin %, — cos %,0), also T(t) = (n/(t),b(t)) = 1.

%(sin %,—cos%,l),

Bemerkung. Ist ¢: R? — R3? eine orientierungserhaltende Bewegung und v: I — R3 eine
nach Bogenlinge parametrisierte ¢’3-Kurve, dann gilt fiir 4y = ¢oy: s =k und 7 = 7.

Satz (Frenetgleichungen). Sei v: I — R® eine nach Bogenlinge parametrisierte €°-
Kurve mit k(t) > 0 fiir alle t € I. Dann gilt fir allet € I:

V' (¢) 0 k() 0 v(t)
)| =1-rkt) 0 7)) | [n@®)
v(t) 0 —7(t) 0 b(t)

Beweis. v'(t) = k(t)n(t) ist klar. Da v(t),n(t),b(t) eine Orthonormalbasis von R? ist,
gilt

W (8) = (0/(0)0(0))o(0) + (' (8 0) ) + (o' (2),(2)) ) =
= (0. 0(0) = (n(0), v ®)) w(0) + 5 (5 (0(0).m(0) ) n®) + 701000
= —r(t)v(t) + 7(t)b(t)

Genauso gilt
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Satz (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie fiir n = 3). Seien k: [ — Rsg, 7: I — R
stetig. Dann existiert eine nach Bogenlinge parametrisierte €3-Kurve v: I — R3 mit
Krimmung x und Torsion 7. Diese ist bis auf Komposition mit orientierungserhaltenden
Bewegungen eindeutig bestimmt.

Beweis. Betrachte das lineare Differentialgleichungssystem

¥ (t) 0 1 0 0\ /()
V()] 10 0 k) 0 v(t)
)] 10 —x(@) 0 7(t)] | n@)
v (t) 0 0 -7 © b(t)

Sei ty € I. Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir gewohnliche (lineare) Differentialglei-
chung liefern: Es existiert genau eine Losung (v, v, n,b) auf I mit y(tg) = 0, v(tg) = eq,
n(tg) = ez und b(ty) = e3. Aus den Frenetgleichungen folgt

(v,v) 0O 0 0 0 0 2k (v,v)
(n,n) 0O 0 0 0 21 2k|[(nn)
dlwo| o o o o —2r 0] 0
alwy | "o o 0 0 k —r||®w (+)
(b,n) 0O —7 7 —k 0 0 (b,n)
(n,v) -k Kk 0 7 0 0 (n,v)

Es gilt fiir e; = v, e = n und ez = b: (e;(to), e;(to)) = dij. Nun 16st (e;(t),e;(t)) = d;;
fir alle t € I die Differentialgleichung (x), also ist (v(t),n(t),b(t)) fur alle ¢t € I eine
Orthonormalbasis von R3. Es gilt det(v(to), n(to),b(to)) > 0, also wegen Stetigkeit auch
det(v(t),n(t),b(t)) > 0 fir alle t € I, d.h. (v(t),n(t),b(t)) ist sogar positiv orientiert fiir
allet € I. Alsoist v: I — R3 nach Bogenlinge parametrisiert mit begleitendem Dreibein
(v(t),n(t),b(t)), der Kriimmung x und der Torsion 7.

Ist 4#: I — R3 eine weitere nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Kriimmung x
und Torsion v und begleitendem Dreibein (v, 7, B), so existiert eine orientierungserhal-
tende Bewegung ¢: R? — R3, ¢(z) = Az +b, A € SO(3), b € R3 mit Av(to) = 3(to),
An(tg) = @(ty), Ab(to) = b(to) und —b = F(t). Damit folgt 5 = A o ~. D

2 Lokale Flachentheorie

2.1 Untermannigfaltigkeiten in R"

Definition. Eine Teilmenge M C R" heifit m-dimensionale Untermannigfaltigkeit der
Klasse €% mit k € N U {oo}, falls es fiir jedes p € M offene Teilmengen U,V C R" mit
p € U und einen €*-Diffeomorphismus ¢: U — V gibt mit ¢(UNM) =V N (R™ x {0}).
Anschaulich ist M “lokal flach”. ¢ heifit Untermannigfaltigkeitskarte von M um p, und
o=0¢lunm: UNM — VN (R™x {0}) heiit Karte von M um p.

Definition. Sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und p € M. Sei ¢: U — V eine Un-
termannigfaltigkeitskarte um p. Dann heiBt der lineare Unterraum (D¢(p)) (Rm) Tan-
gentialraum von M an p und wird mit T}, M bezeichnet. Schreibt man R™ = R™ x R"~™
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und sind e;, i = 1,...,m die ersten m Einheitsvektoren, so wird T, M von (Dqﬁ(p))*lei,

i=1,...,m, aufgespannt.
Bemerkung (Geometrische Beschreibung des Tangentialraums). Es gilt
T,M ={+(0): v: (—e,e) = M differenzierbar mit v(0) = p},

denn sei v € T, M. Betrachte z = (D¢(p))v € R™ x {0}. Dann ist v = %’t—o o~ (p(p) +
tr) und ¢~1(¢p(p) + tz) € M fiir geniigend kleine ¢. Ist andersherum v: (—e,e) — M,
v(0) = p, so gilt %‘tzo d(y(t)) = w € R™ x {0}, also 4(0) = (qu(p))flw e T,M.

Satz. Sei M C R"™. Es sind dquivalent:

1. M ist eine m-dimensionale €*-Untermannigfaltigkeit.

2. Fir alle p € M existiert eine offene Menge U C R", p € U, und F: U — R"™™
der Klasse €%, F = (f1,..., fa—m), mit DF(z) surjektiv fir alle x € U (d.h.
(grad f;)(x) sind linear unabhingig), so dass UNM = F~1(0). Eine €*-Abbildung
F:U — R"™™ mit DF(x) surjektiv fir alle x € U heif$t Submersion.

3. Fiir alle p € M existieren offene U CR™, V CR", p e V und F: U — R" der
Klasse €% mit

(i) DF(z) ist injektiv fir alle v € U.

(ii) VoM =F{U).
(iii) F: U —V N M ist ein Homéomorphismus.
Eine €*-Abbildung F: U — R"™ mit (i), (ii) und (iii) heift lokale Parametrisierung
von M.

Beweis.
1 = 2 Gegeben einen Diffeomorphismus ¢: U — V und ¢(U N M) = V N R™, schreibe

o= (f1, - fm, fm+1s- -, fn) und setze F' = (fii1,..., fn). Fir z € U gilt dann
F(z) = 0 genau dann, wenn = € M, und

gr(@) o g (erad fil2)
() ... S(a) grad f,(z)
ist invertierbar fir alle x € U, insbesondere sind grad fp+1(2), . .., grad f,(x) linear

unabhangig.

2=1 Sei F: U — R"™™ gegeben mit F~1(0) = U N M und DF(x) surjektiv fiir alle
x € U. Ohne Einschrankung seien DF(p)e;, i = m + 1,...,n, linear unabhéngig.
Setze ¢p(x) = (21, ...,Zm, F(x)). Dann ist

invertierbar, also existieren offene U’ C U, V! C R" so dass ¢|y: U’ — V' ein
Diffeomorphismus ist. Weiterhin gilt ¢(U’' N M) = V' N R™.
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1 = 3 Gegeben sei ein Diffeomorphismus ¢: U — V mit ¢(U N M) = V N R™. Setze
o=@l U =UNM - VAR™ =V und F = ¢~ |y: V! — U’. Dann gilt
F = ! dh. F: V' — U’ Homéomorphismus. Weiterhin ist

D¢ (z) = ( DF(x) | * )

invertierbar nach Voraussetzung. Insbesondere DF(z)e;, i = 1,...,m linear unab-
hangig, d.h. DF(z) injektiv.

3 = 1 Gegeben sei eine lokale Parametrisierung F': U — R"™ von M um p. Sei F(zg) =
Ohne Einschrénkung sei DF(zg)e; = e;, @ = 1,...,m, inbesondere DF'(xq)(R™)
R™. Setze ¥(x) = F(x1,...,2m)+(0,...,0,Zpmi1, 2. .., 2,) mit x = (21,...,2y)
R™ d.h. ¢: U x R"™™ — R". Es gilt

Dyp(z0) = < DFo(xO) En?_n )

d.h. DF(z) ist invertierbar. Also existieren nach dem lokalen Umkehrsatz offene
U,V CR" (x9,0) € U, p eV’ sodass ¢|y: U — V' ein Diffeomorphismus
ist. Sei ¢: V! — U’ die Umkehrabbildung. Dann gilt ¢(V' N M) = U' NR™, denn
zuy € V' N M existiert genau ein (z1,...,x,) mit F(z1,...,2y,) =y, dh. y =
(x1, ..., Tm,0,...,0), dh. ¢(y) = (z1,...,Zm,0,...,0). O

Bemerkung. Die Halbstetigkeit des Ranges impliziert fiir F' € €(R", R"~™) mit DF (z0)
surjektiv, dass DF(z) fir x in einer Umgebung von z( surjektiv ist, und fiir F €
€ R™,R™) mit DF(xg), dass DF(z) fiir 2 in einer Umgebung von z¢ injektiv ist.
Bemerkung. T,M = (D¢(x))"'(R™) fiir eine Untermannigfaltigkeitskarte ¢: U — V
um p. Im Falle der Charakterisierung 2 aus Satz 1 gilt T,M = ker DF(p) und im Falle
der Charakterisierung 3 gilt 7,M = im DF'(z).

Bemerkung. Ist f: U — R®™ differenzierbar von der Klasse €%, dann ist Graph f

eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, denn F': U — Graph f, x +— (z, f(z)) ist ein
Homd6omorphismus mit

MmN~

DF(z) =

1
\DF(z)e; ... DF(z)ey/
injektiv.

Bemerkung. Untermannigfaltigkeiten sind lokal als Graph darstellbar.

2.2 Flachen

Definition. Eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R3 heifit (eingebettete) Fld-
che.
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Konvention. Untermannigfaltigkeiten seien ab jetzt Untermannigfaltigkeiten der Klas-
se €%, k € NU {co} und differenzierbar heiBe ¢*.

Beispiel. S2 C R? ist eine Fliche, denn betrachte f: R® — R,z +— |/z[|> — 1. Dann
ist 2 = f71(0) und grad f(z) = 2z fiir x € R3, also grad f(z) # 0. Weiterhin gilt
T,8% = ker Df(p) = grad f(p)* = p™.

Definition. Sei S C R? eine Fliche. Eine Abbildung f: W — S, W C R" offen, heif}t dif-
ferenzierbar, falls f aufgefasst als Abbildung f: W — R™ differenzierbar ist. f: S — R"
heiBt differenzierbar um p € S, falls ein offenes W C R3 mit p € W und ein differenzier-
bares f: W — R™ mit flyng = flwng existiert. f heiBt differenzierbar, falls f um alle
p € S differenzierbar ist.

Bemerkung. Sei p € S und F: U — V NS lokale Parametrisierung um p. Dann ist F
differenzierbar und F~': V NS — U ist differenzierbar um p.

Bemerkung. Sei S C R3 eine Fliache, W C R? offen. Dann ist W N S eine Fliche. Nach
Satz 1.1 existiert ein Diffeomorphismus ¢: W — ¢(W) mitp € W, WNS C VNS, so dass
Blwns(@) = (F Ywns(z),0). Dann ist F~Ywns = ¢rzod|W NS, dh. mpeodly: W —
R? ist differenzierbar.

Bemerkung. Ist p € S und sind F;: U; — V;NS, i = 1,2, zwei lokale Parametrisierungen
um p, d.h. p € V1NVj, so ist der Parametrisierungswechsel F2_1 oFy ]Ff1(vlmv2) : Fl_l(Vlﬂ

Vi) — Fy (V1 N Va) ein Diffeomorphismus.

Satz. Fir f: W — S5, W CR"™ offen, sind dquivalent:
1. f ist differenzierbar um xq € W.
2. Es gibt eine lokale Parametrisierung F: U —V NS um p = f(x0), so dass F~1o
f|f—1(V) differenzierbar um xg ist.
3. Fiir alle lokalen Parametrisierungen F: U — V NS um p ist F~' o f|f71(v) diffe-
renzierbar um xg.

Bewets.
1 = 3 Fiir jede lokale Parametrisierung F um p ist F~': V NS — § differenzierbar um

p, also ist fo F~! s-1(vy differenzierbar um zo.
3 = 2 Ist Kklar.
2=1 flg-rqyy = FoF 1o flp1(y) ist differenzierbar um . O

Lemma. Sei S C R? eine Fliche. Fiir eine Abbildung f: S — R™ sind dquivalent:
1. f ist differenzierbar um p € S.
2. Es existiert eine lokale Parametrisierung F': U — SNV um p, so dass f: F: U —
R" differenzierbar um xq = F~1(p) ist.
3. Fir alle lokalen Parametrisierungen F' um p ist f o F' differenzierbar um xg.

Beweis.
1 = 3 Nach Voraussetzung existiert ein offenes W C R? mit p € W und differenzierbares
f : W — R™ mit f lwns = flwns. Ist F irgendeine lokale Parametrisierung um p,
soist F: U — VNS C R* differenzierbar und f o Flp-vw) = fo Flp-1wy, f
und F|p-1(yy sind differenzierbar, also foF| F-1(w) differenzierbar. Also ist fo F
differenzierbar um xg.
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3=1 Sei ¢p: W — ¢(W) eine Untermannigfaltigkeitenkarte um p, d.h. ein Diffeomorphis-
mus mit ¢(WNS) = ¢(W)NR?. Dann ist also F' = ¢~ | 5oz : ¢(W)NR? — WN
S eine lokale Parametrisierung um p. Nach Voraussetzung ist fo F: ¢(W)NR? —
R" differenzierbar um ¢(p). Dann ist f = f o F o wgz 0 ¢: W — R differenzierbar
mit flwns = flwns, d.h. f ist differenzierbar um p.

3 = 2 Ist Kklar.

2= 3 Seien F;: U; — V; NS, 1 = 1,2, lokale Parametrisierungen um p. Dann gilt: f o
F1|F1(V10V2) = foFo F2_1 o F1]F71(va2), bzw. fo F2|F2*1(V10V2) =foFio Fl_1 o
| By (Vi) Also ist f o Fy differenzierbar um Fy *(p) genau dann, wenn f o Fy

differenzierbar um F; *(p) ist. O

Bemerkung. Sei S C R3 eine Fliache. Ist f: W — S, W C R” offen, differenzierbar,
f(zo) = p, so gilt im Df(xg) C T,S, d.h. Df(xp) vermittelt eine lineare Abbildung
Df(zo): R = T),S.

Bemerkung. Sei S C R3 eine Fliche. Ist f: S — R" differenzierbar, so ist Df(p) :=
Df(p)]Tpg: T,S — R™ unabhéngig von der Ausdehnung f: W — R", W C R? offen,
p € W, denn ist v € T,M gegeben durch v =+/(0), v: (—e,e) — S5, v(0) = p, so gilt

= d

Piww) = 5| :

(Foy)(t) = &l (foy)().

Definition. Df(xo): R" — TS (bzw. Df(p): T, — R™) heifit das Differential von
f: W — Sin xg (bzw. von f: S — R™ in p).

Wir betrachten jetzt Abbildungen f: S; — So zwischen Flichen S;, So C R3.

Definition. Eine Abbildung f: S; — Sy heifit differenzierbar um p; € Sy, falls f
aufgefasst als Abbildung f: S; — R? differenzierbar um py ist.

Bemerkung. Ist f: Sy — Sy differenzierbar um p; € Sy, so gilt im D f(p1) C T}, S2, falls
f(p1) = pa.

Definition. Die lineare Abbildung D f(p1): Tp,S1 — T}, S2 heifit das Differential von
f: 51— Sz in p1, wobei ps = f(p1).

Definition. Eine differenzierbare und bijektive Abbildung f: S7 — Ss zwischen Flédchen
51, So C R? heiBt Diffeomorphismus.

Bemerkung. Ist f: S7 — Sa ein Diffeomorphismus so ist nach dem lokalen Umkehrsatz
f~1: Sy — Sy differenzierbar.

2.3 Erste und zweite Fundamentalform

Sei S C R? eine Fliche. Es bezeichne (-, -)ps das euklidische Skalarprodukt auf R3. Dann
definiert fiir p € S
gp(v7w) = <va w>R3, V,W € TpS

ein Skalarprodukt auf 7,5.
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Definition. g,: 7,5 x T,,S — R heifit 1. Fundamentalform von S in p € S.

Sei f: R2 D U — V NS eine lokale Parametrisierung von S in p, F = (Fy, Fy, F3).
Dann bilden g—fi(x) = DF(x)(e;), 1 = 1,2, eine Basis von T (,)S fiir alle ¥ € U. In diesem

Sinne hingt 7),S glatt von p ab. Wir setzen g;j(x) = gp(a) (‘gfi, %) fir 4,7 = 1,2. Sind

v,w € Tp)S gegeben, so kénnen wir schreiben:

2 OF
”_Z”Zaxl : wzgwiaf(x)

[
Damit gilt
9r(z) (0, w) Z viw; gij (@
t,j=1

Bemerkung. Ist F: U — V N S differenzierbar von der Klasse €**!, so sind die Kom-
ponentenfunktionen g;;: U — R differenzierbar von der Klasse €*. In diesem Sinne ist
(gp: Tp x T, = R)pes eine “differenzierbar” von p € S abhéngige Familie von Skalarpro-
dukten auf den Tangentialrdume 7},S.

Bemerkung. Die 1. Fundamentalform ermoglicht es, Langen und Winkel auf S zu messen:
Ist v: [a,b] — S eine €'-Kurve, so sei

b
= [ 17 Ol

mit ||v|l, = \/gp(v,v) die Linge von v. Sind v;: I — S?, i = 1,2, regulire ¢'-Kurven
mit v;(to) =p € S, 7i(to) # 0, so sei durch

9p (71 (to), 75 (t0))
171 (to) 1o l175 (o) Il

der Winkel « € [0, 7] zwischen ~; und 72 in p, bzw. ] (to) und v5(tp) in 7),S definiert.

CosSx =

Bemerkung (Verhalten der Komponentenfunktionen g;; unter Parametrisierungswechsel).
Seien F': U — VNS, FU — VNS lokale Parametrisierungen von S mit VNV # () und

F o Flpayapy: FHVNV) = FL(VNV)
F~lo F]F \VAT) Flvnv)—= F(vnVv)
die Parametrisierungswechsel, so gilt (F(z) = %, F(z) = &)
22: O(F~1o ),

k=1

Gijlp— va)(a?) =

Beispiel (Ebene). Seien v,w € R? und zg € R3. Durch F: R? — R3, (\, ) — 2o+ v+
pw wird eine Ebene S C R3 parametrisiert. Es gilt g—f = v und g—i = w, also mit 1 = A,

To = U
(gij(x))ij _ ((v,v) <U,w>>
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Ist {v,w} als Orthonormalsystem gewéhlt, so gilt also

(gij(x))ij = <(1) (1)>

Beispiel (Zylindermantel vom Radius R > 0). Sei S = {(z1,72,73) € R3: 2?2 + 23 =
R?}. Eine lokale Parametrisierung ist durch F: R x (0,27) — R® ~ {z1 > 0,20 =
0} NS, (2,0) — (Rcosh, Rsinf, z) gegeben. Es gilt %—Z(z,@) = (0,0,1) und %—5(2,9) =
(—Rsinf, Rcosh,0). Also ist

(gij(x))ij = ((1) £2>

Fir R =1 hat also der Zylindermantel die gleiche Fundamentalform wie die Ebene.

Beispiel (Sphire vom Radius R > 0). Eine lokale Parametrisierung von S = {p €
R3: [|p||? = R?} ist gegeben durch (V = R3 \ {z1 > 0,22 = 0})

o R cospcosf
F: (—2,2> x (0,2) -V NS, (¢,0) — | Rcospsinb
Rsinp

Es gilt

OF —RSi.Il(pCf)SQ

87(% 0) = | —Rsingsinf

L Rcosyp

OF —Rcos psinf

—(p,8) = | Rcospcosf

00 0

Es gilt also
R? 0
(gij (‘r))” - ( 0 R2cos2 S0>

Definition. Sei S C R3 eine Fliche. Ein Normalenfeld auf S ist eine Abbildung N: S —
R? mit N(p) L T,S fiir alle p € S. Ein Normalenfeld heifit Einheitsnormalenfeld, falls
weiterhin ||N(p)||gs = 1 fiir alle p € S gilt.

Definition. Eine Fliche S C R? heifit orientierbar, falls ein differenzierbares Einheits-
normalenfeld auf S existiert.

Beispiel (Ebene). Mit den Notationen von oben definiert N(p) = v x w fur alle p € S
ein differenzierbares Einheitsnormalenfeld auf E ..

Beispiel (Sphéare vom Radius R > 0). Mit den Notationen von oben definiert N (p) = %p
fur alle p € S ein differenzierbares Einheitsnormalenfeld auf S%.
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Beispiel (Zylindermantel vom Radius R > 0). Mit den Notationen von oben definiert
N (z1,®2,23) = £(x1,22,0) ein differenzierbares Einheitsnormalenfeld auf Zp.

Beispiel. Das Mgbiusband ist nicht orientarbar (Ubung).

Definition. Sei S C R3 eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld N, p € S
und {ey, ex} eine Basis von T},S. {e1, ea} heifle positiv orientiert, wenn {e1, ez, N(p)} eine
positiv orientierte Basis von R? ist.

Bemerkung. Lokal ist jede Fldche orientierbar, denn ist F: U — V N S eine loka-

le Parametrisierung, so ist {g—g(x), g—g(az)} eine Basis von Tp(,)S fir alle z € U.

Dann ist N(F(z)) = 2E(z) x 2L(z) L Trz)S fir alle x € U. Mit N(F(z)) =

- ~ ox1 0x2
N(F(x))/||N(F(x))|| wird N ein differenzierbares Einheitsnormalenfeld auf V' NS, d.h.
V' NS ist orientierbar.

Definition. Sei S C R? eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld N. Die
Abbildung
N:S — 52

heifit Gaufs-Abbildung von S.

Bemerkung. Fir p € S ist
DN(p): T,S = T S* = N(p)* =T,
ein Endomorphismus von 7,S.

Definition. Sei S C R? eine orientierbare Fliche von der Klasse €% mit & > 2 mit
Einheitsnormalenfeld N. Der Endomorphismus

W, =—-DN(p): T,S = T,S
heifit Weinbergabbildung von S in p € S.

Beispiel (Ebene). Sei {v,w} eine Orthonormalsystem in R3 und Ey, . = {70 + \v +
pw: A,mu € R}, N(p) = v x w konstant. Dann ist W), = —DN(p) = 0 fiir alle p €

E$07U7w'

Beispiel (Zylindermantel vom Radius R > 0). Mit dem Einheitsnormalenfeld N(p) =
%(ml,xg,O) mit p = (z1, 9, x3) ist N = % -mRe: Zr — S?. T,ZR hat als Basis

—X9 0
x|, 0
0 1

fir p = (21, x2, x3) und beziiglich dieser Basis gilt
1

~L 0
— R
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Beispiel (Sphire vom Radius R > 0). Mit dem Einheitsnormalenfeld N(p) = %p ist
N = g: 8} — 8% und W, = ~DN(p) = — 1 idg, g2

Satz. Sei S C R? eine orientierbare Fliche von der Klasse €% mit k > 2 mit Einheits-
normalenfeld N. Dann ist die Weingartenabbildung W,: T,,S — T,S selbstadjungiert
beziiglich der 1. Fundamentalform g,, d.h. fir alle v,w € T,,S gilt

Gp(Wp(v), w) = gp(v, Wp(w))

Beweis. Sei F': U — V N S eine lokale Parametrisierung um p. Setze X; = g—i(:c) fiir
i=1,2, F(z) = p. Dann gilt fiir t € (—¢,¢)

<6F (x +tej), N(F(x + tej))> =0

ox; R3
Also folgt
4|  JoF
0= G| (Gr+rte) NF@+te)
(o @ NG+ (X0 DNG)(X))
- aa:j@xi v P R3 v g TR
Also ist

2
(X, Wy (X))o = < S @1 > (¥

<8mzax] > (X5, Wp(Xo))ps

Mit anderen Worten g,(W,(X;), X;) = gp(Xs, Wp(X;)). Da {X1, X2} eine Basis von T),5
ist, folgt die Behauptung. O

Definition. Die durch h,(v,w) = g,(v, Wp(w)), v,w € TS, definierte symmetrische
Bilinearform hj,: T),S x T),S — R heifit 2. Fundamentalform von S in p.

Bemerkung. Ist F: U — V NS eine lokale Parametrisierung, so sehen wir

1) = o (0 520

d.h. (hij(x)), ;€ R2%2 ist eine symmetrische 2 x 2-Matrix fiir alle z € U, die darstellende
Matrix von hp(, beziiglich der Basis { oF -(2), 371?(93)} von Tp(,)S. Aus (*) in dem Beweis

von Satz 1 folgt
O*F
hij(e) = < ] N<F<x>>>

Bemerkung. Fir N = —N gilt W, = —W) und Bp = —h,. Insbesondere ist also die
Weingartenabbildung und die 2. Fundamentalform bis auf Vorzeichen auch auf nichtori-
entierbaren Fléchen definiert.

R?)
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2.4 Kriimmung

Sei S C R3 eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld N und ~: (—¢,e) — S
nach Bogenlidnge parametrisiert, v(0) = p. Aufgefasst als Raumkurve hat v die Kriim-
mung £(0) = ||7"(0)|lgs, d.h. falls k(0) # 0, so ist v”(0) = k(0)n(0). Das Ziel ist
die Aufspaltung £(0) = Knor(0) + Kgeod(0) in einen Anteil, der die Kriimmung von
v in S misst (“geoddtische Kriimmung”) und einen Anteil, der von der Kriimmung
von S in R3 herrithrt (“Normalenkriimmung”). Setze dazu n(0) = n(0)l + n(0)* fiir
n(0)l € 7,8, T,S* = n(0)* = (n(0), N(p)) N(p). Entsprechend gilt 4"(0) = x(0)n(0) +
£(0)(n(0), N (p))gs N ().

Definition. Es heifit £no:(0) = (7v"(0), N(p))gs die Normalenkrimmung von ~ in S fur
t=0.

Satz. Sei S C R3 eine orientierte Fliche mit Einheitsnormalenfeld N. Sei weiterhin
v: (—e,e) — S eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit v(0) = p. Dann gilt
Knor = hp(7/(0),7/(0)). Insbesondere hingt also Kpor nur von 4'(0) € T,S ab.

Beweis. Wegen y(t) € S fir alle t € (—¢,¢) gilt (N(y(t)),7'(t))gs = 0 fiir alle t € (—¢,¢).
Also gilt

0= g, (NO@). 7' B)zs = (DN @I (0),7/(0)gs + (N (), 7"(0))s

Also hy,(7/(0),7/(0)) = Knor(0). O
Bemerkung. Fir die Kurve 3(t) = v(—t) gilt Rpor(0) = Knor(0).

Bemerkung. Fiir die entgegengesetze Orientierung gegeben durch N = —N gilt Fnor(0) =
—Knor(0).

Bemerkung. Fir v € T),S betrachte die affine Ebene E), , n(,). Dann ist B, , n) NS
(Ubung) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit. Sei also v: (—¢,e) — E,, Np) NS
eine lokale Parametrisierung (nach Bogenldnge) so dass v(0) = p, 4/(0) = v. Dann ist

hyp(v,v) = Finor(0) (Ubung).

Definition. Sei S C R3 eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld N. Die Eigen-
werte k1, k2 € R der Weingartenabbildung W),: T,,S — T,S heiflen Hauptkrimmungen
von S in p. Ein zugehoériger Eigenvektor, d.h. X; € TS, X; # 0, mit W,(X;) = k; X5,
heit Hauptkrimmungsrichtung. Ferner heift K(p) = detW, = kik2 € R die Gaufs-
Krimmung von S in p, sowie H, = %tr W, = %(Iil + k2) € R die mittlere Krimmung
von S in p.

Definition. Eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve v: I — S heifit Krimmungs-
linie, falls o/(t) € Ty S fiir alle t € I eine Hauptkriimmmung ist.

Bemerkung. Fir N = —N gilt & = —r;, i = 1,2, und Wp(Xi) = RK; X, sowie K(p) =
R1ke = K(p). Insbesondere sind also Hauptkriimmungsrichtungen, bzw. Kriitmmungsli-
nien, sowie die Gaukriimmung auch auf nichtorientierbaren Flachen wohldefiniert.
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Definition. Sei S C R? eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld N. Es heifit
peES

elliptisch, wenn K (p) > 0.

hyperbolisch, wenn K (p) < 0.

parabolisch, wenn K (p) = 0, aber W), # 0.

Flachpunkt, wenn W, = 0.

Beispiel (Ebene). Sei Eyvw = {20 + Av + pw: A\, p € R} fiir 79 € R3 und ein Or-
thonormalsystem {v,w} in R3. Setze N(p) = v x w fiir alle p € Ey, 4., also W, = 0.
Also ist k1 = kg = K(p) = H(p) = 0 fiir alle p und alle Richtungen sind Hauptkriim-
mungsrichtungen, alle nach Bogenldnge parametrisierten Kurven v: I — FE; .., sind
Kriimmungslinien.

Beispiel (Zylindermantel Zr vom Radius R). Sei jetzt N(x1,x2,23) = —}%(1‘1,1'2,0).

Dann ist
£ 0

beziiglich der Basis {(—x2,21,0),(0,0,1)} von T,Zg. Also ist k1 = % und Ky = 0, also
K(p) = 0und H(p) = ﬁ. Also ist jeder Punkt p € Zp parabolisch. (—z2,x1,0) und
(0,0, 1) sind Hauptkritimmungsrichtungen und Kriimmungslinien sind vertikale Geraden-
segmente oder horizontale Kreissegmente.

Beispiel (Sphire S% vom Radius R). Betrachte das nach Innen gerichtete Einheitsnor-
malenfeld N (p) = —p. Dann ist W), = %idTpSIQ_{, also k1 = kg = 5, K(p) = % und
H(p) = %. Also sind alle p € S% elliptisch und jede Richtung ist Hauptkriimmungsrich-
tung, jede nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve in 512% ist Kriimmungslinie.

Die 2. Fundamentalform (bzw. die Weingartenabbildung) beschreibt die Fliache lokal
um p bis zur 2. Ordnung;:

Satz. Sei S C R? eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld N. Seien ki, ko
die Hauptkrimmungen in p € S, X1, Xo € T),S die Hauptkriimmungsrichtungen, so dass
{X1, X2, N(p)} eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R3 ist. Dann existiert eine
lokale Parametrisierung F: U — V NS um p mit

2 2
1
F(xi,22) =p+ E l'iXi+§ E 27k N (p) + o(||z[?).
i=1 i=1

Beweis. Seizunéchst F': U — VNS eine lokale Parametrisierung mit £'(0) = p, gfi (0) =

X;. Dann gilt

O*F

W(O) +o(||z]|?)-

2 2
1
F(xy,22) =p+ E xiXi+§ E X
i=1 ij=1
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. 2 2 2 2
Bs ist 5000 (0) = (52 (0), X1 ) X1+ (e (0), X2 )Xo+ (52 (0), N(p) )N (p)- Also

0*F
F(x1,22) p—i—Z(mk—i- Z<8$ax Xk>)Xk+
iUy

,5=1
T,
+5 Z TiTj <62F(0),N(p)>N(p) +o(]|z[*)
el O0x;0x;
Kibi;

Betrachte nun ¢(z1,z2) = (Z1(z1, x2), T2(z1, 22)), ¢: U — R2. Dann gilt

Do(0) = (é (1’)

und ¢(0) = 0. Also existiert eine lokale Umkehrung P U — YU ) C U mit DY(0) =
(6) und 9(0) = 0. Sei F=Foy:U— VNS mitV CR? offen. Dann gilt

2 2
. ~ 1 . -
F(Z1,82) =p+ Y &, Xk + 3 > ap(Z1,82) kN (p) + o ||lz(2)[*) =
k=1 k=1

2 2
. 1 - -
=P+ Y BXit 3 BN )+ of7])
k=1 k=1
da x(7) = & + of| 7). -

Bemerkung. Sei jetzt Q(z1,29) = p+ Y2 2:X; + 5 152  22k;N(p) eine solche Appro-
ximation bis zur 2. Ordnung p. Ist K(p) > 0, so beschrelbt @ einen Paraboloid. Ist
K(p) <0, so beschreibt ) eine Sattelflache.

2.5 Integration und Flacheninhalt

Definition. Sei F': U — V N S eine lokale Parametrisierung der Fliche S C R3. Ei-
ne Funktion f: S — R mit fls.y = 0 heiit integrierbar, falls die Funktion U —

R, (x1,22) — (f o F)(xl,xg)\/det(gij(azl,@))m integrierbar ist. In diesem Fall setzen
wir

/SfdA:/U(fOF)(Svl,@)\/det(gij(ﬂfl,ﬂcz))ij daidxy

Lemma. Seien F: U — VNS bzw. F: U — VNS lokale Parametrisierungen von

S C R3. Dann gilt fir f: S — R mit f|s\(vrﬂ7) =0

(f o F')\/det(gi;) integrierbar <= (f o F) det(gi;) integrierbar

In diesem Fuall gilt

[ (¢ o Py faer(ar) dardas = [ (0 F)fden(ziy) dards
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Beweis. Sei ¢ = F~! o F der Parametrisierungswechsel. Dann gilt
~ Odk 3¢z e a . i
Gij (Z Z (B)gri(6(%)) = Y DO(E)kiDP(E)15901(H(F).

k=1

Also ist (gij) = (D9)T(gij o ¢)(Dg). Also ist det(g;;) = (det Dp)?det(gi; o ¢), also
det(g;j) = | det D¢|y/det(gi; o ¢). Die Transformationsformel liefert

/ _ (foF)y/det(gij) deidzs = / _(foF) det(gij o ¢)| det Do| dz1dz
F-L(vAV) Lvnv)

Also folgt die Behauptung. O

Definition. f: S — R heifit integrierbar, falls f = fi +--- + fr mit fi|sy; = 0 mit
lokalen Parametrisierungen F;: U; — V; NS und integrierbaren f; existieren. In diesem

Fall setzen wir i
dA = / . dA
Joraa=3 fs

Bemerkung. Sei f: S — Rund A C S. Fir xaf =: fa gilt falssa = 0. Z.B. fir
A=V nNS: xynsf lasst sich direkt integrieren.

Bemerkung. Ist auch f = fi + -+ + f; mit fj|5\‘7 =0, so gilt
J

k l B
izzl/sfidA:j;/SfjdA.

Der Wert des Integrals héngt also nicht von der Art der Zerlegung ab.

Bemerkung. Die iiblichen Eigenschaften des Integrals {ibertragen sich:

/)\f—l—ugdA:)\/fdA—i—u/gdA
s s s

fir A\, u € R und integrierbare f,g: S — R, und

/SfdAg/SgdA

fiir integrierbare f,g: S - R mit f < g.

Definition. N C S heifit Nullmenge, falls F~'(N) C U eine Nullmenge ist fiir jede
lokale Parametrisierung F': U — V N .S von S.

Bemerkung. Ist f: S — Rund g: S — Rund g|s.n = f|s- fir eine Nullmenge N C S,

so ist g integrierbar mit
/ FdA = / gdA.
S S
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Definition. Ist f = 1 integrierbar, so heifit

A(S) = / 1dA
S
der Fldcheninhalt von S.

Beispiel (Sphire S% vom Radius R). Sei U = (—7/2,7/2) x (0,27), V = R3 \ {z; >
0,29 = 0} und F: U — VNS, (p,0) — (Rcospcosb, Rcos psinf, Rsin ). Dann ist
S NV eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit, also eine Nullmenge. Friiher:

(gi1)i; = R? 0
9ii)ii =\ o R? cos?

Also ist y/det(g;;) = R?| cosp| und
2r  pm/2
A(S) = / R? cos pdyp df = 4R
0 —7/2

2.6 Spezielle Klassen von Flachen
2.6.1 Minimalflachen

Sei S C R3 eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld N, A(S) < oo und
F: U — VNS eine lokale Parametrisierung. Sei weiterhin f: .S — R differenzierbar mit
kompaktem Trager in V N .S. Fiir geniigend kleines ¢ ist

Si:=A{p+ f(PtN(p):peS}
eine Flache mit lokaler Parametrisierung
Fo:U—=VNS,x— F(x)+t(foF)(x)(NoF)(x)

Wir mdchten %‘t:O A(St) berechnen.

Lemma (1. Variation des Flécheninhalts). Es gilt

d
dt

_Als) = —Q/Sf-HdA

mit der mittleren Krimmung H von S.
Beweis. Es gilt

OF, OF 0(foF) A(N o F)
oz, ~ oo 1 ag, el +HfoF)— -
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Also ist

s (25 0F
gt)ij = amiaaxj RS—

_JoF oF OF O(N o F) d(NoF) OF B
_<8:U¢’6x]>+t(f F)<aa:z-’a:cj>+t(f°F)<axi’axj>+o(t)_

Gij — Qt(f o F)h” + O(t)

und

det ((gt)ij) = g11922 — 2t(f o F')(g11haz + h11g22) — 921912 +
+ 2t(f o F')(ga1h12 + h21g12) + o(t) =
= det(gij) +2t(fo F)( — g11hog — h11g22 + go1hio + h21912) + o(t)
Es gilt

oF
hij =g <6mz ) Z Wik

fir die Matrix (W;; von W bzgl. {?—F ?—F}. Also

0x1’ Oxo

det ((g¢)ij) = det(gij) + 2t(f o F)(— g11(921Wi2 + g22Wa2) — g22(911 W11 + 912Wa1) +
+ g21(g11 Wiz + g12Wa2) + g12(g21Wi1 + g12Wa1)) + o(t) =
= det(gi;) — 2t(f o F') det(gij) (W11 + Waz) + o(t) =
— det(giy) (1 — 41(f o F)H) + ot

det ((g)i;) = \/det(gij) (1 — 2t(f o F)H) + of2).

A(St):/S(l—Qtf~H+o(t))dA:A(S)—2t/sf-HdA+o(t). 0

und

Insgesamt folgt

Definition. Eine Fliche S C R? mit H = 0 heifit Minimalfidche.
Bemerkung. Fir Minimalflichen S ist ‘ A(Sy) = 0.

Bemerkung (Seifenhiiute). Sei S C R? eine Flache mit kompaktem Abschluss S. Hat S
minimalen Flicheninhalt unter solchen Flichen S mit demselben Rand 85 = 0S5, so hat
S verschwindende mittlere Kriimmung.

Beweis. Betrachte eine Variation S; wie oben. Dann ist 95; = 05 und
d
dt |
Angenommen H (p) # 0, etwa H(p) > 0 fiir p € S. Wihle f: S — R wie folgt: Es existiert

ein offenes V- C V und ¢§ > 0 mit H(q) > 0 fiir alle g € VN S. Setze f= vaS-H. Dann
ware

0=

A(Sy) = —Z/Sf-HdA.

/Sf-HdA:/SX%SszAzA(VﬂS)(S?>O. 0
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3 Innere Geometrie von Flachen

3.1 Isometrien

Definition. Seien S, S C R? Flichen. Eine differenzierbare Abbildung f: S — S heift
lokale Isometrie, falls Df(p): T,8 — T f(p)§ fir alle p € S eine lineare Isometrie beziig-
lich der jeweiligen 1. Fundamentalform g, und gy(,) ist, d.h. Gy, (Df(p)v, Df(p)w) =
gp(v,w) fiir alle v,w € T),S.

Bemerkung. Ist f: S — S eine lokale Isometrie, so ist f ein lokaler Diffeomorphismus.

Beispiel. f: E¢, ¢, = Zg,(x1,22) — (Rcos(xz1/R), Rsin(x1/R), x2) ist eine lokale Iso-
metrie, denn
of of .
——)=4d; i,j=1,2.
<aﬂfi7 axj > i wJ

Friher haben wir gezeigt, dass Kg, ., = Kz, =0, Hg, ., =0und Hz, = ﬁ.

Bemerkung. Eine Grofie der inneren Geometrie ist eine Grofle, die invariant unter lokalen
Isometrien ist. Die mittlere Kriimmung ist also keine Gréfle der inneren Geometrie. Fiir
eine lokale Isometrie f: § — S gilt im Allgemeinen (H o f)(p) # H(p) fiir p € S, siche
obiges Beispiel.

Definition. Ein Diffeomorphismus f: S — S heift Isometrie, falls er eine lokale Isome-
trie ist.

Definition. Zwei Flichen S,5 C R3 heiBen (lokal) isometrisch, falls eine (lokale) Iso-
metrie S — S existiert.

Beispiel. Ebene und Zylinder von Radius R > 0 sind lokal isometrisch, aber nicht
isometrisch (Ubung).

3.2 Vektorfelder und kovariante Ableitung

Definition. Sei S C R? eine Fliche. Eine (differenzierbare) Abbildung X : S — R3 mit
X(p) € TS fur alle p € S heiit (differenzierbares) Vektorfeld.

Bemerkung. Sei F': U — V N S eine lokale Parametrisierung um p € S. Dann ist
{ OF (y), OF (x)} eine Basis von Tp(,)(S) fiir z € U und somit gilt

dx1 \"/)0 Dy

2
(X o F)a) = 3 Xila) g (@)

=1

fir eindeutig bestimmte Funktionen X;: U — R (die Koeffizientenfunktionen von X
beziiglich F).

Bemerkung. X ist differenzierbar um p genau dann, wenn XiF : U — R differenzierbar
um F~1(p) sind fiir eine lokale Parametrisierung ' um p. Dies ist genau dann der Fall,
wenn X/ : U — R fiir jede lokale Parametrisierung F' um F~!(p) differenzierbar sind.
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Beispiel. Sei f: S — R differenzierbar. Da g, nicht ausgeartet ist, existiert genau ein
grad f(p) € T,S mit Df(p)v = gp(grad f(p),v) fur alle v € T),S. Das Vektorfeld grad f
heifit Gradientenvektorfeld von f. Ist F': U — V N S eine lokale Parametrisierung, so
gilt fiir X = grad f:

2
AL ) = D1F @) Gte) = o X 01| = 3 o)

i=1
O(foF
(83)1 ) — G Xl
O(foF) Xo
Oxo
O(foF
Xl — G*l (gxl )
x) = (afn

Ist f: S — R also differenzierbar der Klasse €**1, so ist grad f differenzierbar der Klasse
c*.

Fir G = (gi5) gilt also

bzw.

Definition. Fiir v € 7,5 und differenzierbares f: S — R heifit v(f) = (Df(p))v € R
die Richtungsableitung von f in Richtung v. Fiir ein Vektorfeld X: S — R3 setzen wir

X(f): 8 = R,p— (X(p))(f)-

Bemerkung. Ist f differenzierbar der Klasse €%*! und X differenzierbar der Klasse €,
so ist X (f) differenzierbar der Klasse €*.

Lemma. Seien X,Y: S — R? differenzierbare Vektorfelder der Klasse €*t'. Dann
existiert ein eindeutiges differenzierbares Vektorfeld [X,Y]: S — R3 der Klasse €%, so
dass [X,Y)f = X(Y f) = Y(Xf) fiir alle differenzierbaren f: S — R der Klasse €* mit
£>2.

Beweis. Sei F: U — V NS eine lokale Parametrisierung. Dann gilt X o F' = Z 1 X gf

und YoF = Z?Zl Yi% fir X;,Y;: U — R differenzierbar. Also gilt fiir differenzierbares
f:S—=R

oo F) oy OfoF)
und
AfoF)) < AY;0(fo F) D*(foF)
XX f)oF = le (YJ oz, )—..2_1(%:5 or; Ny ax3>
i,J i,j=
und analog
0X; 0(foF) &*(fo F)
Y(Xf)o k= ]221< ' Oy Ox;j +YiX; O0x;0x; )
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Also ist

8Y 8X I(foF)
XY Y(X F = =ZfoF
( Yf)— f © Z < 8551’ ) oz, fo
Z]': U—R
fir ZoF = Y2, Z; a(g;F) Dies definiert ein eindeutiges Vektorfeld Z: S — R3 mit
Zf=XYf)— (Xf)furallef S —R. O

Definition. Das Vektorfeld [X,Y]: S — R? heiBt Kommutator von X und Y.

Sei X: S — R3 ein Vektorfeld und v € T, »S. Wir wollen die Richtungsableitung von
X in die Richtung von v definieren. Diese sollte ein Tangentialvektor in 7},S sein. Pro-
blematisch ist dabei allerdings, dass im Allgemeinen (DX (p))(v) & T,,S. Wir betrachten
daher die orthogonale Projektion m,: R3 — T,S,v — v — (v, N(p))N(p) fiir einen der
beiden Einheitsnormalenvektoren N (p).

Definition. Sei X: S — R? ein differenzierbares Vektorfeld und v € 7,S. Dann heifit
VoX :=m, (DX (p)(v)) € T),S die kovariante Ableitung von X in p in Richtung v. Fiir ein
weiteres Vektorfeld Y: S — R3 heifit das Vektorfeld Vy X definiert durch (Vy X)(p) =
Vy X die kovariante Ableitung von X in Richtung Y.

Bemerkung (Ausdruck beziiglich einer lokalen Parametrisierung F': U — SNV). Schrei-
be X o F = 23:1 Xi% und Y o F' = 212:1 ngTF Dann gilt

VyXoF =n(DX(Y)oF) —7T<ZY8);;F>
3 iyiaX OF |  O°F PF \
-7 =t "L Oy 8:17] 01‘10%
1= J=1
0X; OF O*F
=) Y J X
; z_: <6x, 81'3‘ * ﬂ((?xiaxj))
= 7=1
Wir entwickeln agjé;j (x) in die Basis {%(w),g—g(:c),N(F(x))}, wobei N(F(z)) =
oF OF /|| OF OF ||,
8331( ) Oxo ’8:171( ) Oxa ||"
O*F oF 5 OF

O0x;0x; - F i@ )8w1 (@) + FU@)%(:E) + hij(2)N (F(z))

fiir eindeutig bestimmte Funktionen Ffj: U — R. Damit ist

2

0X; OF OF
VyXoF = ZYZ((%Z o, +X]er]axk>

:i<inazl)gfj+2(z Y, X,k ) oF

Jj=1 \i=1 k=1 \i,j=1
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Definition. In der Basisentwicklung der zeiten Ableitung einer lokalen Parametrisierung

2
g = D) ) + T )5 (o) + (o) N ()

heiflen die Koeflizientenfunktionen Ffj: U—=R,ij k=12, Christoffelsymbole. Es gilt
fiir Vektorfelder X,Y

oF L OF
VyXoF = Z(Zyaxl>%+Z(ZmXﬁg)ax

k=1 \ij=1 k

Bemerkung. Fir die Vektorfelder

0 _OF
6%1'_81'1'

VNSRS i=1,2

gilt also insbesondere

Bemerkung. Es gilt I‘k = Fk nach dem Satz von Schwartz.

Lemma. Fir die Christoffelsymbole gilt
1 & (9gje | Ogie  Ogis
Fk’ — J W L] Lk
& 2 E:Z:l <8xi + (93?j 89@ g

wobei g die Koeffizienten von (gij)z‘_,jl sind.

Beweis. Es gilt gjo = (go F) (gTFj, %) = <37ij g—f» und daher

dgje | O°F OF L [oF OPF \
E)xi N axial‘j7al‘z 83:]"8951-8@ N

OF OF OF &, OF 2
(St + (5 i) - £ Ot

Ti k=1 k=1
und analog
0gie 2 k
= = I r
oz, kz::l ( ke + ngm>
2
095 _ > (Flg'gk‘ + Ff'ﬂik)
axg P 1JIR] J
Also folgt
agﬂ 69%8 897,]
=23 r*¥ O
ox; + 0z Z 1j Ikt
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Bemerkung. Die Christoffelsymbole sind also Groflen der inneren Geometrie.

Wir fassen die wichtigsten Eigenschaften der kovarianten Ableitung zusammen:
Satz. Fir die kovariante Ableitung (X,Y) — VxY gilt:

1. Vx(MY1 4+ XoY2) = MiVxY1 + MaVxYs fiir A, Ay € R und Vektorfelder X,Y1,Y5.
Vx(fY)=X(f)Y + fVxY fir f: S — R und Vektorfelder X,Y .
Vixi+px.Y = VY + oV, Y fir f1, f2: S — R und Vektorfelder X1, X3,V .
Xg(Y,2)=9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) fir Vektorfelder X,Y, Z.

GvoB e e

VxY — Vy X = [X,Y] fir Vektorfelder X,Y (Torsionsfreiheit).

Beweis. 1-3 folgen aus VxY = 7(DX(Y)) und DX(MY1 + X2Y2) = MDX(Y1) +
NeDX(Y3), DX(fY) = DX(f)Y + fDX(Y) und D(fiX1 + oX2)(Y) = iDX;(Y) +
f2DXs(Y).

Weiter gilt Xg(Y,Z) = X(Y,Z) = (DY(X),Z) + (Y, DZ(X)) = (x(DY (X)), Z) +
(Y,m(DZ(X))) =9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) und beztiglich einer lokalen Parametrisierung
F gilt

dY; ax-) OF _X.Y]oF -

Y — X)oF = X; Y,
(VxY = VyX)o ;(Z z 0w ) o

3.3 Kriimmungstensor & Theorema Egregium

Definition. Seien X,Y,Z: S — R? Vektorfelder: Die zweite kovariante Ableitung von
Z nach X und Y ist definiert durch

ViyZ =Vx(VyZ) - VyyZ

Lemma. Sei F: U — V NS eine lokale Parametrisierung und X o F' = . X; OF

Ox;’

YoF =5, Ylgf, ZoF=3%, Z,gf Dann gilt V% YZOF:Zi(V YZ)Zag; mit

Z w 0Zm
(ViyZ)m Za% XY+ZJ%FW8 (XY + XpY5) — %Fwa X;Y;

+3 ( 9y Z (T Z%Ffj)Xz-YjZk>

4,5,k
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Beweis. Es gilt(s.o.):

0Zy, OF
ZoF = — I Z;Y;
VyZ o Xk: ( E D2, +Z ) (%Uk
=:Uy,
U, o OF
Vx (VyZ) = Ea: ( 2 G Xm + ZPMU/gXW) Do =
U By
0?Z, 0Z, Yy
= Y X, —Xm
zo; <m£ <8xm8xg ¢ + O0xy Oxpm, )
ars 0Z; oY;
L 7Y X + T, YX FaZ—]Xm
0z oF
+ <F” o, ﬂng + FBWF%ZZ-YJ-X]-) )8:1: =1
Byt @
Genauso
VxYoF = —Xy F GYi X
=Vi
074 OF
Vo ZoF =Y (> 2=V +> T4, 23V,
—~ \ 5 Oz o 0%y
07, (‘9Y
= FmYX
F
+ ng,yZﬁg IXo+ Y T4, Zsl) YX)S =1
Byt Byysid o
Die Behauptete Formel ergibt sich als Differenz I; — I5. O

Korollar. Firp € S hdingt (Vg(ij)(p) € 1,8 nur von v := X(p) € T,S und w :=
Y(p) € T,S ab. Fir ein Vektorfeld Z: S — R3 liefert die kovariante Ableitung also eine
R-bilineare Abbildung

1,8 x 1,8 — T,S
(v,w) = V3, Z := (Vi y Z)(p)
fiir beliebige Vektorfelder X, Y : S — R3 mit X(p) = v, Y(p) =

Bemerkung. Der Satz von Schwarz gilt im allgemeinen nicht fiir die zweite kovarian-
te Ableitung, d.h. im allgemeinen VA%QYZ #* V%C yZ. Die Abweichung wird durch den
Krimmungstensor gemessen.
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Definition. Seien v, w € T,S und Z: S — R3 ein Vektorfeld. Dann ist der Riemannsche
Krimmungstensor definiert durch

R(v,w)Z =V ,Z — V2 ,Z €T,S
Bemerkung. Offenbar ist R(v,w)Z schiefsymmetrisch in v und w.
Lemma. Sei F': U — VNS eine lokale Parametrisierung, F(xo) =p, v=7>, Ui%(%);
v=>; wi%(fﬁo), v, w; € R. Dann gilt:

oF
R(v,w)Z = Z szk $o)vlezk($0)a E(J/'O)

i,5,k,¢
fur
ort . are.
1 kj kz E m E m
S — r,, I,
Rzyk (91'1 (9.%'1 Z( )

m

Beweis. Benutze Lemma 1: Die Terme, die symmetrisch in v, w (bzw. X,Y) sind, fallen
weg. O

Korollar. R(v,w)Z € T,S hdingt nur von u = Z(p) € 1,5 ab, R liefert also eine
R-trilineare Abbildung

1,58 x T,S x T,S — T,S
(v,w,u) = R(v,w)u = R(v,w)Z
fiir Z: S — R3 beliebig mit Z(p) =

Satz (GauB-Gleichung). Sei S C R3 eine orientierbare Fliche mit Einheitsnormalenfeld
N. Dann gilt fir v,w,u € T,S:

R(v,w)u = h(w,u) - W(v) — h(v,u) - W(w) € T,S

Mit der zweiten Fundamentalform h: T,S x T,S — T,S und der Weingartenabbildung
W:T,S — T,S.

Beweis. Sei F': U — V N S eine lokale Parametrisierung um p. Dann gilt (s.o.):

822833] ZFZSF +hij(NoF)  hijj=hoF (22 gi)
also
k -
R R e B LR T
= Zk: <(?91;% gj}; + Ffj Zrﬁ$> hi;W (gfl;) + Normalanteil
; < i + Z L3I — haj sz> aa;; + Normalanteil
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Nach dem Satz von Schwarz gilt

0 OPF PE
_8:@8:{:@8% ﬁxiﬁxgﬁxj_

orm  ory: OF ‘
- ;( 8:;2 N axj + ;(Fk Ik — FZJ k) —hijWne + hei Wi, )(%‘m + Normalanteil

—_pm
RZ]'L

Also RZ;Z = hiijg — thWmi- Aus

arm  orm
Rpj; = 81‘]; - (%Jj +Z( Wk — T

k
folgt
o 0 0 0
R(@xe 8:&) Z Rfﬂ - %: <hz]wm€8 — W ™ O )
o 0 0
=h| —. — _ h
(&ri’ &Uj)W(axg) (8:€g 3:13]) < )
Da 8%1(]9), 8%2(]9) eine Basis von 7,5 ist, gilt die Formel allgemein. O

Satz (Theorema Egregium). Sei S C R? eine orientierbare Fliche mit Einheitsnorma-
lenfeld N. Dann gilt fir jede Orthonormalbasis {e1,e2} von T,S

K(p) = g(R(e1,e2)ea, e1).

Beweis. Mit der Gaufigleichung gilt

g(R(e1, e2)ea, e1) = hlea, e2)g(Wer),e1) — h(e1,e2)g(W(e2),e1) =
=g(W(e2),e2)g(W(e1),e1) — g(W(er),e2)g(W(e2),e1) =
= W11W22 — W12W21 = det Wp = K(p)
fir (W;;) die Matrix von W), beziiglich {eq,ez}. O

Bemerkung. Die GauSkrimmung ist also eine Grofie der inneren Geometrie von S, d.h.
fiir eine lokale Isometrie f: S — S gilt K(f(p)) = K(p).

Beispiel. Es gibt keine léngentreuen d.h. lokal isometrischen, ebenen Karten der Erd-
oberfliche, denn K 52, = R2’ aber K2 = 0.

Wir fassen die Symmetrien des Kriimmungstensors zusammen:
Lemma. Firv,w,z,y € 1,5 gilt
1. R(v,w)x = —R(w,v)x
2. g(R(v,w)z,y) = —g(R(v,w)y, z)
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3. g(R(v,w)z,y) = g(R(z,y)v, w)
4. Bianchi Identitit: R(v,w)x + R(w,z)v + R(z,v)w = 0.

Bewets.

1. Bs ist R(v,w)z = V; ,X — V2, X fiir eine Vektorfeld X : § — R? mit X (p) =

2. Folgt aus 3. und 1.

3. Mit der Gaufigleichung folgt g(R(v, w)z,y) = h(w, x)g(W (v),y)—h(v,z)g(W (w),y) =
h(w, z)h(v,y) — h(v, 2)h(w, y).

4. Esist R(v, w)az+R(w 2)v+ R(z,v)w = h(w, x)W (v) — h(v, 2)W (w) + h(z, v) W (w) —
h(w,v)W (z) + h(v,w)W (z) — h(z, w)W (v) = 0. O

3.4 Parallelverschiebung & Geodatische

Definition. Sei I C R ein Intervall v: I — S eine Kurve. Eine Abbildung X: I — R3
mit X(t) € TS fiir alle t € I heifit Vektorfeld entlang .

Beispiel. Ist v: I — S differenzierbar, so ist X (t) = +/(¢) ein Vektorfeld entlang ~.

Definition. Sei X : I — R3 ein differenzierbares Vektorfeld entlang der differenzierbaren
Kurve v: I — S. Dann heifit

VajaX(t) = '|l(t) (X'(1)) € Ty)S

kovariante Ableitung entlang -y, wobei T R — T 5(t)S die orthogonale Projektion sei.

Bemerkung. Ist F': U — V NS eine lokale Parametrisierung und v: I — V N S, so gilt
mit §(t) = (F~' o y)(t)

X(0) = X1(t) g (G(0) + Xal0) 5 (3(0).
Dann gilt analog zu Abschnitt 3.2:
VajaX () = X (X00) + S THGO)X050) §-((0)
k ij

mit 5" = (71,72)-
Bemerkung. Die Rechenregeln aus 3.2 gelten analog:

(1) Vajar(MX1+ X)) = MV X1 + A2 VajaXo, A, A2 € R
(il) Vaja(fX) = f'X + fVaaX, f: T = R.
(i) $9(X,Y) = 9(Va/arX,Y) +g(X, VasarY)-
Weiterhin gilt V4 /dt(X op) =¢'(Vq Jdt X ) o ¢ fiir eine Umparametrisierung ¢: J — 1.

Definition. Das Vektorfeld X : I — R3 entlang v: I — S heit parallel, falls VaaX(t) =
0 fur alle t € 1.
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Bemerkung. Ist F': U — V N S eine lokale Parametrisierung und v: I — V N S, so ist
VX (t) = 0 fiir alle ¢ € I dquivalent zu einem linearen Differentialgleichungssystem

(F=F"on):

—I—ZF (t)7;(t) =0
ZF ’y}(t)zO

Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer Differentialgleichungssysteme impli-
ziert damit folgenden Satz:

Satz. Sei v: I — S differenzierbar, to € I. Dann existiert fir alle vg € Ty;,)S ein
eindeutiges paralleles Vektorfeld X : I — R3 entlang v mit X (to) = vo.

Definition. Sei v: [to,t1] — S differenzierbar. Die Abbildung P, : Ty)S — Ty ,)S die
vo € TS auf vy = X(t1) abbildet, wobei X: [tg,t1] — R? das eindeutige parallele
Vektorfeld entlang v mit X (tg) = vg ist, heilt Paralleltransport entlang .

Bemerkung. Py: T 4,)S — T ,)S ist eine lineare Isometrie, denn sind X und Y parallel
entlang -, so gilt

d

(X @), Y (1) = g5 (Va/aX (t),Y (1)) + 941 (X (1), Vasa:Y (t)) = 0.

Beispiel. Fiir die Ebene £ = R? x {0} ist T,E = R? x {0} C R? fiir alle p € E. Fiir eine
Kurve v: I — FE ist ein Vektorfeld X = (X;, X2) genau dann parallel entlang v, wenn
X, = 1,2, konstant ist.

Definition. v: I — S heiit Geoditische, falls gilt: Vq,4,7'(t) = 0 fiir alle ¢ € 1.

Bemerkung. Ist F': U — V NS eine lokale Parametrisierung und v: I — V N S, so gilt
mit 7: [ — U, §(t) = F~1(y(t)):

(1) = B0 5 ((0) + 30 g (3(0)

also 7/(t) = 71 (t)e1 + ¥5(t)ea. Also gilt V4,447 (t) = 0 genau dann, wenn

A ( +ZF t)7;(t) =0

fiir k = 1,2. Existenz und Eindeutigkeit fiir gewohnliche Differentialgleichungen liefert
damit den folgenden Satz.

Satz. Sei v € T,S. Dann existiert € > 0 und eine eindeutige Geoddtische v: [0,e) — S
mit v(0) = p und 7'(0) = v.

Bemerkung. Im Allgemeinen existiert die Losung nicht fiir alle Zeiten.
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Beispiel (Sphire S% vom Radius R > 0). Betrachte
Yo: R — S%,0 + (Rcos g cosf, Rcos psinf, Rsin o)

mit ¢ € (—7/2,7/2) fest. Dann ist v,,(0) = (—Rcos psin 6, Rcos pcosd,0) und v (6) =

) =
(=Rcospcost, —Rcos psinh,0), N(7,(0)) = % = 7,(0) = (cos pcos b, cos sin b, smgp)
Damit erhalt man

—cos pcos ) + cos® pcos f

Vasaop(0) = 75(8) — (12(0). N(75(6)) )N (3,(6)) = R | — cospsind + cos® o sin§
cos® psin ¢

Also ist Vq/467,(0) = 0 fiir alle 6 genau dann, wenn ¢ = 0. Also ist 7, eine Geoditische
genau dann, wenn ¢ = 0, d.h. v, parametrisiert den Aquator.

Bemerkung. Ist ¢: S — S eine lokale Isometrie und ~v: I — S eine Geodétische, so ist
= ¢ oy eine Geodétische.

Bemerkung. Die Geoditischen auf S% sind gerade die (parametrisierten) GroBkreise.

Die Geodétischengleichung taucht natiirlich bei der Frage nach kiirzesten Verbindungs-
kurven zwischen p, g € S auf. Sei 7y: [a,b] — S eine Kurve mit p = y(a), ¢ = y(b). Neben

der Léange
b
LO) = [ Vo0 (@) de
betrachtet man dabei auch die Energie
]‘ b / /
5/ Ir(t) (7 (t)7 v (t)> dt.

Lemma. FEs gilt: L(7)? < 2(b—a)E(y) mit Gleichheit genau dann, wenn ~y proportional
zur Bogenlinge parametrisiert ist, d.h. g (7/(t),~'(t)) ist konstant.

Beweis. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

2 [ O ) [ d=20-wB6). 0

Korollar. v minimiert die Energie genau dann, wenn ~y proportional zur Bogenlinge
parametrisiert ist und die Ldange minimaiert.

Satz (1. Variation der Energie). Seien p,q € S und H: (—¢,¢) X [a,b] — S differen-
zierbar, so dass fir vs: [a,b] — S,t — H(s,t) gilt: vs(a) = p und vs(b) = q. Dann
qgilt
d
ds|s— 0

mit v = 7o undV()—%{j(O t).

= / 9ty (V(t), Vaary'(t)) dt
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Beweis. Es ist

b b /52 b
;ss:o;/a <v§(t)w§(t)>dt:/a <gsglt(o,t),y(t)>dt—/a V'), 7' (t)) dt =
b

= [ S @y [ v, w) =
b

a

_ _/a V()4 (1)) dt = _/ab<V(t)7Vd/dt7/(t)>dt

da V(t) € T, S. O

Korollar. Hat v: [a,b] — S minimale Energie unter allen Kurven 7: [a,b] — S mit
Y(a) = p, 7(b) = q, so gilt Vqsa'(t) = 0 fiir alle t € [a,b], d.h. v ist Geoditische.

Beweis. Angenommen V4,447 (t) # 0 fiir ein t € (a,b). Sei F: U — VNS mit y(tg) € V.
Wihle § > 0 so, dass [to—0, to+0] C (a,b) und y([to—0d, to+d]) C V. Sei ¥: [to—0, to+0] —
U, 3(t) = F1(y(t)) und X (t) = DF(5(t)) " (Vajary/(t)) fiir t € [to — 6, to + 6]. Wiihle
©: [to— 9, to+ 6] — R differenzierbar mit ¢ > 0, ¢(ty) > 0 und supp(p) C (tog —d,to+9).
Definiere
0 = F(3(t) + sp(t) X () t € [to— 0,0 + 4]
s (1) t € a,b] ~ [to — 6, to + 0]

mit s € (—¢,¢) und € > 0 hinreichend klein. Dann gilt

V() = DF (1) ()X (1)) = @(t)Va/aY' (t) t € [to — J,t0 + d]
0 t € [a,b] \ [to — d,t0 + 9]

Mit Satz folgt

d b
ds|,—g E() = _/ 9y(y (V (1), Vayary' (1)) dt =
to+4 , /
- _/t 5 SD(t)gv(t) (Vd/dﬂ (1), Vd/dﬂ (t)) dt <0
o—
im Widerspruch zur Energieminimalitat von ~. .

3.5 Der Satz von GauBB-Bonnet

Zunéchst sei X : U — R? ein stetiges Vektorfeld und zg € U eine isolierte Nullstelle, d.h.
X (xo) = 0 aber es existiert € > 0 mit X (z) # 0 fir x € B:(x0) ~ {xo}. Wir nehmen ohne
Einschriankung an, dass z( die einzige Nullstelle von X auf U ist. Fiir € > 0 hinreichend
klein betrachte

Ye: R — U, t +— xo + (cost,sint).

Wir betrachten eine Winkelfunktion ©.: R — R fiir X (t) = X(1:(t))/| X (1=(t))| € S*,
d.h. X(t) = (cosO(t),sin O(t)).
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Definition. Es heif3t

ind(X,p) = 5-(0-(27) - 6.(0)) € 7

der Index von X in p.
Bemerkung. Das ist unabhingig von der Wahl von ¢, denn es gilt allgemeiner:

Lemma. Sei xg € U die einzige Nullstelle von X auf U. Sind v,5: R — U (periodisch
mit Periode T > 0) homotop, d.h. es existiert eine Homotopie H: Rx [0,1] — U (stetig)
mit Ht+T,s) = H(t,s), H(t,0) = v(t) und H(t,1) =75(¢t) fir allet € R und s € [0,1],
so gilt

05(T) - ©5(0) = ,(T) - ©,(0)

Beweis. Betrachte R = [0,7]x[0,1] € R2. X is sternférmig beziiglich (0, 0), also existiert
eine Winkelfunktion ©g: R — R fiir X o H: R — S'. Dann ist @H(T 0) — @H(O 0) =

Op(T,0)—0y(T,1)+0(T,1)—0x(0,1)+0(0,1)—0x(0,0) = ( )— ( ) wegen
der Periodizitat von Op. O

Bemerkung. Fiir differenzierbares X und eine periodische Kurve v: R — U ~\ {zo} mit
Periode T' > 0 gilt

0,1~ 0,0) = [ (%0 - T Km)a = [ ae (10 U0 a

fir X = (X1, Xs) = ‘é—” o, denn mit X(£) = (cos©,(t),sinOp(t)) ist X'(t) =
O, (t) (—Xa(t), X1(t)), also X1(t)X5(t) — Xa(t)X{(t) = ©,(t) (X1(t)? + Xa(t)?) = O/, (¢).

Sei jetzt S C R? eine orientierbare Fliche, orientiert durch das Einheitsnormalenfeld
N. Sei X: S — R3 ein stetiges Vektorfeld mit isolierter Nullstelle p € S. Sei U C S offen
mit p € U, so dass p die einzige Nullstelle von X auf U ist. Sei {e1, es} ein positiv orien-
tiertes Orthonormalbasenfeld auf U, d.h. e;: U — R3 Vektorfelder, g(e;(),e;(x)) = d;;
und {e;1(z), e2(x), N(z)} ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R*. Schreibe
X = X1e1+ Xgep, X;: U = R, baw. X = Xje; + Xoep mit X = g(X, X)Y/2X. Fiire > 0
hinreichend klein ist S \ B(p) =: S: eine Fliche mit Rand dS. ~ S*. Sei 7.: R — 95
eine Parametrisierung von 9S. mit Periode T" > 0, so dass v = Jv' der nach auflen
gerichtete Einheitsnormalenvektor ist; hier sei J,: 1,8 — 1,5 die Drehung um 90° ge-
gen den Uhrzeigersinn, d.h. fiir v € T,,5 \ {0} gilt g,(v, Jpv) = 0 und {v, Jyu, N(p)} ist
positiv orientiert in R3. Sei ©.: R — R eine Winkelfunktion fiir ()~(1, )~(2): R — R?, d.h.
(X1(t), Xa(t)) = (cos O (t),sin O (t)).

Definition. Es heif3t

ind(X,p) = —(0:(T) — 6:(0))
heifit der Index von X in p.

Bemerkung. Wie oben zeigt man, dass die Definition unabhéngig von ¢ ist.
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Bemerkung. Fiir U hinreichend klein existiert {ej, e2} wie oben: Wende Gram-Schmidt
auf ein von einer orientierungserhaltenden lokalen Parametrisierung kommendes Basen-

feld an.

Bemerkung. Die Definition hédngt nicht von der Wahl des positiv orientierten Ortho-
normalbasenfelds ab, denn zwei Wahlen {e1,e2} und {e], €5} unterscheiden sich durch
eine Abbildung A: U — SO(2), d.h. € = > Aji(x)ej(x) fir alle z € U, also auch
Xi(z) = ZA”(iﬂ)XJ/(l‘) fiir alle 2 € U. Damit folgt, dass (X 07., Xo07.): R — R? und
(X} 0., X} 07.): R = R? homotop sind, da B.(p) N S ~ D? C R2.

Satz (GauB-Bonnet I). Sei S C R? eine kompakte orientierbare Fliche mit Einheitsnor-
malenfeld N. Sei X: S — R? ein differenzierbares Vektorfeld mit isolierten Nullstellen
D1y ---,Pr € 5. Dann gilt:

/KdA—QWZdepl)
i=1

Beweis. Fir € > 0 hinreichend klein ist Sc = S ~ Ule B:(p;) eine kompakte Fliache
mit Rand 8S. = U¥_,(9S.); mit (9S.); ~ S'. Sei v;: R — (8S.); eine Parametrisie-
rung nach Bogenliange mit Periode 7; > 0 wie oben, d.h. v; := J~} ist der nach aufien
zeigende Einheitsnormalenvektor. Betrachte jetzt auf S~ {pi,...,pr} die Vektorfelder
e1 = g(X, X)_I/QX und eg = Jej. D.h. {e1, ea} ist ein positiv orientiertes Orthonormal-
basenfeld auf S\ {p1,...,pr}. Insbesondere gilt

0= Y9(€i7 ej) = g(eri7 e]) + g(€i7 erj))

also g(Vye;, e;) = —g(es, Vyej) und ¢g(Vye;, e;) = 0, mit anderen Worten Vye; L e;
und Vye; = g(Vyeq,ez)es und Vyey = g(Vyes, e)e;. Fir die GauBkrimmung gilt

= g(R(e1,e2)ez,e1) = g(vgl,62627 e1) — Q(Vgg,ele% er) =
(Ve Vesez,€1) — g(Vy, er€2,€1) — g(Ve, Vey€2,€1) + g(Vy, e €2, €1) =
9(Ve,Veyea,e1) — g(Ve,ea,e1)g(Ve €2, €1) —

9(Ve,Veea,e1) + g(Veye1,€2)g(Vey,ea,e1) =
9(Ve, Ve,ea,er) + g(Ve,e1, Ve e1) + g(Ve, Ve, e1,e2) — g(Veye2, Ve e2) =
9(Ve, Vesea,e1) — g(Ve, Veer,e1) + g(Ve, Ve e1,€2) + g(Vey Ve, €2, 02) =
9(Ve, Z,e1) + g(Ve, Z,e3) = div Z.

mit Z = V., e1 + Ve,ea. Also folgt nach Stokes

/KdA:/ div Z dA = Z 9(Z,v;)d

(0Se)s

Es gilt nun v; = Jv, = g(Jvl,e1)er + g(J7l, e2)ea = —g(vl, Jer)er — g(7i, Jea)ea, also
vi = g(v,e1)e2 — g(v),ea)er, und Z = g(Ve,ea,e1,e1)er + g(Ve, €1, €2)ea. Damit folgt

9(Z,vi) = —g(7, €2)g(Vesea, e1) + g(vie1)g(Ve, 1, €2) = g(Voyer, e2).
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Also .
[ gZwyds = [ g(Tamer (). ea(t)) dt
(08:): 0

Sei {€1, &2} ein Referenz-Orthonormalbasenfeld nahe p;. Wir schreiben e; (t) = f1(¢)é1(t)+
fa(t)éa(t) und wihlen eine Winkelfunktion ©: R — R mit f; = cos© und fo = sin©.
Dann ist

Vayarer(t) Z fi®)ei(t) + fi(t) Vajaeei(t) =
= —9'( ) f2(O)er(t) + fi(t)Vajaer(t) + ©'(8) fr(t)ér(t) + fa(t) Vasaréa(t)
und mit e (t) = fi (t)ég (t) — fg(t)él (t) folgt
9(Vaarer(t), ea(t)) = ©' () (f1(t)* + f2(t)?) + f1(t)*9(Vajarfr(t), (L)) —
— f2(t)*9(Vajaifa(t), &1(t)) =
= 0'(t) + g(Vajaer(t), éa(t))
Also folgt mit Stokes

T;
/ KdA = hm/ KdA = Z lim G) )ds +/ 9(Vaya€i(t), 2(t)) ds =
S e 0

e—0

k
lim @ )ds + / divZdA =27 ind(X,p;).
a—>0 B:(ps)NS =

fir Z = Vé’l €1+ Vé2ég. ]
Korollar. Insbesondere hingt > ind(X, p;) nicht von X ab.

Satz. Ist S C R® kompakt, so existiert ein Vektorfeld X : S — R3 mit isolierten Null-
stellen.

Beweisskizze. Fiir a € S? betrachte die Hohenfunktion f,: S — R,p — (p,a). Man hat
folgenden Fakt aus der Morse-Theorie: Fiir fast alle a € S? ist f, eine Morsefunktion,
d.h. grad f,(p) = 0 = Hess f,(p) ist nicht ausgeartet. Das heifit, X := grad f, hat
isolierte Nullstellen.

Definition. Sei S C R3 eine kompakte Fliche. Wir definieren die Eulercharakteristik

k

= Zind(X,pi)

=1

fiir ein beliebiges Vektorfeld X mit isolierten Nullstellen pq,...,pr € S.

Bemerkung. Sind S und S orientierungserhaltend diffeomorph, so ist x(S) = x(9).
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Beweis. Ist ¢: S — S ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus und X: § — R3
ein Vektorfeld mit isolierten Nullstellen pq,...,pr € S, so definiert

X(p) = Do(¢™"(0) (X (¢ (5)))
ein Vektorfeld mit isolierten Nullstellen f; = ¢(p;) und ind(X, ;) = ind(X, p;). O

Satz (GauB-Bonnet II). Ist S C R? eine kompakte orientierte Fliche mit Einheitsnor-
malenfeld N. Dann ist

/ K dA =27mx(S).
S
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