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Einfiihrung

Wir beginnen mit einer glatten Manngifaltigkeit M von Dimension n zusammen mit einem glatten kom-
plexen oder reellen Vektorbiindel 7t: E — M auf M. Mit I'(E) = I'(M; E) bezeichnen wir die Menge
der glatten Schnitte von E. Wir werden den Begriff eines Differentialoperators L: T'(E) — T'(F) definie-
ren und das Hauptsymbol o(L) € F(Symk TM ® Hom(E,F)) eines Solchen einfithren. Es kodiert den
Anteil hochster Ordnung von L. Gegeben einen Kovektor & € T;/ M koénnen wir o(L)& € Hom(E,, Fp)
betrachten; der Differentialoperator L heif3t elliptisch, wenn o(L)¢ fiir alle & # 0 invertierbar ist.

Anschlieflend werden wir elliptische Regularitatstheorie behandeln. Insbesondere werden wir sehen,
dass L einen Fredholmoperator W*+%2(E) — W%2(E) definiert, was uns erlaubt den Index ind(L) € Z
zu behandeln. Auflerdem werden wir die elliptische Abschatzung ||s||\ye+xz < C(||s||wez + ||Ls|lwez)
beweisen und das Weylsche Lemma folgern: Aus s € W*Z und Ls = 0 folgt schon s € C*. Als Anwen-
dung ergibt sich die Charakterisierung der Losbarkeit von elliptischen Differentialgleichungen und fir
symmetrische Operatoren die zugehorige Spektraltheorie und Spektralgeometrie.

Als néchstes werden uns geometrische Differentialoperatoren beschéftigen. Zum Beispiel liefert der
de Rham-Komplex (Q°(M),d) auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit auf natiirliche Weise ellipti-
sche Operatoren D = d + & und A = d5 + 6d. Als Anwendung ergibt sich Hodge-Theorie: Q%(M) =
ker A* & im 8% @ imd*~! und HJz(M) = ker A¥. Fiir Kdhlermannigfaltigkeiten bekommt man mit
Hilfe des Dolbeault-Komplexes eine Verfeinerung der Hodge-Zerlegung, den so genannten Hodge-
Diamanten. Ebenso werden wir Dirac-Operatoren betrachten, gewisse natiirliche Operatoren erster
Ordnung auf Spinmannigfaltigkeiten.

Im dritten Teil der Vorlesung werden wir auf Indextheorie eingehen. Fiir geschlossene Mannigfaltig-
keiten M und elliptische Differentialoperatoren L haben wir den Index ind(L). Indextheorie befasst sich
mit der Aufgabe, diesen Index aus topologischen und geometrischen Daten zu berechnen. Man erhalt
schlussendlich die Indexformel von Atiyah-Singer: Ist D ein Diracoperator auf einer Spinmannigfaltig-
keit M von Dimension n, so gilt

ind(D) = J A(TM),
M

wobei A das A—Geschlecht bezeichnet, eine bestimmte charakteristische Klasse. Letzere werden wir diffe-
rentialgeometrisch mittels Chern-Weil-Theorie einfithren. Weitere Sitze in diesem Gebiet sind der Satz
von Chern—-Gauf3—Bonnet, der Signatursatz und der Satz von Riemann-Roch-Hirzebruch. Eine wichti-
ge Anwendung ist: Tragt M eine Metrik mit positiver Skalarkriimmung, so ist immer A = 0. Man erhilt
also eine Obstruktion fiir die Existenz einer solchen Metrik.



1 Differentialoperatoren

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit glatten komplexen Vektorbiindeln E und F. Wir schreiben haufig
n=dimM, r =rkE und s = rk F, sowie I'(E) bzw. I'(F) fiir die Rdume der glatten Schnitte von E bzw. F.
Auflerdem schreiben wir C*°(M) fiir die Menge der glatten Funktionen auf M mit Wert in C. So werden
I'(E) und I'(F) auf natiirliche Weise zu Moduln iiber C*(M).

LEMMA 1.1. Es gibt einen kanonischen Isomorphismus Homce ) (T'(E),T'(F)) = I'(Hom(E, F)).

Wir schreiben ad(f)L fiir den formalen Kommutator [f,L] = fL — Lf von f € C*®(M) mit einem
beliebigen C-linearen Operator L: I'(E) — T'(F). Das heif3t, die Abbildung ad(f) ist ein Endomorphis-
mus von Homg (I'(E), T'(F)). Es ergibt sich die Charakterisierung

I(Hom(E, F)) = Homc(am) (T'(E),T(F)) = (7] kerad(f).
feC>(M)

DErINITION 1.2. Ein partieller Differentialoperator von héchstens Ordnung 0 von E nach F ist ein Vektor-
bundelhomomorphismus E — F oder d4quivalenterweise ein C*(M)-linearer Operator I'(E) — T'(F),
bzw. ein C-linearer Operator L mit ad(f)L = 0 fiir alle f € C*(M).

Induktiv ist ein partieller Differentialoperator von hiéchstens Ordnung k von E nach F ein C-linearer
Operator L: I'(E) — T'(F), so dass ad(f)L fir alle f € C*(M) ein partieller Differentialoperator von
héchstens Ordnung k — 1 ist.

Wir schreiben PDO™) (E, F) fiir die Menge der partiellen Differentialoperatoren von héchstens Ord-
nung k von E nach F. Auflerdem setzen wir

PDO(E, F) = | J PDO™)(E, F)
k>0

und PDOX(E, F) = PDO'™(E, F) ~ PDO* "V (E, F). Im Fall E = F schreiben wir abkiirzend PDO*(E)
anstatt PDO*(E, E).

BEMERKUNG 1.3. Es ist leicht zu sehen, dass PDO(E) eine filtrierte Algebra ist, d. h. fiir P € PDOM (E)
und Q € PDOY(E) ist Po Q € PDOHY (E).

BEISPIEL 1.4.
(i) Sei M = U C R™ eine offene Teilmenge und E = U x C" und F = U x C®. Dann gilt natiirlich
IN'E) = C>®(U,C"), T'(F) = C*°(U,C®) und I'(Hom(E, F)) = C>°(U,Hom¢(C",C?®)). Betrachte fiir
i€ {1,...,n} die i-te Koordinatenableitung 0; auf C*°(M). Fiir f, s € C*(M) berechnet man

(ad(f)0y)s = [, 0i]s = f(0is) — 0;(fs) = —(0;f)s.

Also ist 9; ein partieller Differentialoperator hochstens 1. Ordnung. Diese Rechnung zeigt auch,
dass Vektorfelder immer Differentialoperatoren hochstens 1. Ordnung definieren. Sei allgemeiner

ol

0= ——
- X [0 2%
0x;'...0xn

fiir einen Multiindex o = (&, ..., &, ). Dann ist eine Linearkombination L = Z\oqgk Ax(x)0* fur
Ay € C®°(U,Hom(C",C?®)) ein partieller Differentialoperator mit Ordnung hochstens k.



(ii) Seien E und F reelle Vektorbiindel iiber M mit Komplexifizierungen E¢ und Fc. Auf letzteren
ist eine reelle Struktur durch komplexe Konjugation gegeben. Ein komplexer Differentialoperator
L € PDO(Eg, F¢) ist genau dann reell, wenn L mit der komplexen Konjugation kommutiert. Das
ist genau dann der Fall, wenn L durch Komplexifizierung aus einem reellen Differentialoperator
Lg: I'(E) — T'(F) hervorgeht.

(iii) Das de Rham-Differential d: Q% (M) — Q**+1(M) liefert ein reelles Element in PDO' (E, F) fiir
die Biindel E = A*TYM ® Cund F = A¥'TYM ® C, denn es gilt

(ad(f)d)w = f(dw) —d(fw) = —df Aw

und & /\ _ ist ein Biindelhomomorphismus.
(iv) Sei E ein Vektorbiindel mit einem GL,(C)-Zusammenhang V: I'E) — T'(TYM ® E). Dann
liefert V ein Element in PDO™ (E, TVYM ® E), denn

(ad(f)V)s = f(Vs) = V(fs) = —df @ s
und & ® _ ist ein Biindelhomomorphismus.

LEmMA 1.5. Differentialoperatoren sind lokal, d. h. supp Ls C supp s fiir alle s € T'(E) und Differentialope-
ratoren L € PDO(k)(E,F).

Beweis. Das ist klar fiir k = 0. Fiir k > 0 und U D supp s offen wihle f € C*(M) mit flgpps = 1 und
flm<u = 0. Dann gilt
Ls = L(fs) = [L, f]s + f(Ls)

und nach Induktion folgt wegen [L, f] € PDO™~) dass supp Ls C U. Da U beliebig war, folgt bereits
supp Ls C supp's. O

BEMERKUNG 1.6. Insbesondere hangt der Wert (Ls)(p) € F,, fiir p € M nur vom Keim von s in p ab. Ist
@: U— V C R" eine Karte auf M mit Biindelkarten ¢¥: El[yy — V x C" und ¢": Fly — V x C3,
so erhalten wir ein kommutatives Diagramm

P(Ely) —% s T(Fly)

=| =

C®(V,C") — C®(V,C?)
fur P € PDO(C", C?®). Spater werden wir sehen, dass dann P von der Form Zloch Ay 0% fir gewisse
A ist.

Sei L € PDO®(E, F). Dann ist ad(f;) - - - ad(f )L fiir alle f1,..., fi € C®°(M) ein Biindelhomomorphis-
mus von E nach F. Wir schreiben in Zukunft abkiirzend ad(f;) - - - ad(fy) = ad(fy,..., fx). Es gilt

ad(f)ad(g)L = [f, [g, LIl = —Ig, [L, f]] = ad(g) ad(f)L.

nach der Jacobiidentitat. Es folgt, dass ad(fy,..., fi)L symmetrisch in den f; ist. Fixiere p € M und
betrachte das Ideal I, = {f € C*(M): f(p) = 0} in C*°(M). Ist f; = gh fiir g,h € I,,, d. h. insbesondere
f, € 12, dann gilt, fiir P = ad(f,,.... fi,)L € PDO'":

ad(fy,...,fx)L = ad(gh)ad(f,...,fx)L = [gh, P] = g[h, P] + [g, Plh = g(ad(h)P) + (ad(g)P)h.



Insbesondere ist (ad(fy,...,fx)L)s(p) = O fir alle Schnitte s € T(E). Es folgt, dass die Abbildung
(—i)%/k! ad(_,..., )L zu einem Homomorphismus

op(L): (I, /13)* — Homg (Ey, Fp)

mit o, (L)([f4],...,[fi]) = (—i)%/k! ad(fy,...,fx)L(p) absteigt. Man hat einen kanonischen C-Isomor-
phismus I, /T3 = T;/ M @ C mit [f] —— df(p) und schlief3lich erhélt man das Hauptsymbol von L in
p:
op(L): Sym*(T/M ® C) — Home(E,, Fy).

Wir schreiben o, (L)(&) = op (L) (E, ..., &).

Man kann die symmetrische Potenz Sym* V"V eines Vektorraums V mit den homogenen Polynom-
funktion von Grad k auf V identifizieren. Die Rekonstruktion von o € Sym* V" aus der zugeordneten
Polynomfunktion geschieht mittels der Polarisierungsidentitdt

ovi,...,vn) = %atl ...0¢, O (Z tivi)

Fir fy,...,fx € C*(M) gilt

ty ==t =0

(D)

k!

(ad(fy,..., A )L)(p) = (opL)(df1(p),.... dfk(p)),

denn eine Abanderung der f; von f;(p) dndert weder ad(fy,..., fi) noch df;(p). Es folgt, dass sich die
opL zu einem globalen Schnitt o(L) € F(Symk TM ® Hom(E, F)) zusammensetzen lassen.

DErINITION 1.7. Der Schnitt o(L) ist das Hauptsymbol von L € PDOX(E, F).

LEmMmA 1.8.
(i) Sind P € PDO*(E;,Ey) und L € PDOY(E, Ey) und o(P)& o 0(Q)E # 0 fiir ein & € TVM, so ist
PoQ € PDO*"Y(E, E,) und es gilt 6(Po Q)& = o(P)E 0 o(Q)E fiiralle & € TYM.
(i) Ist P,Q € PDO*(E,F) und o(P) = o(Q), so ist P — Q € PDO* "V (E, F).

Beweis.
(i) Wir hatten eingesehen, dass ad(f)(P o Q) = ad(f)P o Q + P o ad(f)Q. Eine einfache Induktion

liefert
m

ad(f)™(PoQ) = )_ (m) ad(f)IP o ad(f)™ Q.

=0 \)

Insbesondere ist

ad(f)*{(PoQ) = (k:‘)) ad(f)*P o ad(f)'Q.
Also gilt
(_i)kH k+¢
0P o QI = gy ()7 (P o Q) = o(P)E0 o(QE.
(i) Esist ad(f)*(P — Q) = ad(f)*P — ad(f)*Q = 0. 0



BE1spIEL 1.9.
(i) SeiM =U C R™ offenund E = Ux C", F = Ux C®. Sei zunéachst r = s = 1. Dann ist 0(9;) = 1§;
fur & = (&;,...,&n). Es gilt also
o(0%) = ilxlgm g

fiir einen Multiindex o« = (&3, ..., &n ). Oft schreibt man D* = i~ lxlgx, Allgemeiner ist fiir L =
2 o<k AcD* das Symbol

op(LE= ) Aulp)E] ... &%

lx|=k

Umgekehrt ist jeder Differentialoperator L: C*(U,C") — C*(U, C*) von der obigen Form: Sei
P € PDOX(E, F) mit o(P)& = Zm\:k A& .. EXn, Betrachte nun den Differentialoperator Q =

> «j=k AaD*. Dann gilt nach Konstruktion o(P) = o(Q) und deshalb P — Q € PDO Y (E, F).
Nach Induktion folgt die Behauptung.
(ii) Seid: Q%(M) — Q**!(M) das de Rham-Differential. Das Symbol von d ist

(opd)& = (—)(-EN_) = ie(&),

wobei £(&): AKTYM ® C — AXFITYM ® C durch ¢(&) = & /A _ definiert ist.
(iii) Sei V: T(E) —= I'(TYM @ E) ein Zusammenhang auf E. Dann ist

(0pV)E=1£® 1 E, — T/M @ E,,.

Sei jetzt (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit von Dimension n, d. h. es ist eine Vo-
lumenform dvol? € T(A™TYM) gegeben. Ferner seien h® und h" hermitesche Metriken auf E und F.

DEerFINITION 1.10. Ein Operator L* € PDO(F, E) heifSt formal adjungiert zu L € PDO(E, F), falls gilt

(u,L*v), :J hE(u, L*v) dvol? :J hF (Lw,v) dvol? = (Lu,v),

M M

fir alle Schnitte u und v mit kompaktem Trager.

BEMERKUNG 1.11.
(i) Es gibt hochstens einen formal adjungierten Operator zu L, denn sind P und Q formal adjungiert
zu L, so gilt

J hE(u, (P — Q)v) dvol? =0
M

fiir alle u,v. Es folgt, dass P — Q = 0.
(ii) ZuL € PDO(E, F) existiert stets ein formal adjungierter Operator L*.

BE1spiEL 1.12.
(i) Das de Rham-Differential d: Q%(M) — Q**1(M) ist formal adjungiert zu

89 = (—1)™TL9dx9: QI (M) — QK (M).

In der Tat ist
J (dn, &) dvol? = J dn A+9E = J
M M M
— (- |

firn € QF(M) und & € QEHH(M).

d(n A<9E) — (—l)kJMn Ad(9E) =

M

NA*I(%9d(%9E)) = (—1)™kH1 J (M, *x9dx9¢&) dvol?
M



(i) Sei VE: T(E) — T(TYM ® E) ein unitirer Zusammenhang, d.h. es gilt eine ,Produktregel
XhE(s1,s5) = hE(Vxsy,s2)+hE(sq, Vxsz). Seip € M fix und {e;} ein lokaler Orthonormalrahmen
um p, so dass (V™™e;)(p) = 0 fiir alle i. Solch ein Rahmen heif3t auch synchroner Rahmen in p.
Sei auBlerdem {e'} der duale Korahmen. Dann gilt

(Vs,m) <Ze ® Ve,s, Ze’ @ n(e; > =Y (e, &) (Vesmle)) =) (Vesmler)).
ij

Da V ein unitarer Zusammenhang ist, folgt
(Vs.m) = Y (ex(s.mlen)) = (5. (Ve (e))) = —59hE(s,m) — (s,trf, V).
Durch Integration folgt (VF)* = —tr?, VT ‘M®E,
DeriNITION 1.13. Ein Operator L heif3t formal selbstadjungiert, falls L* = L.

BEIspiEL 1.14. Der Operator d + 6: Q°(M) — Q°*(M) ist formal selbstadjungiert und heifit Hodge—
Dirac Operator. Sein Quadrat ist A = (d 4 §)? = d§ + &d und heift Hodge-Laplace Operator.

ProrosITIO 1.15. Fiir L € PDO(E, F) ist L* € PDO*(F, E) und es gilt o, (L*)§ = (0, (L)E)*.
Beweis. Fir f € C*°(M,R) gilt ad(f)L* = fL* —L*f = (Lf —fL)* = —(ad(f)L)*. Also folgt aus Induktion
ad(fy,..., [ )L* = (—1)%(ad(fy,..., fi)L)*
fiir f1,...,fi € C*°(M,R). Wegen o, (L)& = (—i)%/k! ad(fy,...,f)L(p) gilt also
* ik * —i *
(op (L&) =+ (ad(r,.., L) =

BEIsPIEL 1.16. Ist VE: I'(E) — I'(TYM ® E) ein unitirer Zusammenhang, so ist der Zusammenhangs-
laplaceoperator A® = (VE)*VE: I'(E) — T(E) formal selbstadjungiert. Obige Rechnung zeigt, dass
AE = —tr], VT/MZEGE ( h. beziiglich einem lokalen Orthonormalrahmen {e;} hat man

op(LYE. O

AFs = —tr9, VVs = — Z(vei (Ve,s) — Vveieis)-
Ist speziell {e;} synchron in p, so ist A¥s(p) = — Y ; Ve, (Ve,s)(p).
BE1spIEL 1.17.
(i) Wegen op,(d)& = ie(§) =i ENA _gilt O'p( )& = —ie(&)* = —iu(&F) = —1 EFL _. Es folgt also

op(d+0) =i(e(&) — UEP)) und 0, (A)E = e(E)L(EF) + L(EF)e(E) = [€f.
(ii) Analogist o(VF)E =1&® _und (Yp((VE) )& = —i(§ ® _)*. AuBlerdem ist

<E,®n,Zei ® wles) > Z(E, ety (m, wiey)) = <n,Z<£,ei>w(ei)> = (n,trd,(£ ® w))

fiir eine Orthonormalbasis {e;} von T,M und n € E, sowie w € T;/M ® Ep. Alsoist (£ ® _)* =
tr{, (& ® _) und fiir den Zusammenhangslaplaceoperator gilt o, (AR)E = trf,(E®E® ) =&

DEFINITION 1.18. Ein Differentialoperator L € PDO*(E, F) heif3t elliptisch, wenn op(L)&: By, — Fp, fiir
allep e Mund § € TPv M ~ {0} invertierbar ist.

BEIsPIEL 1.19.
(i) Die Operatoren d + & und A sind elliptisch.
(ii) Ebenso ist der Operator AF elliptisch.



2 Sobolevraume

Sei jetzt wieder (M™, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Vektorbtindeln E und F
zusammen mit hermiteschen Metriken h® und hF. Zusitzlich seien unitire Zusammenhinge VF und
VT gegeben. AuBlerdem sei ab jetzt M geschlossen.

DEFINITION 2.1. Seien s; und s; glatte Schnitte von E. Wir setzen
<Sla 52>]_2 = J hE(S1, Sz) dvol?
M
und

k
51552 ZJ Sl,vi82>dVOlg.

Hier ist V¥ die Komposition

vTYM®E vTVMO =D gE

NTYM® @ E).

rE) Y5 r(TVM @ E)

BEMERKUNG 2.2.
(1) Natiirlich ist <_, _> Ho = <_, _> L2
(ii) Der Vektorraum I'(E) zusammen mit (_, )« ist ein Prahilbertraum fiir k > 0

DEFINITION 2.3. Wir schreiben H*(E) fiir die Vervollstindigung von T'(E) in der H*~Norm. Der Raum
H¥(E) heif3t Sobolevraum der Ordnung k.

LEMMA 2.4. Die Aquivalenzklasse der Norm ||_||\yx hdngt nicht von g, h® oder VF ab.

Beweis. Sei g’ eine weitere Metrik auf M und h’ eine weitere hermitesche Metrik auf E. Da M kompakt
ist, gibt es Konstanten 1, A > 0, so dass )\*ng (v,v) < gp(v,v) < Azgp (v,v)firallep € Mundv € T,M
und analog p~*hy, (w,w) < hy (w,w) < p?hy (w,w) fiir alle p € M und w € Ey,. Es folgt, dass

CMIsllz(grnny < lIsllz(gn) < Cllslliagrins

fiir alle s € T'(E) und C = pA™/2.
Fiir jeden weiteren hermiteschen Zusammenhang V' auf Eist £ = V/ —V € T(TYM ® End(E)). Es
folgt
IV'sl(p) < [Vsl(p) + [&sl(p) < [Vsl(p) + [El(p)Is|(p).

Also haben wir

1
: j \V'sﬁdvolggj VS dvol? + sup (1£°(p ))J s/ dvold = [ VEs|Z + |l ol o)
M PEM M

Insgesamt gilt damit ||s HH1 vy <201+ N&N1%0) IIs]l%: (v)- Analog folgt das Lemma fiir hohere k. O

Man hat auf natiirliche Weise stetige Inklusionen H**¢ — H!(E). Wir zeigen nun, dass PDO(E, F) in
gewissem Sinne von kovarianten Ableitungen erzeugt wird. Betrachte V*: T'(E) — I'(TYM®* @ E);
das ist ein partieller Differentialoperator der Ordnung k von E nach TYM®* @ E und es gilt

0p(V¥)(E) = 0p (VT MTVEE ) (6) g, (VE)(E) = %% @ 1 E,, — TYMOX @ E,,.



Betrachte weiterhin die Symmetrisierung Sym*: TVYM®* — Sym* TV M mit

1
Sym (&) @ @ &) =17 D Ex)) @ D ke =&1O 0 O b

" TESY
Setze P* = (Sym* ® id®) o V*: I'(E) — I'(Sym* TYM ® E). Dann ist
op(P¥)E = (Sym* ®1id%) 0 0 (VF)E=E0 - © L@ _: B, — Sym*T/M ® E,,.
Mit anderen Worten haben wir
o(P*¥) =id € T(End(Sym* TYM ® E)) = I'(Hom(Sym"* TY'M, Hom(E, Sym* TYM ® E))).

Ist allgemeiner o € I'Hom(Sym* TVM ® E,F)), so existiert ein partieller Differentialoperator P von
E nach F der Ordnung k mit o(P°) = o, namlich P® = ¢ o P¥.

Sei L € PDOX(E, F) beliebig und ¢ = o(L). Dann ist o(L) = o(P?), also L — P® € PDO* ) (E, F). Per
Induktion erhilt man nun:

LEMMA 2.5. Jeder Differentialoperator L € PDO*(E,F) ist von der Form

k
L:Zmopi
i=0

fiir gewisse o; € T'(Hom(Sym' TYM ® E,F)). Anders ausgedriickt ist

k
L:Zﬁovi
i=0

fiir gewisse 6; € T(Hom(TVM®! ® E,F)).

PRroPOSITIO 2.6. Ist L € PDO¥(E,F), so definiert L einen stetigen Operator L: H**¢(E) — HY(F) fiir
£>0.

Beweis. DaT(E) C H*(E) dicht liegt, reicht es ||Ls||;yx < C||s||4yx+¢ fiir eine Konstante C und s € I'(E)
zu Uberprifen. Fiir jedes j < £ und i < k liefert die Produktregel

j
IV (G:Vis)[le < )
m=

0

<T1l> H idTvM®m ® vj7m51||co‘|vmvis||]_z,

also gibt es Konstanten C; mit || VI (6:V's) |12 < Cj][s| i+ < Cjl|s||iqx+c. Es folgt, dass es eine Konstan-
te C mit ||5; V' s||iie < C|ls|lypere gibt, d. h. 53V H*{(E) — HY(F) ist stetig. Die Aussage folgt. [



3 Lokale Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir den lokalen Fall M = R™ mit trivialen Biindeln E = M xC" und F =
M x C*®. Hier ist jeder Differentialoperator von der Form L = 3| | < A« (x)D* fiir gewisse Ay : R™ —

Hom(C",C%) und D* = i~/*/3%, Das Symbol von L ist gegeben durch o, (L)& = > o=k Aa(x)E%. Das
wichtigste Hilfsmittel zum Studium solcher Operatoren ist die Fouriertransformation. Wir schreiben

8 ={u e C®(R™ C") : Fir alle &, k existiert ein Cyjc > 0 mit [D*u(x)| < Cor (1 + [x])7F}
fiir den Raum der Schwartzfunktionen auf R™. Auf diesem Raum ist die Fouriertransformation ": § — 8

definiert durch
Ug) = (zn)*“/zj u(x)e H8 dx.

n

Es gelten folgende Eigenschaften:
e u(x) = (2m) V2 [U(E)et™E) dE,
s (W) =Wy
e« Dxu(§) = £*1U(&) und x*u = D*U(&).

DEFINITION 3.1. Fiir s € Rund u € 8 setze
Il = [ (e eI de,
Rn

Wir schreiben wieder H® (R™, C") fii

BEMERKUNG 3.2.
(i) Es gilt C3* C 8 C L2 Es folgt, dass § dicht in L2 liegt und ||_||i10 = ||_||r2-
(if) Fir k € N gibt es Konstanten ¢y, c; > 0 mit

(1 +IENZ <1+ [EP + -+ EP* < ca(1 + 1))

fir alle & € R™. Daraus folgt
el < J (1482 + -+ [EPR)RE)dE < callulfe
R"l

fur alle u € 8. In der Tat ist

(1+ g Z( )|a|1~1+|a|+ - Jg]*

und daher (1 +]&])%% ~ 1+ &2 + - - - + |§]?*. Andererseits gilt

| > pruprac=| ¥ jecarerae

|| <k o)<k

und
g gk g = (B -+ B

[oc]=¢

Also ist [lullx ~ 3|4 < ID*uff?, fiir ganzzahlige k. Insbesondere ist D*: H**¢ — H' stetig
fiir k = |a; es ist sogar allgemeiner D*: H*"S — HS stetig fiir alle s € R.
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(iii) Die H* sind Hilbertrdume beziiglich dem Skalarprodukt
Wi = | 10+ @E).9(E) de

Fiir k € N betrachte die Menge C*(R™, C") der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen R™ — C"
mit der ,Norm*
[ufex = sup Y [D¥u(x)| < oo.

XER™ i<
Der Abschluss von § beziiglich ||_||c« ist ein Banachraum und echt enthalten in C*(R™).

LEmMA 3.3 (Sobolev). Seik € N und s > k+n/2. Ist u € H3(R™), so hat u einen k—fach stetig diffe-
renzierbaren Reprdasentanten und fiir diesen gilt ||u||cx < Cllu|lns fiir eine Konstante C, die nicht von u
abhdngt.

Beweis. Sei zuerst k =0 und s > n/2. Firu € 8 gilt

wlx) = (272 | e a(E) de

n

und

2
bR < 2m ([ (11D EPREIdE ) < (om) e [ 11D de

Wegen s > n/2 ist hier das letzte Integral endlich und wegen der Dichtheit von 8 in H® ist der Fallk = 0
bewiesen.
Wiederholt man obiges Argument fiir D*u mit || < s — n/2, erhilt man

ID“u(X)IZS(Zﬂ)’“J (1+|£I)2“°"’S)dij (14 [Ty g a(e)? de,

n n

Daraus folgt die Behauptung fiir k > 0. O

BEMERKUNG 3.4. Fiir s’ < s gilt (1 + [£))%" < (1 +1&)%, d.h. [ullsr < |[uflws fiir alle w € 8. Mit
anderen Worten, die Inklusion H®(R™) «— H*'(R™) ist stetig. Fiir s’ < s und Tréger in einem festen
Kompaktum K C R™ ist die Inklusion sogar kompakt:

LEMMA 3.5 (Rellich). Sei {u;} eine Folge von Funktionen in C* mit Trager in einem festen Kompaktum
K C R™, so dass |[uj|jnus < C fiir j € N. Dann existiert fiir alle s’ < s eine Teilfolge {u;, }, die beziiglich
I_llyys’ konvergiert.

Beweis. Istu = (u!,...,u"): R™ — C7, so ist |[u?,, = X, |[ul
u: R —— C beschranken. Fur u,v € 8 sei

2,55 d.h. wir kénnen uns auf den Fall

(u*v)(x)zj u(x — y)v(y) dy

die Faltung von u und v. Fiir die Faltung gilt w*v = (271)™/?0 -V und W = (271) /20 V.
Wihle zuerst @ € C°(R™) mit @[k = 1. Dann ist @ - u =1, also U = (271) /2@ * U, d. h.

ae) = (zn)*“”j (& —m)am) dn.

n
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Differenzieren liefert

DEG(E) = (20 /2| (DER)(E—n)-tn) d

und es folgt

DEG(EN < | (2m) (14 ) #IDE(E )P dn- | {1+ PSRl dn = Kl fulfy.

Das erste Integral K4 (&) in diesem Ausdruck ist endlich und héngt stetig von & ab.

Insbesondere folgt, dass die Folge 1i;(&) lokal in & gleichmaflig beschrankt und - fir & in einem
Kompaktum K’ C R™ - gleichmifig gleichgradig stetig ist. Der Satz von Arzela-Ascoli besagt dann,
dass U auf K’ eine gleichmafig konvergente Teilfolge besitzt.

Sei jetzt € > 0. Fiir r > 0 schreibe

[ =j

(6] ~ O+ E) det | (8) — Gale) P+ el de

El>r [El<r

Fir |&] > r haben wir
(14 1E)%" = (1 +[E])% (1 + ) 7207 < (14 [g])2 (1 + 1) 7206757,

Daraus folgt, dass ein v > 0 existiert mit
LM [5(8) — W (E)P(1+ €)% dE < /2.
Fiir €] < v sei M = sup,; (1 + |€)?*" < oo. Damit ist
L&KT (&) — Wi (E)P(1 +1&))% d& < Mvol(Jg] < 1) sup [T(&) — i (&)

lEI<T

Der erste Teil des Beweises liefert eine auf {|&| < r} gleichmiBig konvergente Teilfolge {ii;, } von {U;}.
Es existiert also ein k € N mit

Mvol(|g] < 1) sup [Uj, (&) — T, (E)F < /2
El<r

fur alle ¢, m > k. Insgesamt folgt ||uj, —u;, ||?,,, < € fur alle {, m > k. O

BEMERKUNG 3.6. Auf die Annahme, dass die u; Triger in einem festen Kompaktum haben, kann man
nicht verzichten.

PROPOSITIO 3.7. Das L?-Skalarprodukt {_, ). : 8 x 8 — C induziert kanonisch eine perfekte Paarung
(,_) : HS(R™) x H™$(R™) — C, d.h. die Abbildung H™*(R™) — H*(R™)*,v —— (_,V) ist ein isome-

trischer antilinearer Isomorphismus.

Beweis. Fir u,v € 8 gilt

<u,v>Lz:J (TE)(L+ E)%, 9(E) (1 + &) ) d&

R™
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und wegen Cauchy-Schwarz
) e | < Hfuffms vl

Es folgt, dass (_,_) eine stetige Fortsetzung (_, ) : H¥(R™) x H™%(R"™) — C zuldsst. Weiterhin gilt

sup [ (w,v) [ < [Vl
efls =1

fir alle v e H™3(R™). Umgekehrt gibt es immer ein u € H® mit | (u,v) | = ||v|[}1—<: Sei zunéchstv € §
und setze (&) = V(&) (1 +|&|)~2¢. Dann gilt ||u/|s = |[v||1—s und

ﬁgvhz=J%“W&JFH4FKD*“dE=|WHﬁﬂ-

Es folgt, dass (u/|[u||,v) = ||[v|[n-s.

Bis jetzt haben wir gezeigt, dass H™*(R™) — H*(R™)* eine Isometrie ist. Zur Surjektivitét: Es ist
H™3(R™) C H*(R)* ein abgeschlossener Unterraum. Angenommen, die Inklusion wére echt. Dann
existiert ein 0 # u € H*(R™) mit (u,v) = 0 fiir alle v € H™®. Das ist ein Widerspruch, denn (_, _) ist
nicht ausgeartet. O

KoRoLLAR 3.8. Seien T,T*: 8 — 8 linear mit (Tu,v);. = (u,T*v). fir alle u,v € 8. Gilt dann
ITwl[1s < Cllu|lms fiir allew € 8, so gilt auch | T*V||n—s < C||v|[u—s fiirallev € 8.

Beweis. Es ist
ITVn—= sup [{w,T*V)|= sup [(Tu,v)|< C||v||n—s. O

llwllrs =1 lwffrs =1

Satz 3.9 (Calderon). Sei T: 8 — 8 mit ||Tul|ns < C|[u||ns fiir s = s; und s = s; > sy. Dann gilt diese
Ungleichung auch fiir alle s € [s1, s3].

ProPOsITIO 3.10. Sei L = } |, <\ Ax(x)D* ein linearer Differentialoperator auf R™, der eine Abschdt-
zung IDPA 4 (x)| < Cup fiir alle x € R™ erfiillt. Dann ist L: HS™*(R™) — HS(R™) beschrdnkt fiir alle
seR.

Beweis. Fiir L = A(x) und [DPA(x)| < Cp gilt

IDF (AU < Cp D> D%}, < Cplfuffye.

[ <2

Insbesondere ist ||Aul[e < Clju|ye fiir £ € N. Weiterhin gilt (L*v)(x) = A(x)*v(x) und deshalb ist
auch ||L*v|[}—¢ < C¢||v||q—c. Daraus folgt wegen Korollar 3.8 schon ||Lu|ye < Celju||ye. Satz 3.9 liefert
[ILulis < Csljufjns furs € R.

Fur L = D% ist D/“\u(i) = £*1U(&). Daraus folgt

D%l = [ B(EIETR(1 -+ e d < Cluffyerr 0

13



4 Pseudodifferentialoperatoren auf R"

Sei P = 3} <k Aa(Xx)D* und p(x, &) = 3|4 <k Aa(x)EX das volle Symbol von P. Fourierinversion
liefert dann

Pu(x) = Y Aa(x)(ZW)_“/ZJ

loe| <k

0 £70(E) dE = (2m) 2 J et EIp(x, £)u(E) e,

n n

Hier ist Pu € §, falls zum Beispiel [DPA (x)| < Cg.

DEFINITION 4.1. Eine Funktion p € C*(R} x RY, Hom(C",C?)) heifit Symbol der Ordnung d € R, falls
fiir alle Multiindizes « und 3 Konstanten Cg > 0 existieren, so dass

IDEDEp(x, &)l < Cap(1 + &) P!

fiir alle x, & € R™. Wir schreiben Symb? fiir den Raum der Symbole der Ordnung d.

ProrosITIO 4.2. Seip(x, &) € Symbd.
(i) Durch
(P(x,D)u)(x) = (Zﬂ)’“/zj et8)p(x, £)U(E) dE,

n

wird ein linearer Operator P(x,D): 8§ — § definiert.
(if) Wenn das Symbol p(x, &) kompakten Trdger in x hat, dann definiert p(x, &) einen beschrinkten
Operator P = P(x,D): H*$(R™) — HS(R™) fiir alle s € R.

Beweis.
(i) Seiv = Pu. Mit partieller Integration sieht man

x(x) = (1)) 2 | e D (plx £)(E)) e
und es ist [D*(p(x, E)U(E))] < Cox (1 +1&))47* fiir alle k € N. Daraus folgt [x*v(x)| < Cq fiir ein
festes, hinreichend groBes k. Ein analoges Argument liefert die gewiinschte Schranke an D£v(x).
(if) Hat p kompakten Trager in x, so gilt

J (€)% p(x, £) dx = J Dz‘(em”Jp(x,a)dx:(—1)'“‘J eHREN D (x, £) dx

n n

fiir alle Multindizes o; das letzte Integral ist betragsmafig beschrankt durch Co (1+/&])¢, d. h. man
bekommt eine Abschatzung

< Ce(1+1EN)Fa+1Ehe

J e p(x, £) dx

fur alle k € N. Sei

Y(En) = (1+[Eh) "1+ MD°

| ettemprg ax
RT[

fir s € R. Dann ist

W(EM) < C1+IE) (1 +M)* (1 +1E—n) " < Cl1+1E—n])*I "
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nach der Peetreungleichung (1 -+ [x +y|)® < (1 + [y|)*(1 + [x|)!*! fiir alle s € R. Es folgt, dass eine
Konstante C > 0 existiert mit

Jnll)(n,i)d£<c and J Yn.E)dn < C

Rn

fiir ein festes s. Es gilt

J ) <ﬁ(n),v(n)>dn\ -

" < etfeEm) (x,a)a(a)dadx,v(n)>dn <
RT[

nJ
RT\

“Jan PEM 1+ [EDH (1 + In (&) P e dn <
1/2
(J J BEn)BmP (1+\n|)’25dédn> <

1/2 1/2
< (] merarreae) ([ pmeaem =) -

= (2m1) 7" [y

[ (Pu,v)| =

vn)ldn <

J J etE M (x, £) dx Ti(£) dE,

1/2
B(EMT(E)P(1 + [g])2s+d) dadn) :

mera [Vl
fiir u, v € 8. Daraus folgt die Behauptung. O

DEFINITION 4.3. Fiir p(x, &) € Symb? mit kompaktem Trager in x heifit P = P(x, D) wie in Propositio 4.2
Pseudodifferentialoperator der Ordnung d mit vollem Symbol p(x, &). Wir schreiben WDO? fiir die Klasse
der Pseudodifferentialoperatoren der Ordnung d.

Ein Symbol p(x, &) € Symb ¢ fiir d > 0 heifit d—glittend und p(x, &) € Naer Symb~ ¢ = Symb~*®
heifit co-gldttend. Entsprechend heifit P € WDO~¢ d-glittend und P € WDO ™™ oco—glittend oder
Gldattungsoperator.

Wir nennen Pseudodifferentialoperatoren P und Q dquivalent — in Zeichen P ~ Q — wenn ihre Diffe-
renz P — Q ein Glattungsoperator ist.

DEFINITION 4.4. Sei P ein Pseudodifferentialoperator mit Symbol p. Wir sagen, p hat eine aymptotische
Entwicklung in eine formale Reihe
oo
~2 P
j=1

fir gewisse pj € Symb%, falls fiir jedes d € N ein k > 0 existiert, so dass die Differenz p — Z};l Pj
glattend von Ordnung d ist:

k
P— Z‘pj € Symb 9.
j=1

ProposITIO 4.5. Jede formale Reihe Zjoilpj mit p; € Symb® und dj — —oo ist eine aymptotische
Entwicklung eines Pseudodifferentialoperators P. Der Operator P ist dadurch bis auf Aquivalenz eindeutig
bestimmt.
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Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass {d;} streng monoton féllt. Wahle eine glatte
Funktion ¢@: Ry — [0, 1] mit @[;p;) = 0 und @lj ) = 1. Wir konstruieren eine monotone Folge von
Radien 15 mit r; — oo, so dass

=Y @l&l/1) pi(x.&)
j=1

wohldefiniert ist. Sei (&) = @(|&]) fir & € R™ und Mj = (2) + 1)||@||c;. Wegen p; € Symb® gibt es
Konstanten Cqp (j) mit
IDEDEP; (x, &)l < Cap(§)(1+1E)H P

Setze C(j) = max{Cqup(j): [, |B] < j} und seir; > M; ZJC(]) Dann gilt fiir |odf, |B] < j und [E] < 15 die
Abschitzung

IDEDEp; (x, )| < C()(1+ [e)) (1 + e & 118l <« CW g 1 jgppareitel

1 d;+1—IB|
Y SM Moz (L IEDT

Setze jetzt @;(&) = @(|&]/75). Dann ist ||@;]|ci < ||@|/cs (angenommen 7; > 1) und es gilt
~ 1
IDEDE(G5p5)(x, )] < (29 + DB IDIDEps (6, E) < o (14 )Pl < 14 gy IP

fur alle |« |B] < j und & € R™. Summation liefert damit p(x, &) € Symbdl+l Auflerdem folgt

o0

K
Z Z @jp; € Symb®e1

j=k+1

Es gilt @jp; = p; auf R™ \ By, (0), d. h. auf R™ \ By, (0) gilt
Kk k
- Pi=p—)_ ¥
j=1 j=1

und deshalb p — Z}‘:l p; € Symb%e+itL,
Giltp ~ g ~ ¥; pj mit p; € Symb®’ und dj — —oo, 0 ist

k k
= (P—ZP;’) - (q—ij) € Symb™¢
j=1 j=1

fiir ein hinreichend grof3es k. Es folgt, dass sich p und q nur um ein co-glattendes Symbol unterscheiden.

O

ProrosiTio 4.6 (Workhorse Theorem). Seid € R und a € C®(R} x R} x R, Hom(C",C*)) mit
kompaktem Triger in x und y. Wir nehmen aufSerdem an, dass Konstanten C g, mit

IDEDEDY alx,y, &)l < Capy (1+[E) 47

existieren. Dann ist der Operator K: § — 8 mit

(K = (20" | | e ualy. uly)dy de
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ein Pseudodifferentialoperator von Ordnung d, dessen Symbol k eine asymptotische Entwicklung

iled

k(&) ~ )~ (DEDga)(xx, &)

hat.

Beweis. Es bezeiche @ die Fouriertransformation von a beziiglich y. Dann gilt!

(Ku)(x) = (znr"J ) J SO G, £ — m, £)T(n) dn dE =

n

n

— (2m) 2 J et j (2m) ™26 5N G(x, & 1, £) dE Bn) dn =

n

— (2n) 2| e )i di,

wobei k(x,1) das innere Integral in der zweiten Zeile bezeichne. Es ist zu zeigen, dass k(x,1) € Symb‘jl
und dass k(x,n) die angegebene asymptotische Entwicklung hat. Dafiir zeigen wir zunéchst, dass Kon-
stanten Cypi > 0 existieren, so dass

IDEDEG(x, & &+ ) < Capre(1+[E+n)* Pl +1E) 7~

Fir |y| < kst in der Tat

EYDEDEA(x, &, & +1)| = (2m) ™/

J e W EY(DIDEa)(x,y, &+ 1) dy| <

<(2n)*“/2J (DSDYDE a)(x,y, & + 1)l dy.

n

Hat nun a Tréger in K x L x R™ mit K und L kompakt, so bekommen wir
- < (2m0) T VOl(L)Cly (14 [E + ) 4 TP!

wegen unserer Annahme tber a. Es folgt, dass
DEDEK( )| < (2) 2 Y J 5D DB a(x, £, £+ 1)l dE <
lod=loc’|-+]acrr] TB™

< C'Ju -l 4mD)aBI (14 [E) % dE < C(1 4+ )28,

Eine Taylorentwicklung in der dritten Variablen von @ liefert (wobei D a die Ableitung von @ nach der
dritten Variable bezeichnet)

Flo
dxEe+n) = Y - (DEDXEME +Ri(xEE+T)

lx|<e

IDie Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist gerechtfertigt, denn

ld(x, & —n,E)UM) < Cre(1+[ENT 1+ 1E—nD T (1 + D) < Cre(1+ 1EDTF (1 +ImD* "
und Letzteres ist integrabel fiir k, £ >> 0.
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mit dem Restglied

1
Re(o & E+m) = (L+ 1) Y —,J (D¥a)(x, & t&+n)EH (1 — 1) dt.
=t 10
Insgesamt gilt also

9] .
k(xn) =) (27()_“/2107 J et 8 (DEA) (x, E,M)EX dE + Te(x,m) =
ll<e R

qlex . —
=) (i J e HDEDFa(x, &n) d& + re(x,m) =

o<t R
=y ?(DyDaa)(x,x,n)—ﬁ—w(x,n).
lof<t

mit t¢(x,m) = (27) V2 [, eMERy(x, &, & +1) dE. Es geniigt also, dass ¢(x,m) € Symbd~(¢H1).

1
DIDERx &£+l = (¢+1)| 3 o | (DIDEa)(n et + mer(1— 1) de| <
=t
1
<C Y[l e ) ek -t <

lul=+17°
1
<O (1l e )P - e <
0
< C/(l + |E|)7k+€+l+\df(€+l)flﬁ\l(1 4 |n|)d7(€+1)7\(3|.
Fiir k > 0 folgt daraus die gewiinschte Symbolabschitzung fiir r¢(x,n). O

BEMERKUNG 4.7. Verschwindet a(x,y, &) in einer Umgebung der x-y-Diagonalen, dann ist K ein Glat-
tungsoperator, denn k ~ 0.

DEeFINITION 4.8. Fiir A C R™ sei A, = {x € R™: d(x,A) < ¢}. Eine Operator P: § — 8 heifit e—lokal,
wenn fiir alle u € CJ°(R™) gilt, dass supp(Pu) C supp(u)e.

LEMMA 4.9. Ist P € WDO und ¢ > 0, so existiert immer ein ¢—lokaler Pseudodifferentialoperator P. mit
P, ~P.

Beweis. Seilp € C®°(R™ x R™) mit P (x,y) =1 fur [x —y| < ¢/2 und P(x,y) = 0 fir [x —y| > €. Sei

Poulr) = (2m) ™ | |y pi, Eufy) dy .
mit p = symb(P). Diese Formel definiert nach Propositio 4.6 einen Pseudodifferentialoperator der Ord-
nung d und P — P, € YDO™ >, da p(x, &) — P (x,y)p(x, &) in einer Umgebung der x—y—-Diagonale ver-
schwindet. Aulerdem ist P. e-lokal, denn fir d(x, supp(u)) > € verschwindet immer entweder \(x,y)

oder u(y). O]

LEMMA 4.10. Seix = (x1,X2) mit Xi € CP(R™) und P € WYDO?. Dann ist der lineare Operator PX mit
PXu = x;P(xou) ebenfalls ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung d.
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Beweis. Sei p(x, &) das Symbol von P und setze a(x,y, &) = x1(x)xz(y)p(x,&). Wegen Propositio 4.6
definiert a einen Pseudodifferentialoperator K der Ordnung d mit

Ku(x) = (Zﬂ)fn‘[ X J e Y8 a(x,y, E)u(y) dE =

n

=0 | [ eI pt ey uly) dyde = PRulx). =

ProrosITIO 4.11 (Pseudolokalitit). Sei P € WDOY und u € HS fiir ein s € R. Dann gilt fiir jede offene
Menge U C R™: Ist ul]y € C*, so auch Puly € C*.

Beweis. Sei x € U. Wihle ein Paar x = (X1,x2) glatter Funktion auf R™ mit kompaktem Tréger in U,
so dass x; = 1 auf einer Umgebung von x und x, = 1 auf einer Umgebung von supp x;. Dann ist nach
Voraussetzung x,u € C(R™) C 8 und deshalb P(x.u) € 8. Also ist auch x;P(x2u) € C§°. Es gilt

x1P(u) —xaP(xau) = x1(P(1 —x2)u) = X1 (Pe (1 —x2)u) +x1((P — Pe)(1 —x2)u)

mit einem e—lokalen Operator P, und P — P, glittend wie in Lemma 4.9. Wahlt man ¢ so klein, dass
suppxi1 N (supp(l —x2))e = 0, verschwindet der erste Summand. Da der zweite glatt ist, ist x;P(u)
glatt. O

DEFINITION 4.12. Fiir U C R™ offen und relativ kompakt sei
Symb?(U) = {p € Symb? : p hat kompakten x-Trager in U}
und
YDO4(U) = {P € YDO? : symb(P) € Symb? (U)}.
Betrachte P € WDO4(U) als linearen Operator P: CP(U) — C§°(U) oder als stetigen Operator
P: HS T4 (U) — H(W).

SaTzZ 4.13 (Symbolkalkiil).
(i) Ist P € YDO(U) mit Symbolp(x, &), so gibt es einen formal adjungierten Operator P* € YDO%(U’)
zu P auf jeder relativ kompakten, offenen Menge U’ mit U C U’. Das Symbol p*(x, &) von P* hat
eine asymptotische Entwicklung

I
P(xE)~ ) —DEDIP(E).

04

(i) Ist P € YDO4(U) mit Symbol p(x, &) und Q € YDO®(U) mit Symbol q(x, &), dann ist, solange die
Komposition definiert ist, P o Q € WYDOY"¢(U) und das Symbol hat eine asymptotische Entwicklung
il
symb(Po Q) ~ 3~ (DEp)(x,&) - (DFq)(x, E.

o4

Beweis.

19



(i) Seip € CF(U’) mitp = 1 auf U. Fiir u,v € CP(U) gilt?
Puv)e = () | || e (i Euly)v() dy dede =
= (2m) || e (pix, e () dede =
—m | || e i ety vi) dy dede —

= (Zﬂ)_“J X J N J X <u(y), ei<9_""i>p(x, E,)*v(x)> dxdydé =
= (W, P"v)p.
fur

Pt = 2 [ | e O ply, £ viy) dys

Wegen Propositio 4.6 mit a(x,y, &) = P (x)p(y, &)™ definiert dieser Ausdruck einen Pseudodiffe-
rentialoperator P* € WDO%(U’) mit der asymptotischen Entwicklung

il jlel
symb(P*)(x. &) ~ }_ - (DEDFa)(xx.E) = )~ DEDIP(x£)°.

04 [0 4

~

(if) Zunichst gilt

(PQulx) = (2m) ™ | el &p(x,£)Qule) de
und wegen Q = Q** sowie supp Qu C U ist
Quiy) = (2r) ™| [ e gy, £)) uly) dy de
d.h.mit r(y, &) = (q*(y, &))" gilt
(PQIulx) = (2m) ™ | | e u i, Eriy, Euly) dy de.

Propositio 4.6 mit a(x,y, &) = p(x, &)r(y, &) liefert dann PQ € WDO¢(U) (denn der x-Triger
von a liegt in U) und die gewiinschte asymptotische Entwicklung

13 Jex|
symb(PQ) ~ Y~ = (DED§prI(x,x, &) = Z‘ ﬁZ w P)(x, &) (DYDST)(x, &) =
& +y=x
HB
= %(DEPJ(X,E)DE(Z%DZD%)(X,EJ~
) ! - V!
1B
~Zl .£)(DEq)(x, &), O

2Die Vertauschung der Integratlonsrelhenfolge im letzten Schritt ist gerechtfertigt, da

e epx ) vix ax = (FTLE <9 (&)

eine Schwartzfunktion ist.
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Satz 4.14 (Koordinateninvarianz). Seien U,V C R™ offen und relativ kompakt. Ein Diffeomorphismus
@: U— V induziert eine natiirliche Abbildung

@.: YDOY(U) — YDOY(V), Pr— (@ ) oPoe™

Beweis. Schreibe x = @(X) und { = @~1. Dann gilt

1
X5 = 000~ 0ly) = | bl (1 Uy de =Yyl y)

fir |[x —y|| < 1 und
1

Y(x,y) = J Dy (tx + (1 —t)y) dt.

0

Da  ein Diffeomorphismus ist, folgt, dass ¥ auf der Diagonalen invertierbar ist und deshalb auch in
einer Umgebung W der Diagonalen. Wahle x € Ci°(W) mit x = 1 auf einer Umgebung des Tragers
von p(x, &) = symb(P) in x, der hier entlang der Diagonalen eingebettet sei. Mit der Jacobideterminante
J(x) = | det D ()] gilt

(0-Plulx) =P(wo @)(X) = (2m) ™ | | e IUpR Eulo(g)) di dt -
—(m | |0, Euty)) () dy de =
—(zm) | | e, Euly) () dy de.

Schreibe I(x,y, &) fiir den obigen Integranden. Es gilt I(x,y, &) = x(x,y)I(x,y, &
Der zweite Summand definiert einen Glattungsoperator. Mit ©(x,y)" = ¥(x,y)
fur den ersten Summanden

)+(1—X(X,U))I(X,Ua E»)
“lund & = O(x,y)n gilt

(zm*“J ) J (XD, &) dy dE = (2m) " j ) J e v x, y, )y dy dE.

n

wobei a(x,y,n) = x(xy)p((x),0(x,y)n)J(y)| det O(x,y)|.*> Propositio 4.6 liefert dann, dass @.P ein
Pseudodifferentialoperator der Ordnung d ist. O

BEMERKUNG 4.15. Weiterhin haben wir eine asymptotische Entwicklung
il

1
symb(@.P) ~ 3 = (DFDF)alx,xn) =

_o(x (T a—1
:p(x, (&) T]) (mod Symb“® ")

Das heifit o(P) = symb(P) mod SymbCF1 transformiert sich wie eine Funktion auf TYR™.

DEFINITION 4.16. Fiir P € WDOY heifit o(P) = [symb(P)] € Symbd/symbdfl das Hauptsymbol von P.

3TODO: Kann man die Integrationsreihenfolge vertauschen?
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5 Pseudodifferentialoperatoren auf Mannigfaltigkeiten

Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit komplexen Vektorbiindeln E und F.

DerINITION 5.1. Ein linearer Operator P: T'(E) — I'(F) heift Pseudodifferentialoperator der Ordnung d,
falls fiir alle Karten @: U — V C R™ mit V relativ kompakt und Biindelkarten ¢F: Ejy, — U x C"
und ¢": Fly — U x C® und alle x1,x2 € CP(U) der mittels @, ¢pF und ¢ auf U lokalisierte Operator
PX =x; 0 Poxy: C&(U,C") — C(U, C?) ein Pseudodifferentialoperator in WDO% (V) ist.

Wir schreiben YDO(E,F) fiir den Raum der Pseudodifferentialoperatorn von E nach F von Ord-
nung d und YDO(E, F) fir den Raum aller Differentialoperatoren von E nach F. Analog schreiben wir
WYDO™(E, F) fiir die Glattungsoperatoren von E nach F.

BEMERKUNG 5.2. Ist U = {Uy,..., U, }eine offene Uberdeckung und {x;}; eine zugehérige Zerlegung der
1, dann ist
Pu=) xiPu=) xPlyu) =) Pyu
i i i

fﬁrPij :XiOPOXj'

DEFINITION 5.3. Ein Schnitt p € T(TYM;7* Hom(E, F)) mit 7t: TYM — M heif8t Symbol der Ordnung
d, falls xp € Symbd(V) fiir jede Karte @: U — V C R™ mit V relativ kompakt und x € C(U) gilt -
entlang der Identifizierung I'(TY M|y; 7 Hom(E, F)) = C®(V x R™,Hom(C",C?*)). Wir schreiben o(p)
fiir das zugehorige Hauptsymbol in Symb* (B8 ymba 1 (£.5)-

ProrosiTIO 5.4. Der Symbolkalkiil globalisiert sich:

(i) Seien hermitesche Metriken ht und h¥, eine Riemannsche Metrik auf M und eine Orientierung von
M gegeben. Sei P € WDO®(E,F) und P* € WYDOY(F,E) formal adjungiert zu P. Dann gilt fiir die
Hauptsymbole o(P*) = o(P)*.

(ii) Sind P € WYDOY(E,F) und Q € YDO¢(D,E), so ist P o Q € WDOY¢(D,F) und das Symbol ist
o(PoQ) = o(P)o(Q).

Fixiere Karten @i: Uy — Vi C R™ mit V; relativ kompakt, die M tiberdecken. Seien auflerdem
d)iE : Elu, — U; x C" zugehorige Biindelkarten und (x; )i eine untergeordnete Partition der Eins. Setze

ullfs = D lxaules
i

fiir u € T'(E), wobei x;u entlang ¢; und ¢F als Element von CZ(V,C") aufgefasst sei. Man kann zeigen,
dass diese Definition von ||_||4s bis auf den Aquivalenz nicht von den obigen Wahlen abhingt und fiir
k € N kompatibel mit |[u[|?,, = Y ; [[V'u||%. Die Vervollstindigung H*(E) von I'(E) beziiglich ||_||}s
hangt insbesondere als topologischer Raum nicht von diesen Wahlen ab.

PrROPOSITIO 5.5.
(i) Bei fixierten Wahlen von Metriken ist H*(E) ein Hilbertraum.
(ii) Die Inklusion H®(E) — H'(E) ist stetig fiir s > t und kompakt fiir s > t.
(iii) Die Inklusion HS(E) — C*(E) ist stetig fiir s > k +n/2.

PROPOSITIO 5.6. Sei P € WDOY(E,F). Dann definiert P einen stetigen Operator P: HSt4(E) — HS(F)
fiir alles € R.
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Beweis. Wir nehmen an, dass ein Atlas {Uy,...,Un} von M mit weiteren Karten ¢s5: Uy; — Vjj
existiert, so dass U; U U; C Uj;. Sei auflerdem (xi): eine untergeordnete Partition der Eins. Wahle
Funktionen ¥; € C3°(U;) mit X; = 1 auf supp(x;). Dann gilt

Hs

1)

IPullie = || 3 xiPowl]| < 3 IxaPlxywlns =
ij
=Y IxiPx; Owline < Y Cojllxyulea < Cllwfiera
i,j i,j

fiir Konstanten Cy; und C. O
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6 Elliptizitat und Parametrix

Zunichst arbeiten wieder lokal.

DEFINITION 6.1. Ein Pseudodifferentialoperator P € WDO heifit elliptisch iiber einer offenen Teilmenge
U C R™, wenn es eine offene Menge U’ C R™ und Konstanten Cy, C; > 0 gibt, mit U C U’ und

(i) das Symbol p(x, &) ist invertierbar fiir alle x € U’ und [&] > C,.

(ii) der Abschitzung |p(x, &)Y < Ci(1 +&|)~9 fiir alle x € U’ und |&] > C,.
In diesem Fall nennt man p(x, &) ein elliptisches Symbol tiber U.

BEMERKUNG 6.2.
() Man kann zeigen, dass ein Symbol p(x,&) = }_ <k Ax(x)E* genau dann elliptisch ist, wenn
0(P) = X |q=k Ax&™ fiir alle & # 0 invertierbar ist.
(i) Elliptizitit hingt nur vom Verhalten héchster Ordnung ab: Ist p € Symb® und q € Symb® ™!, so
ist p genau dann elliptisch, wenn p + g es ist.
(iii) Es gibt elliptische Symbole beliebiger Ordnung.

SATz 6.3. Sei P € WDOY elliptisch iiber U. Dann gilt:

(i) Es existiert ein Q € YDO~ ¢, so dass P(QP — id) € YDO~™ und Pp(PQ — id) € YDO fir
allep € CP(U). Dadurch ist Q bis auf Gldttungsoperatoren iiber U eindeutig bestimmt und heif§t
Parametrix von P iiber Q.

(ii) Es gilt das Weyl-Lemma: Ist Puly glatt, dann ist uly glatt.

(iii) Es gilt die Garding—Ungleichung: Es gibt eine Konstante C > 0, so dass

[ullrass < Cllfulfns + [[Pufs).

Insbesondere ist ||_||ya dquivalent zu ||_||Ls + ||P_||r2 auf C(U).

Beweis. Setze qo(x, &) = d(x)x(IE)p(x, &), wobei ¢ € C(U’) und x € C*(R) so gewahlt seien, dass
¢ =1auf U, x(t) =1fiirt > 2Co und x(t) = 0 fir t < Co. Dann gilt offenbar qop —id = 0 = pqo —id
auf U x {|&| > 2C,}. Auflerdem ist qo(x, &) € Symbfd:

Wegen der Elliptizitat von p haben wir [qo(x, &)| < Cqp (1 + |€])~4~IBl. Fiir die hoheren Ableitungen
haben wir

N 0 -1 op__, op~!
0= aXipp o aXi +p aXi
und deswegen
ot a0 —a
P g’ =0((1+[&)™9)
und genauso
op !t —d—1
5 - P’ =O((1+ &) ).

Nach Induktion folgen daraus die Symbolabschétzungen fiir qo.
Das Symbol q definiert also einen Pseudodifferentialoperator Qo € ¥DO 9. Nach Satz 4.13 ist

iled
symb(h(QoP —id)) ~ (qop —id) +1b Y ~—-(Dgqo)(DEp)

|
!
x#0
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fir ein 1y € C3°(U). Hierin ist der zweite Summand ein Symbol der Ordnung —1 und qop — id = 0 fiir
x € U und |&| > 2Cy. Das heif3t, symb({(Q,P —id)) € ¥DO .

Wir machen den Ansatz ¢ = Y_, qi mit qi € Symb™ 9~ fiir das Symbol des gesuchten Pseudodiffe-
rentialoperators Q. In dem Fall musste gelten, dass

—-(DEq)(DEp) —id ) ~ wz qu] 2p) —id.

Nach Oben ist der Anteil in Symb® ist {(qop — id) ~ 0. Fiir k > 0 ist der Anteil in Symb* genau
k— i '

v Z ng] <p) Z Z ngl)( p) +qxp ~ 0.
j+ o=k o! =0 Ja|=k—j o
Diese Relation ldsst sich induktiv durch
:_qOZ Z ng] <p)
J=0 |oc|=k—j

l6sen. Dann wird durch q = 3, qy ein Pseudodifferentialoperator Q € WYDO ¢ definiert und nach
Satz 4.13 gilt dann P(QP —id) € YDO™ fiir alle Yy € CP(U),d. h. Q ist eine Linksparametrix iiber U.
Analog zeigt man, dass eine Rechtsparametrix Q” € YDO ¢ iiber U..

Sei Q' € WDO ¢ eine weitere Linksparametrix itber U. Dann ist (Q — Q’)P € WYDO ™ fiir alle
P € C°(U). Also folgt

PY(Q—-Q)=v(Q—-QIPQ"—¥(Q—Q')S e ¥YDO =

fir eine Operator S € YDO™*,d.h. Q und Q’ sind 4dquivalent tiber U. Analog zeigt man, dass eine
Rechtsparametrix bis auf Glattungsoperatoren eindeutig ist. Weiterhin gilt

P(Q—-Q") ="(Q—-QPQ") +¥(QPQ" - Q") =¥Q(id—PQ") + Y(QP —id)Q" € ¥DO™*
fir alle P € C5°(U) und deshalb Q und Q" 4dquivalent tiber U.
Zum Beweis des Weyl-Lemmas sei Puly glatt fiir u € HS. Furp € CP(U) gilt
Ppu=1P(id — QP)u+PpQPu € C*(U)

denn P (id —QP) € YDO™, Puly € C* und Q ist pseudolokal.
Fir die Garding-Ungleichung sei u € C°(U) und P € C3°(U) mit Y = 1 auf supp(u). Dann ist
u =19 (QPu+ Su) fir ein S € YDO™* und deswegen

< WQPU[ s ra + [[bSuf[sva < C'[QPu
< C([[Py]

[ufls+a Heva 4 C'|Sulppssa <

O

Hs

DEFINITION 6.4. Ein Operator P € YDO4(E, F) heifit elliptisch, wenn fir alle Karten ¢: U — V mit
Biindelkarten ¢pF: Ely — U x C" und ¢": Fjy — U x C® und x3,X2 € C(U), der Pseudodifferen-
tialoperator x; o P o x; € YDO%(U) iiber {x;X; # 0} elliptisch ist.

SATZ 6.5. Sei P € WDO(E, F) elliptisch. Dann gilt
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(i) Es existiert ein Q € YDO~4(F,E), so dass QP — id € ¥DO~*(E, E) und PQ —id € YDO *°(F, F).
Der Operator Q ist wieder bis auf Glittungsoperatoren eindeutig und heif3t globale Parametrix.
(ii) Istu e H®(E), U C M offen und Puly € C*, dann ist auch uly € C*™.
(iii) Es gilt
[ulfrsra < ClJJuf

Hs =+ HPUHHs)
fiir allew € T'(E).

Beweis. Sei (xi)i eine Partition der Eins beziiglich einem Atlas {U;,..., Ux} von M mit zugehdrigen
Karten bzw. Biindelkarten @i, ¢F und ¢F. Sei auBlerdem X; € C$°(U;) mit X; = 1 auf einer Umgebung
von supp(xi). Dann ist Py = X; o P oy; € WDOY(U;) elliptisch itber W; = supp(x). fiir ¢ < 1. Sei
Q; € ‘PDO*d(supp(xi) 2¢ ) die Parametrix von P; iiber W; nach Satz 6.3. Definiere einen Pseudodifferen-
tialoperator Q = ZiNzl Qibi € YDO 4(F, E). Sei P, P eine e-lokale Approximation von P.

z

N N
PQu=) PQixiu=) PxiQxiu~) PeXiQixiu=
1 i=1 i=1

,_.
Il

N
XiPeXi Qixiu ~ Z PiQixiu ~ . 0

1 i=1

|
,I\/]Z

1

BEMERKUNG 6.6. Man erhilt eine invariante Definition von H® fir s > 0: Sei Q € YDO?(E) und
betrachte P = Q*Q +id € WDO®(E). Setze |[u[|ns = ||Pu|/r2 fir u € T'(E). Dann ist ||_[|3 dquivalent
2 ||

Weiterhin induziert das Skalarprodutk (_, _};. : T'(E) ® I'(E) — C eine stetige und perfekte Paarung
H*(E) ® H™*(E) — C und deshalb einen Isomorphismus H*(E)* = H™5(E).
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7 Fredholmoperatoren und Index

DEFINITION 7.1. Seien H; und H, Hilbertrdume. Ein beschréinkter linearer Operator T: H; — H, heift
Fredholmoperator, falls gilt
(i) im(T) C H, ist abgeschlossen.
(ii) ker(T) C H; ist endlichdimensional.
(iii) coker(T) = im(T)* C H, ist endlichdimensional.
Die Zahl ind(T) = dimker(T) — dim coker(T) € Z heif3t Index von T.

BEMERKUNG 7.2.
(i) Ist T beschrankt, so ist ker(T) immer abgeschlossen, im(T) aber im Allgemeinen nicht.
(if) Ist T: H; — H; beschrankt, so ist auch das Adjungierte T*: H, — H; beschrankt und es gilt
coker(T) = im(T)* = ker(T*). Insbesondere ist ind(T) = dim ker(T) — dim ker(T*) fiir Fredholm-
operatoren T; ist T zusétzlich selbstadjungiert, so folgt ind(T) = 0.

DerINITION 7.3. Ein Operator T: H; — H; heif3t kompakt, falls fiir alle beschrankten Teilmengen
B C H; das Bild T(B) C H, relativ kompakt ist.

BEMERKUNG 7.4.
(i) Istim(T) C H; endlichdimensional, so ist T kompakt.
(if) Die Menge K(H;, Hz) von kompakten Operatoren ist abgeschlossen im Raum B(H;j, H,) der be-
schrénkten Operatoren.
(iii) Ist T kompakt und S beschrénkt, so sind TS und ST kompakt.
(iv) Ist T kompakt, so auch T*.

Fredholmoperatoren sind genau die beschrinkten Operatoren, die modulo kompakten Operatoren
invertierbar sind:

ProrosiTiO 7.5. Ein beschrinkter Operator T: Hy — H, ist genau dann ein Fredholmoperator, wenn es
einen beschrdnkten Operator S: H, — H; gibt, so dass ST —id = K; und TS — id = K; kompakt sind.

Beweis. Wir zerlegen H; = ker(T) @ ker(T)* und H, = im(T) @ im(T)*. Dann ist die Einschrinkung
Tlker(T)+ - ker(T)* — im(T) bijektiv und stetig und, da im(T) abgeschlossen ist, damit invertierbar.
Setze S = T~ !: im(T) — ker(T)* durch 0 auf im(T)* zu einem beschriankten Operator S: Hy — H;
fort. Dann ist TS — id bis auf Vorzeichen die Projektion auf im(T)* und ST — id bis auf Vorzeichen die
Projektion auf ker(T). Wegen dim ker(T) < oo und dim coker(T) < oo sind beide Projektionen kompakt.

Sei umgekehrt ein beschrankter Operator S: H, —— H; wie in der Propositio gegeben. Dann ist
Kilker(T) = — idker(T) Und Kalim (1)L = —idjp ()2 und wegen Kompaktheit ker(T) und coker(T) endlich-
dimensional. Es bleibt zu zeigen, dass im(T) C H; abgeschlossen ist. Sei ohne Einschrankung T injektiv
und (uy) eine Folge in H; mit lim Tuy = v € H,. Angenommen, (uy) wére nicht beschrankt. Ersetze
dann uy durch eine Teilfolge mit ||uy|| — oo. Sei Uk = ui/||uk||. Dann gilt

~ 1 00
Ty = —Tuy LNy

[
Aber ||ty || = 1 und deshalb hat K;uy, = STuy — i eine konvergente Teilfolge. Die Folge STy konver-
giert gegen 0 und deshalb existiert (nach Ubergang zu einer Teilfolge) ein T = limy Uy. Aber |[i| = 1
und Tu = 0 im Widerspruch zur Injektivitit von T.
Da (uy) beschrénkt ist, hat wir oben K;uy eine konvergente Teilfolge und STuy konvergiert gegen
v. Es folgt, dass (ui) gegen ein u konvergiert und Tu = limy Tuyx =v. O
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KOROLLAR 7.6.
(i) Ist T beschrdnkt und invertierbar, so ist T ein Fredholmoperator mit Index ind(T) = 0.
(i) Ist T ein Fredholmoperator, so auch T* und es gilt ind(T*) = —ind(T).
(iii) Sind T;: Hy — Hj und T,: Hy — Hs Fredholmoperatoren, so auch ihre Komposition T,T; und es
gilt ind(T,T;) = ind(Ty) + ind(T2).

PROPOSITIO 7.7. Sei P € WDO®(E,F) elliptisch. Dann ist Ps: HS*4(E) — HS(F) ein Fredholmoperator
fiir alle s € R und ind(P) = ind(Ps) ist unabhdngig von s.

Beweis. Sei Q € ‘PDOfd(E,F) eine Parametrix zu P. Lemma 3.5 impliziert, dass dann die Operatoren
QP —id: HT4(E) — H**4(E) und PQ — id: H®(F) — H*(F) kompakt sind. Es folgt, dass P einen
Fredholmoperator definiert. Wegen des Weyl-Lemmas ist jedes u mit Psu = 0 bereits glatt und des-
wegen ker(Pg) unabhéngig von s. Die perfekte Paarung H*(F) ® H™*(F) — C impliziert, dass es
einen Isomorphismus coker(Ps) = ker P* mit P*: H=S(E) — H~5~94(F) gibt. Wieder ist coker(P;)
unabhéingig von s wegen des Weyl-Lemmas. O

Kororrar 7.8 (Fredholmalternative). Eine elliptische Gleichung Pu = v mit v € T'(E) ist genau dann
losbar, wennv | ker(P*). Die Losung ist eindeutig fiir u € ker(P)*

Wir schreiben F(H;, H,) fiir den Raum der Fredholmoperatoren von H; nach H,. Man kann zeigen,
dass die Indexabbildung ind: F(H;, Hy) — Z surjektiv ist.

ProrosiTIO 7.9. Seien H; und H; separable Hilbertrdume.
(i) Der Unterraum F(H;, Hy) C B(Hy, Hz) ist offen beziiglich der Normtopologie.
(ii) Die Indexabbildung ind: F(H;, Hy) — Z ist lokal konstant.

Beweis. Sei T € F(Hj,Hy). Wir zerlegen H; = ker(T) @ ker(T)* und H, = im(T)* @ im(T). Setze
H; = coker(T) & H; und H) = ker(T) & H,. Fiir S € B(H;, Hz) sei

s'= (0 ) ey
Leoker (T) N

mit der Projektion T, (1): Hi — ker(T) und der Inklusion teoker(t): coker(T) = im(T)+ — H,. Die
Zuordnung S +—— S’ liefert eine stetige Abbildung B(H;, Hz) — B(H{, H}) und es gilt S = 7, S uy,.
Fir S =Tist

0 idker(T) 0
T = (L 0 T[ke-;-(T)) — idcoker(T) 0 0
coker(T) 0 0 T|ker(T)l

beziiglich den Zerlegungen H] = coker(T) @ ker(T) @ ker(T)* und H; = ker(T) @ im(T)* @ im(T).
Das heift, T’ ist invertierbar, denn Tl (7 : ker(T)* — im(T) ist ein Isomorphismus. Wir wissen,
dass die invertierbaren Operatoren B> (H7, Hj) C B(H;, H;) offen beziiglich der Normtopologie sind. Es
gibt also ein ¢ > 0, so dass S’ invertierbar ist, falls ||S — T|| < e. Insbesondere ist in diesem Fall S’ ein
Fredholmoperator. Es folgt, dass S = 7y, S’uy, ebenso ein Fredholmoperator ist. Auflerdem gilt dann
ind(S) = ind(my,) 4+ ind(S’) + ind(tp,) = ind(T) fir den Index. O

Beispier 7.10. Sei T ein Fredholmoperator und K kompakt. Dann ist auch T + tK ein Fredholmoperator
fur alle t € [0, 1]. Insbesondere gilt nach Propositio 7.9 fiir die Indizes ind(T + K) = ind(T).

ProrosiTIO 7.11. Seien T, T’ € F(Hy, H) Fredholmoperatoren mit ind(T) = ind(T’). Dann liegen T und
T’ in derselben Wegzusammenhangskomponente von F(Hy, Hy).
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Beweis. Sei ohne Einschrinkung ind(T) = ind(T’) > 0, ansonsten geht man zu T* und (T')* tber.
Zunichst zeigen wir: Ist ind(T) > 0, so ist T durch Fredholmoperatoren homotop zu einem surjekti-
ven Operator. In der Tat ist dann dimker(T) > dimcoker(T) und es gibt einen surjektiven Operator
L: ker(T) — coker(T). Betrachte L als durch 0 zu einem Operator H; — H, fortgesetzt. Dann defi-
niert T + tL fiir t € [0, 1] eine Homotopie zwischen T und T + L; der Operator T + L ist aber surjektiv.
Wir kénnen also Annehmen, dass T und T’ surjektiv sind.

Zerlege H; = ker(T) @ ker(T)* = ker(T’) @ ker(T’)+. Wegen ind(T) = ind(T’) gibt es einen Iso-
morphismus A: ker(T) — ker(T’). AuBerdem ist B = (T/|jer(7/)2) o T: ker(T)* — ker(T")* ein
Isomorphismus. Setze

C= (/3 g) . ker(T) @ ker(T)t — ker(T') @ ker(T")*.

Der Raum B*(H;) ist wegzusammenhéngend, d. h. es gibt eine Homotopie durch invertierbare Opera-
toren C; von C nach id. Dann ist Ty = T'C, eine Homotopie von T nach T". O

KoroLLAR 7.12. Es folgt, dass F(Hy, Hz) = Uyez ind~!(k) genau die Zerlegung in Wegzusammenhangs-
komponenten ist.

KoroLrLraR 7.13. Der Raum moF(H) ist eine Gruppe und ind: moF(H) — Z ist ein Isomorphismus.

BEMERKUNG 7.14. Sei C € B*(H). Dann gibt es eine Zerlegung C = UA fiir A = +/C*C positiv und
selbstadjungiert, und U unitéir. Der Spektralsatz impliziert, dass der Raum von positiven und selbstad-
jungierten Operatoren konvex, also zusammenziehbar, ist. Schreibt man U = elTfur T selbstadjungiert,
so definiert U, = e**"! eine Homotopie durch unitire Operatoren von id nach U.

Satz 7.15 (Kuiper). Die unitdre Gruppe U(H) eines unendlichdimensionalen Hilbertraums H ist zusam-
menziehbar.

SaTz 7.16 (Atiyah—Jénich). Es gibt eine natiirliche Bijektion K(X) = [X, F(H)] fiir jeden separablen, unend-
lichdimensionalen Hilbertraum H.

DEFINITION 7.17. Elliptische Operatoren P,P’ € PDO*(E, F) heiflen homotop, wenn es eine stetige Fa-
milie elliptischer P, € PDO*(E, F) mit P, = P und P, = P’ gibt.

KoroLrLrar 7.18. Sind P und P’ elliptische und homotop, so ist ind(P) = ind(P’).
Beweis. In diesem Fall ist Py : HS*%(E) — H?(F) eine stetige Familie von Fredholmoperatoren. O

KOROLLAR 7.19. Der Index eines elliptischen Operator P € PDO* (E, F) hingt nur von seinem Hauptsymbol
o(P) € I'(Sym*(TM) ® Hom(E, F)) ab.

Beweis. Ist 0(P) = o(P’), so definiert Py = (1 —t)P + tP’ eine Homotopie durch elliptische Operatoren
von P nach P/, da o(P;) = o(P) fiir alle t. O

DEFINITION 7.20. Symbole 0,0’ € TI'(Sym*(TM) ® Hom(E,F)) heifit reguldr homotop, wenn es eine
Homotopie o durch elliptische Symbole von o nach ¢’ gibt.

KOROLLAR 7.21. Der Index von P € PDO(E, F) hingt nur von der regulidren Homotopieklasse von o(P) ab.

Beweis. Sei oy eine reguldre Homotopie von o(P) nach o(P’). Dann gibt es eine stetige Familie ellipti-
scher Operatoren P; € PDOX(E, F) mit o(Py) = oy: Wihle einen Zusammenhang V auf E. Wir haben
bereits gezeigt, dass Py = o o ((Sym* ® id®) o V¥) ein Differentialoperator mit Symbol o ist. O
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BEMERKUNG 7.22.

(i)

Sei P € PDO*(E,F) ein elliptischer Operator. Dann gibt es immer eine natiirliche orthogonale
Zerlegung 12(E) = ker(P) @ im(P*: H*(F) — L?(E)) und mittels elliptischer Regularitit erhalt
man sogar eine L2-orthogonale Zerlegung I'(E) = ker(P) @ im(P*: I'(F) — T'(E)). Insbesondere
gilt I'(E) = ker(P) @ im(P), wenn P: I'(E) — I'(E) formal selbstadjungiert ist.

Sei P € PDOX(E, F) elliptisch und betrachte P: H*(E) — L2(F). Dann ist die Einschrinkung
Pleer(p) ker(P)+ — im(P) ein Isomorphismus. Definiere einen beschriankten Operator

—1
G= <PO g) : L%(F) = im(P) @ im(P)* — ker(P)* @ ker(P) = H*(E),
den Green—-Operator zu P. Nach dem Weyl-Lemma ist G(I'(F)) C TI'(E) und nach dem Rellich-
Lemma ist die Komposition G: L?(F) — H*(E) — [%(E) kompakt. Man kann sogar zeigen,
dass G € YDO *(F,E). Es gilt GP = id —7tyer(py und PG = id —7yer(p+). Die Operatoren 7y, (p)
und 7t (p+) sind dabei Glittungsoperatoren mit endlichdimensionalem Bild, denn fiir eine L*~
Orthonormalbasis uy, ..., un von ker(P) ist

Ther(P) (W) = Z (w, widpe wi.

N
i=1

Das heifit, 7y, (p) hat Integralkern

N
Kxy) =) wilx) ® (L, ui(y)) € Hom(Ey, Ey).
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8 Elliptische Komplexe und Hodgetheorie

Seien (Ej)jez komplexe Vektorbiindel iiber M mit E; = 0 fiir fast alle j € Z und P;: Ej — Ej4
Differentialoperatoren der Ordnung k > 0.

DEeFINITION 8.1. Das Tupel (E;, P;j)jez heiflt elliptischer Komplex der Ordnung k, falls
(1) Pj+1pj = 0 fiir alle ]
(ii) im o(P;)(&) = ker o(Pj+1)(&) fiir alle & # 0.

Wihle hermitesche Metriken h® und eine Riemannsche Metrik g. Auflerdem sei M orientiert. Dann
bilden die formal adjungierten Operatoren zu den Pj einen elliptischen Komplex

*
Pj+l

P*
= T(Ej42) = T(Ej11) — T(E5) — -+,

den wir zusammen mit P* bezeichnen. Beachte, dass wir hier (P*); = P schreiben. Setze aulerdem
E = @j Ej, P = EBj P) und P* = ®j(P*)j. Sei D = P+ P*: T(E) — T(E) der assoziierte Dirac-
operator und A = D? = PP* + P*P der assoziierte Laplaceoperator. Letzerer lisst sich zu Operatoren
A;: T'(Ej) — T'(E;), der Diracoperator ist hingegen nur ein ungerader Operator beziiglich der induzier-
ten Z/2—-Graduierung auf P.

BEIsPIEL 8.2. Sei Ej; = A'T*M und Pj = d: AIT*M — AJTIT*M das de Rham-Differential. Schreibe
(P*); = &. Dann ist D = d + & der Hodge—Dirac-Operator und A = D* = db + &d der Hodge-Laplace—
Operator.

Lemma 8.3. Fiir jeden elliptischen Komplex sind die Operatoren A und D elliptisch.
Beweis. Der Operator A;: T'(E;) —» I'(E;) hat Symbol
o(Ay)(&) = (o(P5)(£))"0(P5)(&) + a(Pj—1) (&) (0(Ps—1) (&))" : (Ej)m(e) — (Ej)m(e)-
Fiir v € ker 0(A;)(£) gilt also
0 = (o(A))(E)v,v) = [o(P;) (E)VI* + [(o(Pj—1) (&) V%

Das heif3t, v € ker(o(P;)(&)) N ker o(Pj—;)(&)* = 0. Es folgt, dass A; und deshalb A elliptisch sind.
Wegen o(D)(&)? = o(A)(&) ist dann auch D elliptisch. O

Schreibe J(; = J{;(E., Ps) = ker A; fiir den Raum der harmonischen Schnitte in E,. Dann gilt sogar
H; =ker D NT(E;), denn fiir s € ker A; gilt

0= (Ajs,s)p. = [[Pislt: + | (P—1)s|l{-.

Satz 8.4 (Hodgezerlegung). Sei (Eo,P,) ein elliptischer Komplex. Dann gilt:
(i) Es gibt eine L2~orthogonale Zerlegung T'(E;) = 3(; & imPj_; ® im Py
(ii) Der Raum H;ist endlichdimensional und die Inklusion (H,.,0) — (E., P,) induziert einen Isomor-
phismus H; — HI(E,, P,) fiir alle j € Z.

Beweis. Betrachte den Diracoperator D: I'(E) — T'(E). Wegen D* = D erhalten wir eine orthogonale
Zerlegung I'(E) = ker(D) @ im(D), also eine Zerlegung

I(E;) = (ker(D) NT(E;)) @ (im(D) N T(E;)) = 3 @ (im Pj_; + im P;).
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Es bleibt also zu zeigen, dass im P;_; +im P} eine orthogonale direkte Summe ist. Aber fiir u € I'(E;_1)
und v € I'(E;44) gilt
<P]~,1u, P%V>L2 = <Pj Pj,lu,v> =0.

Der Raum J;j ist endlichdimensional, denn A; definiert einen Fredholmoperator. Es bleibt also zu
zeigen, dass H; — H (E,, Po) ein Isomorphismus ist. Dafiir geniigt es ker P; = 3{;®im P;_, einzusehen.
Ist u € ker Pj und v € T'(Ej4), so gilt

(u, P;V>LZ = (Pju,v). =0,

also u € im(Py)*. O

BerspiL 8.5 (de Rham-Kohomologie). Fiir den de Rham-Komplex erhdlt man die Hodgezerlegung
T(AT*M) = Hy @im dy_; ©im &y ; und Hy. = H¥(M;R). Man kann zeigen, dass Ax = ++A, d. h. der
Hodgestern induziert einen Isomorphismus *: Hy —— H,,_i. Das liefert eine Variante der klassischen
Poincarédualitit, namlich H*(M;R) = H™ % (M;R).

Axw = ddxw + déxw =
_ (_1)n(nfk+1)+n+1*d*d*w + (_1)n(n7k)+n+1d*d**w _
_ (71)n27nk+n+n+l*d*d*w + (71)n27nk+n+1(71)n(n7k)d*dw _
= (=)™ dadrw + (=)D dadw =
= *ddw + xédw =

= *xAw
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9 Spektraltheorie und Warmeleitungsgleichung

Sei P € PDOX(E) formal selbstadjungiert und k > 0. Elliptische Regularitit impliziert, dass P fiir
dom(P) = H¥(E) einen unbeschrinkten selbstadjungierten Operator L?(E) > dom(P) — L?(E) de-
finiert. Wir erinnern zunéchst an die Spektraltheorie kompakter Operatoren.

Sei H ein separabler unendlichdimensionaler Hilbertraum und K: H — H selbstadjungiert und
kompakt. Dann gilt

(i) spec(K) C [—

(i) 0 € spec(K) und 0 ist der einzige mégliche Haufungspunkt des Spektrums.

(iii) Alle A € spec(K) ~ {0} sind Eigenwerte mit endlicher Vielfachheit, d.h. E, = ker(K — A) ist

nichttrivial und endlichdimensional.
(iv) Es gibt eine orthogonale Zerlegung H = ker(K) @& @,_, Ea 20 Ex-

SATZ 9.1. Seik > 0 und P € PDO¥(E) ein formal selbstadjungierter Differentialoperator auf einem Vek-
torbiindel iiber einer Mannigfaltigkeit M. mit dim(M) = n.
(i) Es gibt eine orthogonale Zerlegung L*(E) = @, Ex wobei Ex = {u € T(E): (P — A)u = 0} endlich-
dimensional ist. Fiir spec(P) = {A: Ex # 0} ist spec(P) reell, diskret und unbeschrinkt
(ii) Sei d(A) = dimE(A) wobei Ex = D<A Er- Dann gibt es eine Konstante C mit

d(A) < CAY

firy =n(n+ 2k + 2)/2k.

Beweis. Betrachte den Greenoperator

G = (P; 8) - im(P) @ im(P)L = L2(E) —s H¥(E) = ker(P)" & ker(P)

und sei K = 1o G: [?(E) — L2 mit der Soboleveinbettung t: H*(E) — L?(E). Dann ist K nach dem
Rellichlemma ein kompakter selbstadjungierter Operator. Die Spektraltheorie kompakter Operatoren

liefert dann
L%(E) =ker(K) @ @ E
p#0

Dabei ist ker(K) = im(P)* = ker(P) endlichdimensional. Fiir u € spec(K) ~ {0} und u € Eu gilt
Ku = pu, d. h. Pu = p~!u. Setze also Ej = E;\ﬂ und Ey = ker(P). Wegen der Elliptizitat von P ist dann
aber E), C T'(E).

Eine Menge A C M sei e~dicht wenn J, 5 Be(x) = M. Fiir € > 0 setze

N(e) = min{|A| : A ist e-dicht}.

Dann existiert eine Konstante C > 0 mit N(e) < Ce ™: Eine Menge A C M heifle ¢-diskret, wenn
Be(x) N Be(y) = 0 fur alle x # y € A. Wegen der Dreiecksungleichung ist dann eine eine beziiglich
Inklusion maximale ¢/2-diskrete Teilmenge bereits e—dicht. Wegen vol(B.(x)) ~ €™ folgt dann die
gewiinschte Schranke N(e) < Ce ™.

Fir u € E, gilt Plu = Abu. Also ist

[llroce < ClRefee + P ullie) < COL+ A fulle.
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Fur u € E(A) schreibe

u = E auy

AlSA

mit |[uxl|rz = 1 und up € Ex. Dann ist also P'u = 5~ a Au, und deshalb

Plulfe = Y laalAPE < A% Y Janl = A% fu..

AlSA AlSA

Wir erhalten eine Schranke |u|/jce < C(1+ A)|[u/|r2. Fiir k€ —n/2 > 1 gibt es eine natiirliche stetige
Einbettung H** < C! und es folgt

[uller < C1+AY ez
Insbesondere gilt dann fiir einen Zusammenhang V auf E, dass

sup [Vu(x)] < C(14+ AY|jur2 (%)
xeEM

fir alle u € E(A). Angenommen es gibe ein ¢ > 0 mit d(A) > N(e)r, wobei r = rk(E). Betrachte fiir
eine e-dichte Menge A = {x1,...,Xn(¢)} die Auswerteabbildung

eva: E(A) — Ey, @D Exy,-

Wegen d(A) > N(e)r ist dann aus Dimensionsgriinden ker(eva ) # 0. Es existiert also ein u € EA mit
[tz = Tund u(x;) = --- =u(xn(e)) = 0. Aus (x) folgt dann

sup [u(x)| < eC(1+AY
XeEM

im Widerspruch zu |[ul|> = 1, falls eC(1 4+ A%)/vol(M) < 1. Also folgt d(A) < N(ea)r fiir

1
C(14 AY/volM)

EAN =
2

Mit N(ep) < Caj\N folgt dann die Existenz einer Konstante C > 0 mit d(A) < CA™ falls k€ —n/2 > 1,

etwa
_ n—+2k—+2

¢
2k

O

KOROLLAR 9.2. Fiir P > 0, d. h. (Pu,u). > 0 fiir alleuw € T'(E), gilt spec(P) C Rx, und es existiert eine
vollstindige Orthonormalbasis u; von L2(E), so dass Puj = Ajuj und 0 < Ay < Ap < ... Es gilt auflerdem

Ay = C-jY
mit y wie in Satz 9.1.
Beweis. Esistj = d(Aj) < C}\;’. O
Sei jetzt k > 0 und P € PDO¥(E) elliptisch mit P > 0. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

atut + Put =0, te (0, OO)
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fiir u, ein zeitabhéngiger glatter Schnitt in E mit der Randbedingung
limuy =u e I'(E)
t—0

fiir gegebenes u. Formal ist hier uy € I'((0,00) x M, t*E) ein Schnitt durch das entlang der Projektion
7t: (0,00) x M — M zuriickgezogene Biindel. Heuristisch ist eine Losung gegeben durch u; = e P,
denn formal ist dann d;u; = —Puy. Unser Ziel wird sein, den Operator et fiir t > 0 als Glattungsope-

rator mit glattem Kern k(x,y) — dem Wirmeleitungskern — zu konstruieren, d. h.
e Puln) = | kuluyluly)dy
M
wobei k € T'((0,00) x M x M, (0, 00) x (T E @ 71} EV)) ein Schnitt durch das entsprechend zuriickgezo-

gene Biindel ist.
Sei u; eine vollstdndige Orthonormalbasis von L? wie in Korollar 9.2. Setze

Ze t}\]u) ® (Luj(y))e

j=1

Yy

fir t > 0. Die Frage ist hier natiirlich, ob diese Reihe iiberhaupt konvergiert.

LEmMMA 9.3. Fiir v > 0 und jedes kompate I C (0, 00) konvergiert die Reihe

Ze ’u) ® (L ’uj(y»E

j=1

Yy

in der C"=Topologie auf 1 x M x M.

Beweis. Sei { € N mit k¢ > n/2 + 1, d.h. es gibt eine stetige Einbettung H*¢ «— C". Elliptische
Regularitat liefert dann
lusller < Cllhuslee + [P uslles) = C(1+ A7)

Nach Korollar 9.2 gilt A; > CjY fiir y = 2k/n(n + 2k 4 2) und es folgt

A _ . _ iy
e t?\]7\j€ < Cle tCyAj < Cle tCsj

und deshalb

D llemMu0 @ Cw))e, ller < Z et <

j=1 j=1
fiir t € I. Wegen d¢e~ "M = —Aje ' liefert ein analoges Argument sogar die Konvergenz der Reihe in
C'(Ix M x M). O]

KOROLLAR 9.4. Fiir festes t ist ki(x,y) glatt auf M x M. Es folgt, dass e " ein Gldttungsoperator ist.

LEMMA 9.5. Fiir u € T(E) setzew; = e *Pu € T(E). Dann gilt
atut + Put =0

fir alle t € (0,00).
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Beweis. Es gilt

dkely) ==Y e NN w00 ® (Luyly))e, = —Pukelxy).
j

Wegen u(x) = [, ke(x,y)u(y) dy folgt die Behauptung. O
BEMERKUNG 9.6. Es gilt sogar lim_o uy = u beziiglich ||_||n: fiir alle s € R.

DEFINITION 9.7. Wir schreiben
tre tP = J trke (x, x)dx
M

furt > 0.

BEMERKUNG 9.8. Es gilt

tr e*tP — E e*t)\j ,
j

denn tr(u;(x) ® (L u(y))e, ) = hy (x)I* und
J huy (%) dx = 1.
M

Sei P € PDO"(E, F) elliptisch mit k > 0. Dann sind P*P € PDO?*(E) und PP* € PDO?**(F) positiv.
Wegen ker(P*P) = ker P und ker(PP*) = ker P* = coker P folgt

ind P = dim ker(P*P) — dim ker(PP*).

SaTz 9.9 (McKean-Singer-Formel). Es gilt

indP =tre PP —tre tPP”
fiir alle t € (0, 00).
Beweis. Es gilt

tre PP —tre """ = dimkerP + E e M — dim coker P — Z et
Aj>0 >0

fiir die Eigenwerte Aj von P*P bzw. p von PP*. Jetzt definiert aber P: Ex — F, einen Isomorphismus
fir A > 0 mit Inversem A~'P*; hier ist E,, der Eigenraum von P*P zum Eigenwert A und F,, der Eigenraum
von PP*. O

BEMERKUNG 9.10. Man erhilt eine Beweisstrategie fiir den Atiyah-Singer—Indexsatz. Namlich kann
man den Limes von tre*""" — tr e7*PP” fiir t — 0 fiir Diracoperatoren P berechnen.
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10 Diracoperatoren

Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper k von ungerader Charakteristik und q: V — k eine quadra-
tische Form. Man erhilt eine symmetrische Bilinearform q(v,w) = 1 (q(v+w) — q(v) — q(w)).

DerintTION 10.1. Die Cliffordalgebra zu (V, q) ist die universelle assoziative k-Algebra C{(V, q) mit 1
zusammen mit einer k-linearen Abbildung v: V — CL(V, q) mit 1(v)? = —q(v), d. h. fiir jede weitere
solche k—-Algebra A gibt es genau einen Homomorphismus ¢: C{(V, q) — A, so dass

VY CV.q)

kommutiert.

BEMERKUNG 10.2.

(i) Aus der Polarisierungsidentitat folgt t(v)i(w) + t(w)i(v) = —2q(v, w).

(if) Die Cliffordalgebra zu (V, q) lasst sich als Quotient der Tensoralgebra T(V) nach der Relation
v ® v+ q(v) = 0 konstruieren. Diese Relation definiert kein homogenes Ideal in T(V), daher
steigt die Z—Graduierung von T(V) nicht auf C{(V, q) ab. Man erhalt aber eine Z/2-Graduierung
auf CL(V, q).

(iii) Fir g =0 gilt CL(V,q) = A®V.

(iv) Ist V ein euklidischer Vektorraum, so schreiben wir auch Ce(V) statt CL(V, ||_||?). In diesem Fall
ist A*V ein Modul iiber C{(V) vermoge

(vn=vAn—v'Ln

firv € Vundn € A*V. Wir erhalten durch o(x) = x- 1 eine Symbolabbildung o: C{(V) — A*V

ProrosiTIO 10.3. Die Symbolabbildung o: CL(V) — A®V ist ein Isomorphismus. Insbesondere ist
dimg CL(V) = 2™
Beweis. Sei{ey,...,en} eine Orthonormalbasis von V. Dann wird C{(V) durch
{uley) -tley )< - <ik,0<k<n}

additiv erzeugt. Es ist also dimg CL(V) < > 1, (E) = 2™. Andererseits gilt o(t(ei,) - - (ei, ) = e, A
---/Nei,.Dadie ej, /\---/\ ey, eine Basis von A*V bilden, ist o ein Isomorphismus und dimg C¢(V) =
2. O
KoroLLAR 10.4. Die Abbildung v: V — CL(V) ist injektiv.

Kororrar 10.5 (Korollar zum Beweis von Propositio 10.3). Ist{ey,..., e} eine Orthonormalbasis von 'V,
so gelten die Relationen €2 = —1 und e;e; + eje; = 0 fiiri # j in der Cliffordalgebra C{(V). Die Menge
{eil-~-ei i <-~~<ik,0<k<n}

k

ist eine Basis von CL(V).

37



BEMERKUNG 10.6. Allgemein ist t: V — C{(V, q) injektiv fiir jede quadratische Form q. Wir werden
im Folgenden V mit imt C C{(V, q) identifizieren.

BEMERKUNG 10.7. Die Abbildung v +—— —v auf V setzt sich zu einem involutiven Automorphismus
o: CUV, q) — CL(V, q) fort, d. h. es gilt o® = id. Also gibt es die Zerlegung

CUV,q) = CL°(V,q) & CL(V, q)

in den Eigenraum C€’(V, q) von « zum Eigenwert +1 und den Eigenraum C¢'(V, q) zum Eigenwert —1.
Weiterhin gilt aufgrund der Multiplikativitat von «

ClH(V,q)-CO(V,q) C ClI(V,q)
fiir i,j € Z/27.

Seien A = A° @ A' und B = B® ® B! Z/2Z~graduierte Algebren. Dann wird A ® B := A ® B mit der
Multiplikation
(a1 @ by) - (a2 @ by) = (—1)™""™la;a, © byb,

mit der Graduierung
(A®B)=A’®B°® A! ® B! (A®B)!' =A"®B'@A' ® B
eine Z/27Z-graduierte Algebra.

Proros1TIO 10.8. SeienV =V, ®V, und q = q1 D s, d. h. q ist von der Form q(v1+Vv2) = q1(v1) +q2(v2).
Dann ist
Cl(V,q) = Cl(V1, q1) ® CL(Va, q2).

Beweis. Betrachte die Abbildung f: V; & V, — C{(V1, q1) ® Cl(V,, q2), die durch f(v; +v2) = v ®
1+ 1 ® v, definiert wird. Es gilt

V2= ®1+13v)(v; ® 1413 vy)
:—q(vl)l ® 1+V1 ®V2*V1 ®V2*q(\)2)1 ®1
=—q(v1) — q(v2) = —q(v)

fir v=v; + v, € V. Also setzt sich f zu einem K-Algebrahomomorphismus
@: CUV,q) — CUV1, q1) ® CUV2, q2)
fort. Eine Umkehrabbildung ist gegeben durch
P: CU(Vy, q1) @ CUVa, qz) — CUV, q), X1 ® Xg — X1 - Xa. O
KoroLLAR 10.9. Es ist dimg C¢(V, q) = 2™ mitn = dimg V.

Beweis. Zerlege (V,q) = (V1,q1) @ -+ & (Vn, qn) mit dimg V; = 1. Nach Propositio 10.8 ist dann
ClV,q) = Cl(V1,q1) ® -+ @ ClVn, qn). Fir eine beliebige quadratische Form Q: K — K gilt
ClK, Q) = K@ K, wenn K & K mit folgender Multiplikation ausgestattet wird:

(a1,b1) - (az,bz) = (a;az — Q(byby), arby + biay) O
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KOROLLAR 10.10. Istvy,..., vy eine Basis von V mit q(vi,v;) = 0 fiiri # j, dann gilt in der Cliffordalgebra
vi = —q(vi) und vivj +vjv; =0 fiiri #j und
{vil~-~vik:i1 < - <ik,0<k<n}
ist eine Basis von C{(V, q).
Wir schreiben C{,, = C¢(R™, ||_||?), Cl;, = C{(R™, —||_||*) und C&, = Ce(C™, }_; z?). Es ergeben sich

folgende Spezialfalle in niedrigen Dimensionen:

‘ n=1 n=2
Cl,, C H
ce; R®R End(R?)

ProrosiTIO 10.11. Es gibt Isomorphismen von R-Algebren:
(i) Clniz =Ct] ®rCl
(ii) CC/,., = Cl, @5 CL}

Beweis. Sei ey, ...,en 2 eine Orthonormalbasis von R™2. Betrachte die Abbildung
f:Rn+2*>C€.;l ®C€2, e1—1®e, ea—1® ey, e —>ei 2 @ eer, 1>3.
Es gilt f(ei)® = 1 ® e? = —1 fiir i < 2 und ebenfalls f(e;)* = e? , ® ejeeje; = —1 fiir i > 3. Die

Abbildung f setzt sich also zu einem Homomorphismus von R-Algebren ¢: Cf, — C{, ® C{, fort.
Man sieht leicht, dass ¢ surjektiv ist und aus Dimensionsgriinden daher ein Isomorphismus.

Fiir den zweiten Teil bemerkt man, dass f: R"*? — C{,, ® C{; mit der gleichen Definition wie oben
wieder einen Homomorphismus von R-Algebren induziert. Ein zum ersten Teil analoges Argument
zeigt, dass es sich bei diesem um einen Isomorphismus handelt. O

Ein reeller Vektorraum mit quadratischer Form (V, q) induziert einen komplexen Vektorraum mit
quadratischer Form (V¢, d¢) mit der Komplexifizierung Ve = V ®g C von V und q¢ (v ® z) = z2%q(v).

Ist A eine R—-Algebra, dann gibt es eine Komplexifizierung A¢c = A ®g C mit der Multiplikation
(a1 ® z1)(a; ® zp) = aja; ® z1z,.

Proros1TIO 10.12. Es ist C¢(Vc, qc) = CU(V, q)¢ als C-Algebren.

Beweis. Betrachte die Abbildung f: Vo — C{(V, q)¢ definiert durch v ® z —— v ® z. Dann ist
flv® 2)?2 =v? ® 22 = —q(v)z? = qc(v ® z). Ein zum Beweis von Propositio 10.11 analoges Argument
liefert den gewiinschten Isomorphismus. O

BEMERKUNG 10.13. Es ist C{,, = (C{,,)c = (CL),)c.
KoroLLAR 10.14. Es gilt Cl,,» = C{,, ®c Cl, = Cl, @ End(C?).

Satz 10.15. Wir haben folgende Klassifikation der komplexen Cliffordalgebren:
(i) Fiirn = 2k ist C,, = End(C?) @ - - - ®¢ End(C?) = End(C?").
(ii) Firn = 2k + 1 ist C, = (C & C) ®c End(C?) @¢ - - - ®¢ End(C?) = End(C*") & End(C2").

DEFINITION 10.16. Sein € N. Fiir n = 2k sei A, = C2° mit der Darstellung ky,: Cl, — End(C2").
Firn=2k+1seiA, = (Czk, diesmal aber mit der Darstellung

kn: Cly, — End(C?") @ End(C%") = End(C2").

In beiden Fillen heifit (An, k) (komplexer) Spinormodul von Ct,,, Elemente in A, heiflen (komplexe)
Spinoren.
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Betrachte nun die reelle Cliffordalgebra Ct,, assoziiert zu R™ mit dem Standardskalarprodukt. Jedes
v € R™ \ {0} liegt dann in C{ mit v=! = —v/||v|.

DEFINITION 10.17. Es sei Pin(n) C CC die von S™! C R™ \ {0} erzeugte Untergruppe. Aulerdem sei
Spin(n) = Pin(n) N CL%, der gerade Anteil von Pin(n).

BEMERKUNG 10.18. Die Gruppen Pin(n) und Spin(n) sind abgeschlossene Untergruppen von C{ und
deswegen Liegruppen.

Sei (3 die Fortsetzung der Identitat R™ — R™ zu einer Antiinvolution f3: C{,, — C{,,, d. h. es gelte
B(xy) = B(y)B(x) und p? = id.

LEMMA 10.19. Fiirv € R™ und x € Pin(n) gilt xvp(x) € R™.
Beweis. Schreibe x € Pin(n) als x = v; - - - v, mit v; € S™~!. Dann gilt
XVB(X) = Vi ViV -+ - vy

Wir konnen also annehmen, dass k = 1. Wihle eine Orthonormalbasis {es,...,ex} von R™ mit e; = x.
Danngiltv =) ; (v,e;) e; und

xvp(x) = e; Z (v,ei) ejer = —(v,eq) e + Z (v,ei) ey € R™

i>1
Mit anderen Worten, fiir x € S™~ ! ist v — xvf(x) die Spiegelung an der Hyperebene x. O

Fir x € Pin(n) sei A(x): R® — R™ definiert durch A(x)(v) = xvp(x). Dafiir gilt dann immer
Ax1x2) (V) = x1x2vB(x2) B (x1) = Alx1)(A(x2)(v)), d.-h. A: Pin(n) — GL,, (R) ist ein Homomorphis-
mus.

BEMERKUNG 10.20. Das Bild im(A) liegt in O(n), denn A(x) = A(vy) - - - A(vy) fir x = vy - - v € Pin(n)

und jedes A(v;) ist eine Spiegelung an der Hyperebene vi-.

Proros1TIO 10.21. Es gilt:
(i) Der Homomorphismus A: Pin(n) — O(n) ist surjektiv.
(i) Das Urbild A=1(SO(n)) ist genau Spin(n).
(iii) Der Kern ker(M) ist genau Z* C Spin(n), man erhdlt also exakte Sequenzen

1—Z/2 —Pin(n) — O(n) — 1
und
1— 7Z/2 — Spin(n) — SO(n) — 1.

(iv) Firm > 2 ist Spin(n) zusammenhdngend.
(v) Firn > 3 ist Spin(n) sogar einfach zusammenhdngend und A: Spin(n) — SO(n) ist die univer-
selle Uberlagerung.

Beweis.
(i) Die Surjektivitat folgt aus der Tatsache, dass Spiegelungen an Hyperebenen die Gruppe O(n)
erzeugen.
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(ii) Betrachte die Involution «: C{, — Cf,,, die —id: R™ — R™" fortsetzt. Dann gilt fiir x =
vi -+ -V € Pin(n), dass
ax) = avy) - - x(vid) = (—1)*x

und deswegen ist genau dann x € Spin(n), wenn k gerade ist. Andererseits gilt detA(x) = (—1)¥,

also ist genau dann A(x) € SO(n), wenn k gerade ist.
(iii) Angenommen, A(x) = 1 € SO(n). Dann gilt xvB(x) = v fir alle v € R™ und x € Spin(n). Mit
x =v;---v und k € 27 folgt
'\}1 .‘.’\)kv\)k...’vl :’\}

fur alle v € R™ und deshalb
VX = XV Vg - v = (— 1) xv = xv

fiir alle v € R™. Das heifit x € C¢%, liegt im Zentrum von C¢,, und im Zentrum von C{),. Aber
Z(Ct,) N Z(CL%) =R - 1 nach Lemma 10.22. Damit folgt x € Z*.

Betrachte den Pfad y: [0, 1] — Spin(n) mity(t) = —cos(t) —sin(t)e;e;. Dannist y(0) = —1 und
v(mt) = 1. Da Spin(n) — SO(n) eine Uberlagerung mit typischer Faser Z* und SO(n) kompakt
ist, folgt daraus, dass Spin(n) zusammenhéngend ist; zumindest wenn y(t) € Spin(n) fir alle
t € [0,7]. Aber y(t) = (cos(t/2)e; + sin(t/2)e;)(cos(t/2)e; — sin(t/2)e;) ist ein Produkt von
Vektoren in S™1,

Wegen 71; SO(n) = Z/2 fir n > 3 und der exakten Sequenz

~

(iv

=

1—Z/2 — Spin(n) — SO(n) — 1

folgt, dass A die universelle Uberlagerung von SO(n) ist. Insbesondere ist dann Spin(n) einfach
zusammenhéngend. Fir n = 2 ist SO(2) = S! und 71; SO(2) = Z. Also ist A eine nichttriviale
zweiblittrige Uberlagerung und Spin(2) = S'. O

LEmMMA 10.22. Es gilt:
(i) Das Zentrum Z(Ct,,) von C{,, ist

Z(Ct,) = R-1 n gerade
R-1®&R-e;---en n ungerade.
(ii) Es ist
Z(Cf?i)z R-1@R-e;---en n gerade
R-1 n ungerade.

Beweis. Jedes x € C{,, ist von der Form

n
X = E E Xip,i €1 7 By -
k=01

<o <iy
Es ist genau dann x € Z(Cly,), wenn yxy ! = x fiir alle y € ClX. Das Inverse von e;, - - - €j, ist genau
(—1)‘}'61-€ --- ¢, und deshalb ist genau dann x € Z(Ct,,), wenn

[4
(—1) €, ... €5,X€j, €5 =X.

1
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Es gilt
4
(—1) €5, - €584, "€, 6, € = :|:€;Ll RN 1

P

Im Fall, dass auf der rechten Seite ein Minus steht, folgt, dass x;,
1= {i,],. ..,ik}:

i, = 0. Genauer gilt fiir { = 2 mit

+1 i,j¢loderi,jel

€igjei, - €y ejei =
' h —1 andernfalls.

Auf diese Weise sieht man, dass x;,,_;, = 0istfir0 <k <n,d.h.x € R-1®&R-e; - - - ;. Man kann leicht
zeigen, dass genau dann e; - - - e, € Z(Cl,,) ist, wenn n ungerade ist. Das Zentrum von C(’,?1 berechnet
sich analog. O

Wir werden nun versuchen, eine Beschreibung der Liealgebra spin(n) zu Spin(n) zu finden. Ist A eine
endlichdimensionale Algebra tiber R mit Eins, so wird A* zu einer Liegruppe mit Liealgebra a* = A,
wobei [a;, a;] = aja; — aza;. Wihle eine Norm ||_|| auf A mit ||xy]|| < |[x|/|/[y]||- Dann ist die Exponenti-
alabbildung exp: A — A durch die Exponentialreihe

exp(a) = Z o
k=0

gegeben.

ProrosiTIO 10.23. Es gilt:
(i) Esistspin(n) = (eiej: 1 <1< j < n) C Cly, mit dem induzierten Kommutator.
(if) Die Exponentialabbildung exp: spin(n) — Spin(n) ist durch die Exponentialreihe gegeben.
(iii) Ist o: Cly: End(V) eine Darstellung der Cliffordalgebra, so ist 0lspin(n): Spin(n) — Aut(V) eine
Darstellung der Spingruppe, deren Differential in 1 € Spin(n) durch

(O_|Spin(n])* = 0—|ﬁpin(n]: 5Pm(n) — El’ld(V)
gegeben ist.

Beweis. Wir zeigen zuerst (eiej: i < j) C spin(n). Betrachte fiir i < j den Pfad y: (—¢,¢) — Spin(n)
mit y(0) = 1 und

Y(t) = cos(t) + sin(t)eje; = —(cos(t/2)e; + sin(t/2)e;)(cos(t/2)e; — sin(t/2)e;) € Spin(n).
Dann gilt
EY( ) o = €i€j.

Aber dim (ejej: i < j) = (7)) = dimso(n) und es folgt (i). Die Aussagen (ii) und (iii) folgen leicht aus
(). O

Betrachte nun fiir n > 2 die zweiblittrige Uberlagerung A: Spin(n) — SO(n) und ihr Differential
At spin(n) — so(n). Eine Basis von so(n) ist durch die Matrizen Ei; = (amn) mit aiz = a;5 = 0,
aji = 1, aj; = —1 und allen restlichen Eintragen 0 gegeben, hier ist immer i < j.

LEMMA 10.24. Es gilt A, (eie;) = 2Ey;.
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Beweis. Betrachte den Pfad y aus dem Beweis von Propositio 10.23. Dann gilt

Mlelen= | MW= g vbedbly(v)
Fiir k # 1, gilt also
A(eiejlex = T - (cos(t) + sin(t)eie;j)ex(cos(t) + sin(t)eie;) =0
Fir k = 1ist
Ai(eiej)ex = at (cos®(t)e; — sin®(t)e; + 2 cos(t) sin(t)eiejei) = 2e;

und fiir k =j gilt analog A, (eiej)ex = —2e;.
Kororrar 10.25. Fiir x € spin(n) und v € R™ gilt A, (x)v = xv —vx € R™.

Beweis. Es ist eiejex — exeie; = 2Ei]‘6k.
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11 Die Spindarstellung

Sei (An, kn) der komplexe Spinormodul,d. h. fiir n = 2k sei k;, der Isomorphimus C{,;, = End¢(Ay)
und fiir ungerade n sei k,, die Komposition des Isomorphismus C{,, — End¢c(A,,)®? auf den ersten
Faktor.

DeriNITION 11.1. Die Darstellung
Knlspin(n): Spin(n) — Autc(Ay,)
heift komplexe Spindarstellung von Spin(n).
BEMERKUNG 11.2. Wegen ky, (—1) = —1 steigt ky, nicht zu einer Darstellung von SO(n) ab.
ProrosiTIO 11.3. Die Darstellung ky, ist treu.

Beweis. Der Fall n gerade ist klar. Sei also n = 2k + 1 ungerade. Dann gilt Ay; = Ay und das
Diagramm
Clyy —— Cloxys

Endc(Azx) —— Endc(Agis1)®?

ist kommutativ wegen der Klassifikation der komplexen Cliffordalgebren. Durch Einschrankung ergibt
sich
Spin(2k) «——— Spin(2k + 1)

sz\[ lKZkﬂ»l

Aute(Agy) T) Autc(Asky1).

Insbesondere gilt H N Spin(2k) = 1 fiir H = ker kai;. Da A: Spin(2k 4+ 1) — SO(2k + 1) surjektiv
ist, ist dann auch A(H) normal in SO(2k + 1) und A(H) N SO(2k) = 1. Sei A € A(H). Dann hat A eine
Achse,d. h. ein v # 0 mit Av = v, und es existiert ein B € SO(2k + 1) mit BAB™! € SO(2k). Aber da
A(H) normal ist, folgt BAB™! € A(H) NSO(2k) und damit BAB™! = 1,d.h. A = 1. Also ist A(H) = 1 und
deshalb H =1 oder H = Z*. Aber —1 € Spin(2k) und es gilt sogar H = 1. O

BEMERKUNG 11.4. Wegen Spin(n) C Ct,, C Ct,, ist A,, gleichzeitig eine Darstellung der Algebra C{,,
und der Gruppe Spin(n).

ProrosiTIO 11.5. Die Operation Cl,, ® rA,, — Ay ist Spin(n)—dquivariant, wobei Spin(n) auf Cly,
durch Konjugation operiert.

Beweis. Fir x € Cl,, und @ € A,] gilt
(gxg™ ") (kn(g)@) = kn(gxg™ ") (kn(g)@) = kn(gx)

und
Kn(g)(x@) = kn(g)kn(x)@ = kn(gx)e. O

BEMERKUNG 11.6. Die Symbolabbildung o: Cf, — A°R™ ist Spin(n)-dquivariant, wenn Spin(n) auf
A®(R™) durch A: Spin(n) — SO(n) operiert.
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DEFINITION 11.7. Es heif3t
(i) w=e;- ey € Cl, reelles Volumenelement.
(i) we =il*V/2e, .. e, € Cl,, komplexes Volumenelement.

BEMERKUNG 11.8.
(i) Esist w? = (_1)n(n+1)/2 _ (_1)[(n+1)/2]'
(ii) Es folgt, dass w? = 1 ist. Ist also n gerade, so ist kn (wc) eine Spin(n)-dquivariante Involution
und liefert eine Zerlegung A,, = A} @ A;, von A,, in Unterdarstellungen.

DerINITION 11.9. Die Unterdarstellungen thk: Spin(2k) — Autc (A3 ) heiflen Halbspindarstellungen.
+

Elemente von A}, heissen positive bzw. negative Halbspinoren.

BEMERKUNG 11.10. Es gilt dimg A7, = 22! und die Cliffordmultiplikation mit Vektoren v € R™ ist
ungerade beziiglich der Zerlegung Az = AJ, @ A5, d.h. das Bild von R? ® A%, — Ay liegt in A},
denn fiir @* € A% und e; € R™ gilt

+ + +
Weei T = —eiwcP> = Fei@~.

ProrosiTIiO 11.11.
(i) Die Halbspindarstellungen Kg:k: Spin(2k) — AutC(Azik) sind beide irreduzibel.
(if) Im ungeraden Fall ist die Spindarstellung Koy 1: Spin(2k + 1) — Autc(Agx41) irreduzibel.

Beweis. Zuerst bemerke man, dass die Endomorphismenalgebra End¢ (V) eines endlichdimensionalen
C-Vektorraums V einfach ist. Der gerade Anteil C¢’, C C{,, ist eine Unteralgebra und die Abbildung
f: R — C€2 ., mit f(v) = ven 1 setzt sich zu einem Isomorphismus @: Cf, — C{’, ; fort: Es gilt

veniiven 1 = —|[v|®
fiir alle v € R™, woraus tiberhaupt die Existenz von ¢ folgt. Weiter gilt

+ei, e k gerade

(e, ey ) =fley,) --fley) =ejeng1 - e eni1 = h
+ei, - -ei,ent1 kungerade

fur iy,...,1k € {1,...,n} und es folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

SeiV C Azik eine nichttriviale Unterdarstellung. Da Spin(2k) multiplikativ die Algebra C¢’, erzeugt, er-
halten wir eine Darstellung ¢ : Cﬂgk —— End¢ (V) von Cﬂgk. Es ist aber Cfgk = Clyx—1 = Endc(Ag_1)?
und dime (Agi 1) = 22%~1. Wegen dimc¢ (V) < 22! muss dann ¢ = 0 sein, im Widerspruch zu @(1) = 1.
Es folgt, dass die Halbspindarstellungen irreduzibel sind.

Im ungeraden Fall erhélt man analog eine Darstellung C€3, . ; — Endc(V) und wegen den Isomor-
phismen C{3,, ; = Clyx = Endc(Azx) wiirde wie oben ¢ = 0 folgen. O

ProrosrITio 11.12. Auf A, existiert ein hermitesches Skalarprodukt (_, ), sodass Cliffordmultiplikation
mit Vektoren v € R™ schiefhermitesch ist, d. h. (vo, ) = — (@, v). Insbesondere ist dann die Darstel-
lung kn: Spin(n) — Autc(A) unitdr beziiglich (_, _).

Beweis. Betrachte die Liealgebra g = R™ & spin(n) C C¢,, mit der iiblichen Lieklammer. Der Isomor-
phismus ¢@: C, — C(’_, mit @(e;) = eien 1 respektiert die Lieklammer und induziert sogar einen
Isomorphismus g — spin(n+ 1), denn es gilt immer ejen ;1 € spin(n) und @(eiej) = eienii1€jenys =
eiej € spin(n+1).
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Sei nun k: g — Endc(V) eine endlichdimensionale Darstellung einer kompakten Liealgebra. Dann
existiert allgemein ein hermitesches Skalarprodukt auf V mit (k(x)v,w) = — (v, k(x)w), denn sei {_, ),
ein beliebiges hermitesches Skalarprodukt auf V und setze

(vow) = L (gv, gw) dg

fiir eine kompakte Liegruppe G mit Liealgebra g. O
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12 Spinstrukturen

Sei Pso(n) ein SO(n)-Hauptfaserbiindel auf einer Mannigfaltigkeit M; zum Beispiel konnte Pgg () das
Rahmenbiindel einer orientierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M sein.

DEeFINITION 12.1. Eine Spinstruktur fiir Pso(y) ist ein Spin(n)-Hauptfaserbiindel Pgin(r) iiber M mit
einer zweifachen Uberlagerung
Az PSpin(n] — PSO(n)

sodass
Pspin(n) X Spin(n) —— Pspin(n) Pspin(n) ——— Pso(n
Ax?\l J/\ und \ /
Pso(n) X SO(M) ——— Pso(n)
kommutieren.
DEFINITION 12.2. Zwei Spinstrukturen (Pspin(n), A) und (P{ Spin(n)’ A’) fir ein gegebenes SO(n)-Hauptfa-

serbiindel Psg(n) heifien dquivalent, falls zwischen ihnen ein Spin(n)-dquivarianter Diffeomorphismus

F: Popin(n) — Pgyin(n) €Xistiert, sodass

/
. 4>
PSpm (m) PSpm (m)

N

Pson)

kommutiert.

BEMERKUNG 12.3. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) ist genau dann orientierbar, wenn sich die
Strukturgruppe von TM von O(n) auf SO(n) reduzieren lasst. Das ist genau dann der Fall, wenn die
erste Stiefel-Whitney-Klasse w;(M) € H!(M,Z/2) verschwindet. Orientierungen entsprechen dann
Schnitten durch das Faserbiindel Or(M) = Pg ) Xo(m) O(n)/SO(M) = Po(n)/SO(n).

DEerFINITION 12.4. Eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit heifit Spinmannigfaltigkeit, falls das
Rahmenbiindel Psp(y) eine Spinstruktur besitzt.

BEMERKUNG 12.5. Man kann zeigen, dass eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) genau
dann eine Spinmannigfaltigkeit ist, wenn die zweite Stiefel-Whitney-Klasse w,(M) € H%(M, Z/2) ver-
schwindet. Aulerdem entsprechen Spinstrukturen fiir Pso () genau Elementen in H'(M, Z/2).

DEFINITION 12.6. Sei (M, g) eine Spinmannigfaltigkeit und sei A: Pspin(n) — Pso(n) die Spinstruktur
von M. Dann heif3t das assoziierte Vektorbiindel

S = Pspin(n) X (spin(n),kn) Bn
(komplexes) Spinorbiindel auf M.

BEMERKUNG 12.7. Das Spinorbiindel S tragt eine Cliffordmodulstruktur

Ct{M)®S—S,
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wobei C{(M) = Pspin(n) Xspin(n) Cln das Cliffordbiindel auf M ist.
Auflerdem trégt S eine hermitesche Metrik h, sodass Cliffordmultiplikation mit v € TM schiefhermi-
tesch ist, d. h. es gilt
h(ve, ) = —h(e,v)
firve T,Mund @, € S,,.

ProrosITIO 12.8. Sei w € Q(P, g) ein Zusammenhang auf einem G-Hauptfaserbiindel mit Kriimmung
Q e O, (P,g). Dann gilt
(i) die Strukturgleichung Q = dw + %[w A w], wobei [- /\ -] das von der Lieklammer von g induzierte
Dachprodukt bezeichne.
(ii) die Bianchiidentitdt Dw = 0, wobei D das kovariante dufere Differential bezeichne.
(iii) fiir jede Darstellung (V, p) von G und jedesn € QF (P, V) die Gleichung D*n = p..(Q) An =F'An
mit der Kriimmungsform FY von F =P x (g ) V.

LEMMA 12.9. Seien Q, p wie in Propositio 12.8 undn € QF (P, V). Dann gilt Dn = dn + p.(Q) An.

bas

Beweis. Uberpriife die Aussage auf horizontalen und vertikalen Vektoren. Seien also zuerst vy, ..., vy ho-
rizontal. Dann ist (Dn) (v, ...,Vk) = (dn)(ve, ..., Vi) und (p. (w)/An)(vg,...,vi) = 0, weil p,(w)(vi) = 0.
Sind dagegen mindestens zwei v; vertikal, dann ist (Dn)(vo,...,vx) = 0, da Dn € QE;I(P,V). Aufler-
dem ist dann (p.(w) A1) (vo,...,vi) = 0, weil n € QF (P, V). Es bleibt zu zeigen, dass (dn) (v, ..., Vi)
verschwindet. Setze dafiir die vertikalen Vektoren v;,,vi, auf fundamentale Vektorfelder X;,, X;, fort,

und alle anderen v; beliebig auf Vektorfelder X;. Dann gilt

13
dn(Xo,... X)) = D (=) XXy, Xi o Xa) + Y (=D IN(X X5, X, XG0, Xa) =0,
i=0 i<j
da [Xi,, Xi,] vertikal ist.
Sei nun genau ein v; vertikal und alle anderen horizontal. Ohne Einschréankung sei dies vy. Wie oben
setze vo auf das fundamentale Vektorfeld X, = X,, und vy,..., v auf Vektorfelder X; fort. Dann ist
(Dn)(vg,...,vi) = 0und

(pxw An(vo,..., Vi) = paw(voIn(vi,..., Vi) = px(Po)n (Vi -, V).

Nach Cartans Formel ist
k

(dn) (v, vic) = Xp O, XE) 4 30Xy, XEL X, XET, ., XT) =
i=1
d hor hor
=1 (X7 (p exp(tpo)), ..., Xy (pexp(tpo))) =
t=0
d or or
= a n(dRexp(tpg)X}ll (p)wn’dkexp(tpo)x}i (P)) =
t=0
*g R (v Vi) = — (exp(—tpo)In(v Vi) =
_d‘t o exp(tp[))n 15+++5Vk _dt t:()p P Po)MV1s..., V) =
= —p«(Pon(vi, ..., vi). O

Beweis von Propositio 12.8(iii). Man berechnet

D?*n =D(Dn) = D(dn + p.(w) An) = d®n + d(p.(w) An) + ps(w) Adn + pi(w) A p,(w) An =
=dp.(w) A1 — ps(w) Adn = (pu(dw) + pa(w) A ps(w)) Am.
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Weiterhin gilt

Px (W) A pu(w) (v, W) = pu(w) (V) ps (W) (W) — pul(w)(W)ps (W) (V) =
= [px(W)(V), px (W) (W] = pulw(v), w(W)lg =

= oo Awlw) O

Sei jetzt (M™, g) eine Riemannsche Spinmannigfaltigkeit und A: Pgyinn) — Pso(n) eine Spinstruk-
tur. Dann haben wir

(i)

(iii)

durch den Levi-Civita-Zusammenhang auf TM einen Zusammenhang auf Psq (), reprasentiert
durch w € Q!(Pso(n),s50(1)).

Dieser lasst sich geometrisch wie folgt beschreiben: Sei y: [0,1] — M eine Kurve mit y(0) =
x. Der Paralleltransport T, (¢): kM — T, )M bildet v auf X, () ab, wobei X das eindeutige
Vektorfeld entlang y mit X(0) =v und VX = 0 ist. Daraus erhalten wir einen Paralleltransport

in Pso(n) wie folgt: Sei ey, ..., en eine positiv orientierte Orthonormalbasis in x, und y: [0,1] —
Pso(n) definiert durch y(t) = (Ty(t)€1,..., Ty(t)en). Ist dann v = y’(0), dann definiere yhor —
Y'(0).

Fiir eine lokale Betrachtung sei U C M offen und o: U — Psp(n)lu ein lokaler Schnitt. Fiir
einen Zusammenhang w € Q!(Pso(n),50(n)) betrachte o*w = ij wijEy € QYU s0(n))
fur wy; € Q(U) und die Basis Eyj = (8011 — dikdji)x1 von so(n). Genauso zerlegt sich die
Krimmung Q zu 0*Q =} ; ; QijEyj € Q?%(U,s0(n)) mit Q;; € QM(U).

Nach Lemma 12.9 ist wi; = g(V ey, e;), was die Christoffel-Symbole sind. Nach Propositio 12.8
ist Q35(X,Y) = g(R(X, Y)ei, ;) = 3 D1, Rijxre® A e' mit dem Riemannschen Kriimmungstensor
R € Q%(M, s0(TM)).

Es existiert genau ein @ € Q' (Pgpin(n),spin(n)) so dass

n
[N
Tpso(n) - 50(1’1)

Sei S = Pspin(n) X (spin(n).cn) An mit der Spindarstellung k,,: Spin(n) — Autc A,,. Dann indu-
ziert @ eine aufiere kovariante Ableitung

D: Q¥(M,S) = QEaS(PSpin(n]sAn) — Qk+1(PSpin(n)aAn) =01 (M,S)

bas

Wir definieren den spinoriellen Levi-Civita—Zusammenhang durch

V =Dlosms)=r(m,s)-

Lokal sei 6: U — Pgpin(n)lu ein Lift von 0: U — Pso(n)lu. Dannist 6*@® = 1 Y
Vermoge 0 ist ¢ € I'(M, S) identifiziert mit ¢ € C®(U, A,,) und es gilt

i<j Wijei - €.

N 1
Q'USIu) > Vo =do+ 5 ) wiei-ej- @ € QU A,
i<j

wobei e; die Standardbasis von R™ ist. Analog erhalt man fiir die Krimmung

(FQ)(X.Y) = % 3 9RO, V)ew, ¢5)es - e;.

i<j
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Also gibt es die Korrespondenz

F(WSlu) > RX,Y)e Zg (X,Y)ei ej)ei €5 - @ € C°(U,Ay).

1<]

LEmMMA 12.10. Es gilt fiir alle Vektorfelder X,Y € T'(TM) und Spinorfelder ¢, € I'(S):

1) X{@, ) = (Vxo, ) + (@, Vx).
(i) Wx(Yo)=WY @ +Y- Yo.

Beweis. Die erste Eigenschaft folgt aus der Unitaritdt der Spindarstellung ky: Spin(n) — Autc Ay,.
Jedes Spinorfeld ¢ € T'(S) lasst sich mit einer Spin(n)-aquivarianten Abbildung ¢ : Pgpinm) — An
identifizeren und dann gilt

Xhor (£9, 0 = (Xhorg@ ¥ 4 (£, Xhorf)

was entlang unserer Identifizierung (i) entspricht. Die zweite Eigenschaft folgt aus der Spin(n)-Aquiva-
rianz der Cliffordmultiplikation R™ ® A, — A, und aus der Identifizierung TM = Psyin(n) Xspin(n) R™
entlang der Uberlagerung Spin(n) — SO(n). O
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13 Diracbiindel

Sei (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit zusammen mit einem komplexen Vektorbiin-
del t: E — M, das mit einer hermiteschen Metrik h und einem unitdren Zusammenhang V ausgestat-
tet sei. AuBBerdem sei eine Cliffordmodulstruktur c: C{(M) ® E — E auf E gegeben.

DEeFINITION 13.1. Das Biindel E heif3t Diracbiindel, falls
(i) die Cliffordmultiplikation schiefsymmetrisch ist:

h(X-o,7) = —h(0, X 1).
(i) die Cliffordmultiplikation parallel ist:
Vx(Y-0)=WY-0+Y- Vxo.

BEMERKUNG 13.2. Aus (i) folgt h(X - 0, X T) = —h(0, X - X-T) = || X||>h(0, 7). Also ist die Cliffordmulti-
plikation mit Einheitsvektorfeldern unitér. Aus (ii) folgt auch

Vx(no) = Vxo+n- Vxo
fur alle Schnitte € T(C¢(M)).

BEMERKUNG 13.3.
(i) Ist (M, g) eine Spinmannigfaltigkeit, so ist das Spinorbiindel S ein Diracbiindel.
(ii) Die Komplexifizierung ATYM ® C des Formenbiindels auf M ist ein Diracbiindel; die Clifford-
multiplikation lautet
c(Xm = e(X" ) +L(Xn.

DEFINITION 13.4. Sei E ein Diracbiindel auf (M, g). Dann heifit
#
D: T(E) L5 MTYM © E) =5 I(TM @ E) = T'(E)
assoziierter Diracoperator auf E.

BEMERKUNG 13.5. Ist ey, ..., e, eine lokale Orthonormalbasis, so gilt
Do = Zei Ve, 0.
i

Damit folgt

D(fo) = ) _ei- Ve, (fo) = (Vf)-o+f Do

fir f € C*(M).

LEMMA 13.6. Der Diracoperator D € PDO'(E) ist elliptisch mit Hauptsymbol
ox(D)E =1&% . By, — E,.

Beweis. Esist ad(f)D = —Vf - _. Fiir & # 0 folgt dann, dass
(0(D)&)* = —&F - &F = ||¢|*

invertierbar ist, d. h. dass D elliptisch ist. O
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LEmMMA 13.7. Der Diracoperator D ist formal selbstadjungiert.

Beweis. Es gilt
h(Do, 1) Zh Ve, 0,€ei-T) =eih(o,e;-T) —h(o, Ve, (ei-T)) =

= dlv( (o,(_) 1))+ h(o,D1).

Aus dem Divergenzsatz folgt dann

J h(Do, 1) dvol:J h(o, Dt)dvol. ]
M M

KoroirLAR 13.8. Der Index ind(D) von D ist 0.

BEMERKUNG 13.9.
(i) Fur das Spinorbiindel E = S ist der Diracoperator D genau der Atiyah—Singer—Operator.
(ii) Fir E = ATYM ist D = d + d* der Hodge—Dirac—Operator.

DEFINITION 13.10. Das Diracbiindel E ist Z/2—graduiert: Es gibt die Zerlegung E = ET&E™ in parallelen
und orthogonalen Anteil und die Cliffordmultiplikation mit Vektoren ist per definitionem ungerade.

BEMERKUNG 13.11. Entlang dieser Z/2-Graduierung gilt

D= (DO+ D(;) CTED) @T(E) — T(EF) @& T(E);

also ist der Diracoperator ungerade und es folgt (D*)* = D~ und ind(D*) = —ind(D ™). Aulerdem ist
ind(D") = dimker(D™") — dimker(D ™), gewissermaflen die Superdimension des Kerns von D.

Fiir gerade Dimension n = dim(M) ist E kanonisch durch das Volumenelement w¢ graduiert; es ist
ET der Eigenraum von c¢(wc) zu +1 und E~ der Eigenraum zu —1.

ProprosITIO 13.12 (Weitzenbéckformel). Es gilt D? = V*V + c(FV).

Beweis. Man berechnet in einem synchronen Rahmen

G—Zel- (&jVe;0) = Zei-ej-ve.lvei(r
i
= vaeio+Zeie,-(veive]. —Ve,Ve,)o =
i i<
= (V*V)o +c(FV)-o. O

Im Fall E = S lIisst sich zeigen, dass c(FY) = i scal ist und aus der Weitzenbockformel folgt dann

Dis =V* V—i—fscal

Als Anwendung ergibt sich, dass auf einer kompakten Spinmannigfaltigkeit mit echt positiver Skalar-
krimmung immer der Kern ker D 55 des Atiyah-Singer—Operators verschwindet, denn fiir ¢ € ker D g
gilt

1
0:J (Dis®, @) dvol:J Vol + fJ scal-||||* dvol.
M M 4Jm
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14 Ausblick zu Indexsatzen

Wir besprechen zuerst einen differentialgeometrischen Zugang zur Theorie der charakteristischen Klas-
sen, ndmlich die Chern—-Weil Theorie. Sei t: P — M ein G-Hauptfaserbiindel mit einem Zusammen-
hang w € Q!(P;g). Man erhilt die Krimmungsform Q € Q2 (P;g) = Q*(M,P Xxaq g). Sei Clg"]
der Ring der komplexen Polynomfunktionen auf g, d. h. ClgV] = Symg, gY. Ein f € ClgV] heifle Ad-
invariant, wenn f(Ad(g)a) = f(a) fiir alle g € G und a € g. Schreibe C[g¥]€ fiir den Ring der Ad-
invarianten Polynomfunktionen.

Sei jetzt f € C[g"¥]¢. Dann ist f(Q) wohldefiniert: Schreibt man die Krimmung Q = Y, Q; ® a;
und die Funktion f = 3~ ,_, f1(a,/)" beziiglich einer Basis a,..., a, von g, ist

fQ) =) 10" € O (P;C) = O (M;C).
[Tl=k

SaTz 14.1 (Chern-Weil Theorie). Mit den Notationen von oben gilt:

(i) Esgiltd(f(Q))=0.

(ii) Die Kohomologieklasse f(P) = [f(Q)] € H3x(M;C) hdngt nicht vom Zusammenhang w ab.
Man erhdlt einen Ringhomomorphismus ClgY]¢ — Hﬁi(M;(C), den Chern-Weil Homomorphismus.
Da die de Rham—Kohomologie in Graden oberhalb der Dimension von M verschwindet, dehnt sich dieser
Homomorphismus sogar zu einem Homomorphismus C[g"']¢ — H2%(M;C) aus.

BEISPIEL 14.2.
(i) Sei G = GL,(C) D U(r). Zugehorige Hauptfaserbiindel sind dann genau komplexe Vektorbiindel.

Definiere
c(a) = det(id —a/2mi) = 1+ cy(a) + ca(a) +--- +c.(a) € C[g¥] €.
Dann ist ¢(P) € H3(M;R) C H2%(M;C) die totale Chernklasse des komplexen Vektorbiindels

P— M.
(ii) Die charakteristische Klasse zu

ch(a) = trexp(—a/2ni) € C[g"]®

ist der Cherncharakter.
(iii) Die Klasse zu
p(a) = det(id—a/2m) € R[g"]€ c C[g"]°¢

ist die totale Pontryaginklasse p(P) € H**(M;R).

(iv) Fiir G = SO(r) mitr € 2Z gibt es das Pfaffsche Polynom Pf € R[so(r)V]5°(") mit (Pf(a))? = det(a).
Die zugehorige Klasse ist die Eulerklasse e(P).

(v) Sei f(z) holomorph um z = 0 und M¢(a) = detf(—a/2ni) € C[gV]€. Die zugehérige Klasse
¢(P) € H?*(M;C) heilit Chern f-Geschlecht. Im reellen Fall sei f(z) der Zweig von +/g(z?) mit
f(0) = 1 fur eine um z = 0 holomorphe Funktion g(z) mit g(0) = 1. Das zugehorige Geschlect
heif}t dann Pontryagin g—Geschlecht.

(vi) Das komplexe Geschlecht zu f(z) = z/(exp(z) — 1) heifit Toddgeschlecht Td(P). Das Pontryagin-

geschlecht zu
v
9=) = Gh(vz/2)

53



heilt A-Geschlecht A(P); das Pontryagingeschlecht zu

NG

g(z) = m

heifit L-Geschlecht L(P).

Sei jetzt (M, g) eine orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit und 7t: E¥ — M eine Diracbiindel
mit Diracoperator D.

Satz 14.3 (Atiyah-Singer fiir Diracoperatoren). Es gilt

ind(D*) = <7\(TM) Uchg»(E/S), [M]> - JM A(TM) A chy 5 (E/S),

wobei chy/,(E/S) der relative (Super—)Cherncharakter ist. Fiir dessen Definition geht man zum lokalen
Fall iiber: fiir eine Spinmannigfaltigkeit M und E* = ST @ W* mit dem komplexen Spinorbiindel S* ist

chy5(E/S) = ch(W*) — ch(W™).

BEeispiEL 14.4.

(i)

(iii)

Sei (M, g) eine Spinmannigfaltigkeit und E* = S* das komplexe Spinorbiindel mit dem Atiyah-
Singer—Diracoperator D. Der Indexsatz liefert dann

ind(D, ) = <7\(TM), [M]> A

Insbesondere folgt aus </?\(TM), [M}> # 0 auf einer Spinmannigfaltigkeit, dass es auf M keine

Metrik mit positiver Skalarkrimmung geben kann.

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und E = ATYM ® C. Dann ist der zugehérige
Diracoperator D = d + d*. Wahlt man auf E die tibliche Graduierung von Differentialformen,
erhilt man den Satz von Gauss—Bonnet—Chern:

x(M) = ind(D*) = (e(TM), [M]) = JM PE(R).

Wihlt man auf E die Graduierung durch die Operation des Volumenelements wc, das auf dem
Formenbiindel ATYM & C durch i™*P P~y auf p-Formen operatiert. Fiir dim(M) € 47Z, etwa
dim(M) = 2m, hat man dann die Schnittform

H™(M;R) @ H™ (M; R) -2 H2™ (M R) =2 R

eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform. Ihre Signatur ist die Signatur sign(M) von M.
Der Index von d + d* beziiglich dieser Graduierung ist dann genau sign(M). Der Indexsatz liefert
dann den Signatursatz von Hirzebruch

sign(M) = ind(D4) = (L(TM), [M]) .

Eine komplexe Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, ], g) heifit Kdhler, wenn V] = 0. Man erhalt
dann eine Zerlegung A*TYM ® C = AP9TYM. Sei E = @, A®9TVM mit dem Dolbeaultopera-
tor 0. Es stellt sich heraus, dass E ein Cliffordmodul durch

(V@) m = V2(() An+v*Ln)
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wird; tatsachlich wird E so sogar zu einem Diracbiindel. Man kann zeigen, dass fiir eine Kéh-
lermannigfaltigkeit (M, ], g) der Diracoperator auf E durch D = v/2(d + 0 ) gegeben ist. Sei
zusitzlich ein holomorphes Biindel W mit einer hermiteschen Metrik und einem unitiren Zusam-

menhang gegeben. Man erhélt aus dem Indexsatz beziiglich der tiblichen Graduierung den Satz
von Hirzebruch-Riemann-Roch

> (~1)9 dimg H*9(W) = ind(D ") = (Td(TM"®) U ch(W), [M]).
q
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