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0 Einfithrung

Wir werden uns in dieser Vorlesung mit Funktionen f: C — C oder allgemeiner
f: U — C fir eine offene Teilmenge U C C beschéaftigen. Es wird fast alles wie in
der reellen Analysis funktionieren, bis auf die Annahme, dass f komplex differenzierbar
sein wird. Diese Annahme wird viele neue Eigenschaften bewirken. Grob gesagt wird
eine Funktion f in z € C komplex differenzierbar heiflien, wenn der Limes

o FE ) = ()

h—0 h

existiert, wobei h die komplexe Ebene C durchlduft. Dieser Differenzierbarkeitsbegriff ist
sehr viel restriktiver als der der Differenzierbarkeit im Sinne der reellen Analysis, sowohl
der partiellen Differenzierbarkeit als auch der totalen Differenzierbarkeit einer Funktion
f: R? — R2. Der Unterschied zur totalen Differenzierbarkeit liegt darin begriindet, dass
der reell-analytische Begriff die Approximation von f durch eine R-lineare Abbildung,
der komplex-analytische die Approximation von f durch eine C-linear Abbildung erreicht.
Es gibt viele Funktionen, die diese restriktivere Bedingung erfiillen, zum Beispiel sind
sin(z), cos(z), exp(z), Polynome und Potenzreihenfunktionen komplex differenzierbar.

Komplex differenzierbare Funktionen haben viele Eigenschaften, die aus der reellen
Analysis nicht bekannt sind. Zum Beispiel ist eine Funktion f: U — C auf einer offe-
nen Teilmenge U C C genau dann komplex differenzierbar, wenn sie beliebig oft komplex
differenzierbar ist. Jede solche Funktion ist analytisch, d.h. ihre Taylorreihe konvergiert
lokal gegen f. Kurvenintegrale von komplex differenzierbaren Funktionen entlang ge-
schlossener Kurven auf “schénen” Mengen sind immer 0. Neben diesen gibt es noch viele
weitere Eigenschaften, die komplex differenzierbare Funktionen besitzen.

1 Komplexe Zahlen

1.1 C als algebraischer Abschluss von R

Die komplexen Zahlen C wurden zuerst definiert um eine “interessante” Zahlmenge zu
finden, in der Gleichungen wie z? + 1 = 0 lésbar sind.

Definition 1. Sei K eine Menge und -,+: K x K — K Verkniipfungen. Dann heif3t
(K, +, ) ein Korper, falls
(i) (K,+) eine kommutative Gruppe ist, d.h. + ist assoziativ, es existiert ein neutrales
Element 0 fiir 4+ und es existieren inverse Elemente.
(ii) (K~ {0},-) eine kommutative Gruppe ist.
(iii) ein Distributivgesetz a - (b+¢) =a-b+a- c gilt.

Der Beweis des folgenden Satzes ist Routine.
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Abbildung 1: C als zweidimensionale reelle Ebene

Satz 2. Die Menge R x R aller Paare reeller Zahlen bildet zusammen mit der Addition
(x,y) + (u,v) = (x +u,y +v)
und der Multiplikation
(,y) - (u,v) = (xu — yv, zv + yu)
einen Kérper C, den wir die komplexen Zahlen nennen.

Wir setzen i = (0,1) und = = (z,0) fiir € R. Dann erhalten wir, dass sich jedes z =
(7,y) € C schreiben lisst als z = z+1y. Es gilt i> = —1 und (z,y)(u,v) = (v +iy)(u+iv)
und die etwas aus der Luft gegriffen anmutende Definition der Multiplikation in C wird
durch das Distributivgesetz zusammen mit der Forderung i2 = —1 forciert. Insbesondere
sind in C die Zahlen +i Losungen der Gleichung x? + 1 = 0, d.h. 4 ldsst sich als v/—1
interpretieren. Fiir alle z = x 4+ iy € C mit x,y € R nennen wir z = Re(z) den Realteil
von z, y = Im(z) den Imagindrteil von z und i die imagindre Einheit. Der Korper C
tragt auch geometrische Struktur.

Definition 3. Sei z = x + iy € C mit z,y € R. Wir definieren
(i) das komplex Konjugierte Z = x — iy von z.
(ii) den Betrag |z| = v/2Z von z.

Bemerkung 4.

(i) Anschaulich kann man C als zweidimensionale reelle Ebene interpretieren. Eine
komplexe Zahl entspricht einem Punkt der Ebene, komplexe Konjugation ist die
Spiegelung an der x-Achse und der Betrag eine komplexen Zahl ist ihr Abstand
zum Ursprung, siehe auch Abbildung 1.

(ii) Man verifiziert leicht, dass z = z, 21 + 22 = z1 + %3, Z122 = Z122, 2Re(2) = 2+ 2
und 2¢Im(z) =z — Z.



(iii) Es gilt 2z = (v +iy)(x —iy) = 22 +y? > 0 fiir 2 = v +iy € C. Damit ist |z|gr = |z|c

fir x € R.
(iv) Fir alle z, 21,29 € C gilt |z| > 0, |z| = 0 nur fir z = 0, |z122| = |21||22| und die
Dreiecksungleichung |z; + 22| < |z1| + |22|. Deshalb definiert |—| eine Norm auf

dem R-Vektorraum C.

1.2 R-lineare und C-lineare Abbildungen

Der komplexen Zahlen C bilden sowohl einen eindimensionalen C-Vektorraum als auch
einen zweidimensionalen R-Vektorraum. Wir unterscheiden zwischen R-linearen und C-
linearen Abbildungen. Ist eine Abbildung 7': C — C komplex linear, so ist T'(z) = zT'(1)
und in der Tat ist jedes solche T" von der Form T'(z) = Az fiir ein A € C. Natiirlich ist jede
C-lineare Abbildung auch R-linear. Die Umkehrung gilt nicht. Zum Beispiel ist T'(z) =z
reell linear aber nicht komplex linear.

Lemma 5.
(i) Eine Abbildung T: C — C ist genau dann R-linear, wenn gilt, dass T(z) =
T(1)z+T(i)y = A\z+pz fir alle z = x+iy € C mit x,y € R, wobei 2\ = T'(1)—iT(4)
und 2ip = T(1) + 41T (7).
(ii) Eine R-lineare Abbildung T': C — C ist genau dann C-linear, wenn T'(i) = iT(1).

Wir kénnen C durch x + iy — (z,y) mit R? identifizieren. Jede R-lineare Abbildung
R? — R? lisst sich durch eine reelle Matrix A € R?*? darstellen. Sei T: C — C eine

R-lineare Abbildung und
~[a b\ [z

Dann gilt T(1) = a + ic und T'(i) = b + ¢d. Damit erhalten wir eine Charakterisierung
reeller Matrizen, die C-lineare Abbildungen C — C induzieren.

Satz 6. Die von der Matriz A = (2%) € R**? induzierte Abbildung T: C — C ist

genau dann C-linear, wenn ¢ = —b und a = d, d.h. A ist von der Form (¢ ~¢).

1.3 Konvergenz in C

Wir haben gesehen, dass die Abbildung |—| mit |z|> = 2Z eine Norm auf C ist. Damit
erhalten wir einen Konvergenzbegriff fiir komplexe Zahlen.

Definition 7. Ein Folge komplexer Zahlen (¢,)nen C C konvergiert gegen ¢ € C, falls
|en, — ¢| = 0 fiir n — oo im Sinne der reellen Analysis. Wir schreiben

lim ¢, = c.
n—oo

Eine Folge (¢p)n C C heiit Cauchyfolge, falls |cp, — ¢p| — 0 fiir n,m — oo im Sinne der
reellen Analysis.



Mit Hilfe der Ungleichungen

max{| Re(z)], | Im(2)[} < 2| (1)
2| = [Re(z) +iIm(2)| < [Re(z)[ + [Im(z)] (2)

fiir alle z € C erhélt man eine Charakterisierung der Konvergenz von Folgen in C durch
die Konvergenz der entsprechenden Folgen von Real- und Imaginérteil.

Satz 8. Sei (¢y), C C eine Folge.
(i) Die Folge (cn)n ist genau dann konvergent, wenn die Folgen (Re(cn))n C R und
(Im(cp))n C R konvergent sind. Im Falle der Konvergenz gilt
lim ¢, = lim Re(z) 4+ lim Im(z).
n—oo n—oo n—oo
(ii) Die Folge (cpn)n C C ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn (Re(c,))n C R und
(Im(cp))n C R Cauchyfolgen sind.
(iii) Insbesondere ist der normierte Raum (C,|—|) vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge
aus C ist konvergent.

Beweis. Schreibe Re(c,) = a, und Im(c,) = by,. Sei ¢, — ¢ fiir n — oo und ¢ = a + b
mit a,b € R. Aus (1) folgt

|en — | = |Re(en — ¢)| = lan —al,  |en — | = [Im(cy — )| = |bn — ],

also a, — a und b, — b. Den Rest des Satzes beweist man analog. O

1.4 Topologie in C

Definition 9.
(i) Eine Teilmenge U C C heifit offen, falls fiir jedes z € U ein € > 0 existiert, so dass
Us(z)={weC: |z—w|<e}CU.

(ii) Eine Menge A C C heifit abgeschlossen, falls C ~\. A offen ist.

(iii) Eine Menge B C C heifit beschrinkt, falls ein p > 0 existiert mit B C U,(0).

(iv) Eine Menge K C C heifit kompakt, falls sie beschrankt und abgeschlossen ist. Ein
bekanntes Resultat von Heine-Borel zeigt die Aquivalenz dieser Definition zum
allgemeinen topologischen Begriff der Kompaktheit: Jede offene Uberdeckung von
K besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.

(v) Sei M C C beliebig. Dann heift

M° = | J{U € M: U ist offen}
das Innere von M. Die Menge
M = ﬂ{A D M: A ist abgeschlossen}

heifit der Abschluss oder die abgeschlossenen Hiille von M. Die Menge OM =
M ~. M° heifit Rand von M.



Satz 10.
(i) Fine Menge A C C ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder in C
konvergenten Folge aus A ebenfalls in A liegt.
(ii) Eine Menge K C C ist genau dann kompakt, wenn jede Folge aus K eine konver-
gente Teilfolge besitzt.

1.5 Stetige Funktionen

Definition 11. Eine Funktion f: D C C — C heifit stetig in zy € C, falls flr alle
Folgen (zy,), C D aus z, — 2o folgt, dass f(z,) = f(20). Die Funktion f heifit stetig auf
D, wenn f in jedem Punkt 2y € D stetig ist.

Bemerkung 12.
(i) Addition, Produkt sowie Komposition stetiger Funktionen ist wieder stetig. Sind
f,g: D C C— C soist f/g stetig auf D ~ g—1(0).
(ii) Eine Funktion f: D C C — C ist genau dann stetig, wenn Re(f) und Im(f)
stetig sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn f stetig ist.
(iii) Alle Polynomfunktionen sind stetig.

Definition 13. Sei f: D C C — C und w € C ein Haufungspunkt von D, d.h. es
existiert eine Folge (wy,), C D mit w, — w. Wir schreiben

lim f(z) =c,

zZ—=w

falls fiir alle Folgen (wy, ), C D~ {w} mit w, — w gilt, dass f(wy,) — ¢. Wir schreiben

lim f(2) =¢,

falls D unbeschrénkt ist und fur alle Folgen (w,), C D mit |w,| — oo gilt, dass
fwy) — c.

Definition 14. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen f,: D € C — C und sei
F.:DcC—C.

(i) Wir sagen f, — f punktweise, wenn fiir alle € D gilt, dass f,(x) — f(z).

(ii) Wir sagen f,, — f gleichméfig auf D, wenn || f, — f|lcc = 0, wobei

l9]loc = sup |g(z)]
xeD

fiir g: D — C die Supremumsnorm von g sei.

Bemerkung 15. Ist (f,), eine Folge stetiger Funktionen f,,: D C C — C. Gilt f,, — f
gleichméafig auf D, so ist auch f stetig auf D.



Definition 16. Eine Menge D C C heifit wegzusammenhdngend oder wegweise zusam-
menhdngend, falls fiir alle z,y € D eine stetige Abbildung ~v: [0,1] — D existiert mit

7(0) =z und v(1) = y.

Definition 17. Ein Gebiet G C C ist eine offene und wegweise zusammenhidngende
Menge.

1.6 Potenzreihen

Es sei (ap)n C C eine Folge. Existiert der Limes

so setzen wir

Wir sagen, dass die Reihe Y a, konvergiert. Ist Y a, konvergent, so ist (a,), C C
eine Nullfolge. Die Reihe Y a, konvergiert absolut, falls > |a,| konvergiert. Absolute
Konvergenz einer Reihe impliziert Konvergenz. Analoge Definitionen gelten fiir Reihen
von Funktionen g,: D — C.

Satz 18. Sei (M), C Rsg, so dass > M, konvergiert. Seien g,: D — C so, dass
lgnlloc < M, fiir fast alle n € N. Dann konvergiert die Reihe Y g, absolut und gleich-

majsig auf D.

Beweis. Es gibt ein N > 0 mit ||gn|lcc < My,. Dann ist

K N-1 K N-1 o]
Z lgn(2)] < Z |gn(2)] + Z M, < Z gn(2)] + Z My,
n=0 n=0 n=N n=0 n=N

fir jedes K € N, d.h. die Folge der Partialsummen von (|gy,(2)|), ist beschrankt und
natiirlich monoton. Also konvergiert Y g,(z) absolut fir jedes z € D. Wir schreiben
> gy fiir den punktweisen Grenzwert der Funktionenreihe.

Fir K > N gilt

00 K oo -
>0 =D )] < Y o)< > My
n=0 n=0 n=K+1 ne=K-+1

fur alle z € D, also
oo K o)
1Y 0= < > Mm—o,
n=0 n=0 °  n=K+1
d.h. 3" g, konvergiert gleichmafBig auf D. O



Definition 19. Sei U C C offen und f, f,,: U C C — C mit n € N. Die Folge (fy,)nen
heifit auf U lokal gleichmdfiig konvergent gegen f, falls fiir alle kompakten Teilmengen
K C U gilt, dass fn|k — f|k gleichméfig fiir n — oo. Aquivalenterweise konvergiert
(fn)n genau dann lokal gleichméBig gegen f, wenn fiir jedes z € U ein € > 0 existiert, so
dass fnlu.(z) — flu.(») gleichméfig fiir n — oo.

Lemma 20. Sei (ap)nen C C eine Folge, zg € C und p > 0. Ist die Folge (p"ap)neny C C
beschrankt, so konvergiert die Potenzreihe

00
Z an(z - ZO)n
n=0

absolut und lokal gleichmdfig auf U,(2o).

Beweis. Es gentgt zu zeigen, dass fiir alle r < p die Reihe

00
Z an(z - ZO)n
n=0

absolut und gleichméBig auf U,(zp) existiert. Da (p"ay), beschrénkt ist, existiert ein
M > 0 mit p"a, < M fir alle n € N. Sei r € (0,p). Dann gilt |z — zo| < r fiir alle
z € Up(zp) und wir erhalten

(z — zo)" z— 29" z—zp | T rn
A P
p p ro1lp p
Also konvergiert die Reihe Y ay,(z — z0)™ absolut und gleichméfig auf U, (zo). O

Satz 21. Sei (an)nen C C eine Folge. Dann gibt es eine Zahl p € [0,00], so dass die
Potenzreihe

f(z) =) an(z = 2)"
n=0

auf Uy(20) absolut und lokal gleichmdifig konvergiert und auf C \ U,(20) divergiert.

Bemerkung 22.
(i) Auf OU,(z0) gibt es keine Aussage.
(ii) Die Zahl p heifit Konvergenzradius und es gilt

1
= = limsup |a, |/,
p

n—oo

die sogenannte Formel von Cauchy und Hadamard.



Beweis von Satz 21. Wir zeigen zuerst die Konvergenz auf U,(2p). Sei r € (0, p). Dann
ist

—_

lim sup |a,|*/"

n—oo

1
= - < —
p

<

und es folgt |a,|"/™ < 1/r fiir fast alle n € N. Also ist 7™|a,| < 1 fiir fast alle n, d.h. die
Folge (r"|ay|)n ist beschrinkt. Wegen Lemma 20 konvergiert die Reihe " a,(z — 20)"
absolut und lokal gleichméafig auf U,(z9). Da r € (0, p) beliebig war, gilt dies auch auf
Up(20).

Nun zur Divergenz auf C \ U,(zp). Sei p € (0,00) und |z — zg| > p, d.h.

l/n.

1
|z — 20| 7' < = = limsup |ay|
P n—0o0

Also gilt fiir unendlich viele n € N, dass |z — 2o| ™' < |an|V", dh. 1 < |an(z — 20)"|
fiir unendlich viele n. Also ist (an(z — 20)")n keine Nullfolge, also divergiert die Reihe
> an(z — 20)". 0

Beispiel (Die geometrische Reihe). Wie in Analysis 1 zeigt man leicht, dass

K K41

1
Zzn:71iz , z# 1.

n=0

Also gilt 3, 2" = L fiir 2 € U (0). Diese Reihe hat den Konvergenzradius

= =limsup1*/" = 1.
n—oo
Definition 23. Eine Funktion f: U C C — C, U offen, heif3t analytisch an der Stelle
2o € U, falls ein € > 0 und eine Reihe >~ an(z — 2z0)™ mit positiven Konvergenzradius

existiert, so dass
o0

flz)= Z an(z — 20)"

n=0

fir alle z € U.(zp). Ist f analytisch an allen z € U, so heifit f analytisch auf U.

10



2 Holomorphe Funktionen

2.1 Definition

Definition 1. Eine Funktion f: U C C — C, U offen, heifit komplex differenzierbar
an der Stelle zg € U, wenn der Limes
lim
h—0

h#0,20+heU

f(z0 +h) — f(20)
h

existiert. In diesem Fall setzen wir

o) = i TN =G

Ist f iiberall in U komplex differenzierbar, so heif3t f holomorph.

Bemerkung 2.
(i) Wir nennen f: C — C ganze Funktion, falls f auf ganz C holomorph ist.
(ii) Die Zahl f’(29) heifit die Ableitung von f im Punkt z.

(iii) Es gelten die tiblichen Summen-, Produkt- und Quotienteregeln: Sind f,g: U — C
holomorph, dann auch f +g¢ und fg und f/g ist auf U ~. g=1(0) holomorph. Es gilt
(f+9) =f+g, (f9) = fg+fg wd (f/9) =(f'9— fd)/g

(iv) Es gilt die Kettenregel: Seien U C C und V C C offen und f: U — V und
g: V — C holomorph. Dann ist die Komposition g o f: U — C holomorph und

es gilt (go f)(2) = ¢ (f(2))f(2) fiir alle z € U.

Beispiel 3.
(i) Die Funktion id¢: C — C ist holomorph, denn

lim ide(z + h) —ide(2)

=1.
h—0 h

Damit sind alle Polynome und rationale Funktionen holomorph.
(ii) Die Funktion f: C — C mit f(z) = Z ist zwar stetig, aber nirgendwo komplex
differenzierbar, denn sei z5 € C. Dann ist

flzo+h) = flz0) A
h R

also A, (z) =1 und A, (ix) = —1 fur alle z € R. Also existiert lim Az, (h) nicht.

A (h) =

Satz 4. Sei f(z) =3, an(2—20)" fir z € U,(29) eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
p > 0. Dann gilt:

11



(i) Die Reihen

> n! e
Fule) = 2, Gyl = 20"
haben ebenfalls den Konvergenzradius p.
(i) Die Funktion f ist auf U,(z0) holomorph und die Ableitung kann gliedweise gebildet
werden, d.h. f'(z) = fi(z) fir alle z € Up(zo).

Bemerkung 5.
(i) Aus Satz 4 folgt, dass jede analytische Funktion holomorph ist.
(ii) Es folgt auch, dass f unendlich oft komplex differenzierbar ist. Im Allgemeinen gilt

FO)(2) = fin(2). Bs gilt f0)(29) = mlay,, also ist

o0

> £(n)
Z (z — 20) :an('zo)(z—zo)"
n=0 :

die Taylorentwicklung von f.

Beweis von Satz 4. Fir (i) benutzt man lim, oo(n — a)'/? = 1 fiir alle a € R. Wir
berechnen den Konvergenzradius p; von fi(z). Es gilt

in_ L

1
— = limsup |na,|"/™ = lim. n™ lim sup |ay,|
p1 nseo n—oc p

und durch Induktion folgt p = p,,, m € N, fiir die Konvergenzradien p,, von f,(z).
Sei ohne Einschriankung zgp = 0 und sei z € U,(0). Dann existiert € (0, p) mit |z| < r.

Es gilt
h n
<Z+ ) _Zh_nzn—l>‘.

L Ooanz—i—h an? —Oonanz
(G- Sow) -3
Z an( Z+ h . % _ nzn—l) _ hz <Z> hk_QZn_k.

Mit dem binomischen Lehrsatz folgt
k=2

Fir k£ > 2 gilt

12



Es folgt, dass

> ant(zh)| < thuan\n Z( )yhyk 2k =
n=2
—Z]hHan\n n—1) Z( >|h]3]z\” 277 <

3k
l\Dl\D

<\h|z (n — 1)ayp|(|h] + )" 20,

denn mit Teil (i) erhdlt man, dass fir |h| + r < p die letzte Reihe konvergiert. O

Beispiel 6. Wir definieren die Funktion

0o p
exp(z) == Z —
= n
fiir z € C. Da die monotone Folge
k
N AT
w=2, r
n=0

durch el*! beschrinkt ist, ist 3°,, 2"/n! fiir alle z € C konvergent.
Analog definiert man

00 " 22n+1 o0 " z2n
sin(z) == —1)"—————— und cos(z) = -1
()= S G )= S
fiir alle z € C. Es gilt
exp’ = exp
sin’ = cos
cos’ = —sin.

Ferner gilt exp(z +w) = exp(z) exp(w) fiir z, w € C, das folgt aus dem Produktsatz von
Cauchy. Es gilt

exp(iz) = cos(z) + isin(z), exp(—iz) = cos(z) — isin(z)
fir alle z € C, woraus

exp(iz) — exp(—iz)
27

exp(iz) + exp(—iz)
2 9

cos(z) = sin(z) =

13



Abbildung 2: Konvergenzradius in R und C

fir alle z € C folgt. Wir beobachten, dass jede Zahl z € C sich als z = |z|exp(ip)
schreiben lésst, wobei ¢ € R modulo 27 eindeutig ist und tan(¢) = Im(z)/Re(z) erfillt.
Warum hat die reelle Reihe

;= (=1)"a™
1+ =0

nur den Konvergenzradius p = 1? Die reelle Funktion 1/(1 + 2?) ist die Einschréinkung
der komplexen Funktion 1/(1 + 22) auf R mit derselben Potenzreihenentwicklung um 0.
Die Reihe 3, (—1)"2%?" hat Konvergenzradius p = 1. Er kann nicht grofer sein, denn
flir z = 4i konvergiert die komplexe Potenzreihe nicht, sieche Abbildung 2. Das Kon-
vergenzverhalten reeller Potenzreihen erklért sich héufig erst durch Betrachtung in der
komplexen Ebene.

2.2 Die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

Sei f: U C C — C ein Abbildung. Wir identifizieren C = R? durch den Isomorphismus
z =z + iy — (z,y). Somit konnen wir die Funktion f: U — C als eine Abbildung
F: U C R? — R? interpretieren.

U——=C C

kR :

U——R? —— R?
F

Wir schreiben u(x,y) = Re(f(2)) und v(z,y) = Im(f(2)) fir z = x4+ iy € U. Was ist die
Beziehung zwischen der komplexen Differenzierbarkeit von f und der mehrdimensionalen
reellen Differenzierbarkeit von F? Zur Erinnerung: eine Funktion F: U C R? — R?
heifit (total) differenzierbar an der Stelle po € U, wenn es eine R-lineare Abbildung
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A: R? — R? gibt, so dass
F(po+h) = F(po) + Ah + ||h[[20(h)

fiir eine Funktion ¢ mit ¢(h) — 0 fir h — 0, d.h. F' ist lokal um py approximierbar
durch eine R-lineare Abbildung. Ist F' = (u,v) (total) differenzierbar, so gilt

du  Ou
DF(po) = A= (gﬁ 3%) -
or Oy
Satz 7. Sei f: U C C — C mit U C C offen. Wir setzen u(z,y) =
v(z,y) = Im(f(z)). Ist dann f auf U komplex differenzierbar, so ist F'
differenzierbar auf U C R? und es gilt

Re(f(z)) und
= (u,v) total

ou ov
ou ov

aiy(x’y) = 7%(‘T’y)

fiir alle (xz,y) € U, die so genannten Cauchy-Riemann Differentialgleichungen.

Beweis. Aus A B~ F(a0)
. T zZo+n) — J(%0 o _
lim 7'(h, z) = lim 3 f'(z0) =0

folgt f(z0 + h) = f(20) + f'(20)h + |h|p(h) mit @(h) = (h/|h|)T(h, z0). Es gilt also

—b

a

F((z0,y0) +h) = F(x0,y0) + (Z > h+ [hlp(h),

d.h. F' ist total differenzierbar und man hat
(8% 8%) :DF(x()?yO): (b CL)’
or Oy
d.h. die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen. O

Bemerkung.
(i) Die komplexe Differenzierbarkeit von f besagt, dass f lokal durch eine C-lineare
Transformation approximierbar ist.
(ii) Eine andere Herleitung der Cauchy-Riemann Differentialgleichungen lautet wie
folgt. Sei f: U C C — C komplex differenzierbar, v = Re(f) und v = Im(f). Es
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gilt

u(z+h) —u(z) +i(v(z+h) —v(2))

/ BT
F(2) = lim h
iy Yt hy) —u(e A s y) (@ + b y) — o+ )
- h1—0 h1
hi1€ER
— lim w(x,y+ he) —u(x,y+ he) +i(v(z,y + ha) — v(z,y + ha))
" ha—0 iha
ho€R

und es folgen direkt die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen. Man erhélt sogar

fe) = ot o

- Oz Z@y'
Satz 8. Seien u,v: U C R2 — R mit f(z) = u(z,y) + iv(x,y), z = v +iy € U. Sind
u und v stetig differenzierbar und erfillen die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
auf U, so ist f: U — C komplex differenzierbar und es gilt

ou ou

f/(z):%(x7y)_2@($ay)7 z:x—l—zyEU

Beweis. Wegen u,v € C1(U) ist f = (u,v) reell differenzierbar, d.h. es gilt

F((@,y) + (h1,h2)) = (u(z,y), v(z,y)) + (jj: “) (b1, ha) + B (h) =
= (u(a,y), v(z,y)) + (_“;y jjj;) (b, o) + |J3(h)

mit ¥ (h) — 0 fiir |h| — 0. Also gilt mit h = hy +ihg € C

f(z+h) = f(2) =u(@+ hi,y + h2) —u(z,y) +i(v(z + b1,y + he) —v(z,y)) =
= uzhi + uyhe + i(—uyh1 + ugho) + |hj1p(h) = (uy — iuy)h + |h|Y(h).

Es folgt, dass f komplex differenzierbar mit f(z) = ug(2) —tuy(z) fir alle z € U ist. O

Bemerkung 9. Ist f = u + iv und f komplex differenzierbar, so sind v und v reell
differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen. Sind v und v
beide C! und es gelten die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen, so ist f komplex
differenzierbar. In beiden Fallen gilt f'(2) = ug + iuy.
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Beispiel 10.

(i) Ist f: C — C mit f(z) = 2%y? + iz%y>. Ist f komplex differenzierbar? Es sind
w,v € C! mit u, = 32%y?, Uy = 223y, Vy = 322y? und —v, = —2zy3. Notwendig fir
die komplexe Differenzierbarkeit von f ist also za3y+zzy® = 0, d.h. 22y (2?+y?) =
0, d.h. z =0 oder y = 0. Also ist f komplex differenzierbar auf

{z € C: 2 =0 oder y = 0}.

(ii) Wir betrachten exp: C — C, exp(iz) = cosz+isin z. Fir z = x +1iy ist exp(z) =
exp(z) cosy + iexp(z)siny. Fir u = exp(x)cosy und v = exp(x)siny gilt u, =

exp(z) cosy, uy, = —exp(z)siny, v, = exp(z)cosy und v, = exp(x)siny. Also ist
exp holomorph und es gilt exp/(z) = u, — iuy = exp(x)cosy + iexp(z)siny =
exp(z).

Satz 11. Ist f: U C C — C, U offen, mit f = u + 1v holomorph und sind u und v
zweimal reell stetig differenzierbar, so gilt

Ugz + Uyy = 0 = Vgz + Vyy.

Bemerkung 12. Man nennt den Differentialoperator

0? 0?
~ o7 T oy

den Lapaceoperator. Gilt Au = 0, so heifit u harmonische Funktion.

Beweis von Satz 11. Wir wissen u; = vy ud uy = —v;. Damit folgt u,y, = vy, und
—Uyg = Ugz. Wegen u,v € C? folgt Ugy = Uyg, alsO vy + vyy = 0. Analog beweist man
Ugz + Uyy = 0. ]

2.3 Die Differentialoperatoren 0, und 0-

Sei f: U C C — C reell differenzierbar mit f = u + év. Dann existieren die partiellen
Ableitungen nach z und y von f, u und v. Wir setzen

8 _ou o 0f_ou o
dy Oy Oy

oz ox low

Wir definieren die Differentialoperatoren, die sogenannten Wirtinger-Ableitungen,

2 _1(2i2) g 2o1(2,52)
0z 2\0x Oy 0z 2\0x oy)’

Wir geben folgende nichtrigorose Motivation. Man kann eine Funktion f(z) = f(z,y)
auffassen als Funktion f(z,Z) mit der Variablentransformation 2z = z+7% und 2iy = z—Z.
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Betrachten wir formal z und Z als unabhéngige Koordinaten, so erhalten wir mit der

Kettenregel
of 8f0x+8f8y (8]’ 8f>
9z 0x0z  Oyoz

Ox oy
und analog die Formel fiir 9/0%.
Satz 13. Ist f: U C C— C, U offen, holomorph, so gilt

of o o0u

Beweis. Es ist of  of of o 5 9 5
U Ov ou v
29z o0 oy “or Tow Toy Ty T

wegen der Cauchy-Riemann Differentialgleichungen. Weiter ist

8f ou Ov 8u v ou Ou , 8u
=978 9% _ o
20 Tor T w ay tay T o Y, T M) =4 =

Man erhélt folgenden Rechentrick: Schreibe f(z) als eine Funktion nur von z und Z.
Dann kann man beim Differenzieren nach den komplexen Variablen z und Z so tun, als
ob z und Z voneinander unabhéngige Variablen sind (s. Remmert-Schumacher, S. 61).
Holomorphe Funktionen sind “unabhéngig” von zZ und hiangen allein von Z ab.

Beispiel 14.
(i) Fir f(z) = Z rechnet man 0,f = 0 und 0zf = 1. Formal erhélt man

L (L) =5a-icn -0

0z 2\0x Oy
" of _ (f+ f> Yasn=1
0z Ox oy 2
(ii) Fiir f(z) = |2|? = 2Z rechnet man 0, f = Z und d5f = z. Formal erhiilt man
Y Ty W
und of 1/0f of\ 1 ,
5 =3 (5t ay> p Bty ==
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S5

Abbildung 3: Beweis von Satz 15

2.4 Lokal konstante Funktionen

Eine Funktion f: U C C — C heift lokal konstant, falls fiir alle z € U ein € > 0 existiert,
so dass Us(z) C U und f/|y. () konstant ist. Bekanntlich ist eine differenzierbare Funktion
u: R?2 — R mit Vu = 0 lokal konstant.

Satz 15. Sei G C C ein Gebiet. Dann ist jede lokal konstante Funktion f: G — C
konstant auf G.

Beweis. Seien z,w € G und ~v: [0,1] — G stetig mit v(0) = w und (1) = z. Sei

M ={t€l0,1]: F(t) == f(7(t)) = f((0)) = 0}.

Die Funktion F': [0,1] — G ist stetig und M = F~1(0). Also ist M abgeschlossen und
daher kompakt. Dann ist s = sup M € M, d.h. f(v(s)) = f(7(0)) und f(v(s")) # f(7(0))
fir alle s > s. Wire s € [0,1), so existiert ein § > 0 mit f(2) = f(y(s)) = f(7(0))
fir |z — v(s)] < §. Da ~ stetig ist, existiert ein &' > 0, so dass |y(s) — vy(¢)| < § fiir
|s—t| < ¢'. Daraus folgt insbesondere f(v(s+6"/2)) = f(v(s)) = f(7(0)), was s = sup M
widerspricht. O

Satz 16. Fir f: U C C—— C sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Die Funktion f ist lokal konstant auf U.
(ii) Die Funktion f ist holomorph auf U mit f' = 0.

Beweis. Die Richtung (i) — (ii) ist klar. Ist f'(z) = 0, so ist uy —iu, = 0, so folgt Vu = 0,
d.h. u ist lokal konstant. Mit den Cauchy-Riemann Differentialgleichungen folgt Vv = 0,
d.h. v ist lokal konstant. O
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3 Kurvenintegrale

3.1 Integrationswege

Definition 1. Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall.
(i) Eine Funktion f: I — C heifit stickweise stetig, wenn es eine Zerlegung

a=ty<ti <---<tp=0b

von I gibt, so dass f|q, ) fiir alle i € {1,...m} stetig ist und sich stetig auf
[ti—1,t;] fortsetzen lasst.
(ii) Eine Funktion f: I — C heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn f stetig ist
und es eine Zerlegung
a=ty<ti <---<tp=0b

von [ gibt, so dass fly,_, ¢, fiir alle i € {1,...,m} stetig differenzierbar ist.

Man erinnere sich, dass das Integral komplexer Funktionen f: I — C definiert ist

durch ) ) )
[ = [Retn+i [ mm(p).

Bemerkung 2. Fiir alle a, 5 € C und stiickweise stetigen Funktionen f, fi, fo: I — C
ist das Integral linear,

b b b
/ (afi +af2) :a/ f1+5/ f2,
a a a
vertraglich mit komplexer Konjugation,

[7=[r

und es gilt eine Variante des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung: Ist
f: I — C stetig und F: I — C eine differenzierbare Funktion mit F’ = f, so gilt

/abf _ F(b) - Fla).

Man hat eine Substitutionsregel. Ist ¢: [a,b] — [c, d] eine monotone und stiickweise
stetig differenzierbare Bijektion und g: [c,d] — C stiickweise stetig, so gilt

/ab(gocp)w’ = /cdg.

Lemma 3. Ist f: [a,b] — C stiickweise stetig, so gilt

/abf s/ablf!'
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Beweis. Sei z € C mit |z| = 1. Dann gilt

z/abf:/abzf.
Re<z/abf> = ["rezry< [(lsi= [151

Das Resultat ist trivial fur [ ; f = 0. Sonst folgt die Behauptung mit

Also erhalt man

b
a

il

—
-

O]

Zz =

Definition 4. Ein Integrationsweg in einer offenen Menge U C C ist ein stiickweise
stetig differenzierbare Weg ~v: [a,b] — U. Man nennt 7 geschlossen, wenn ~y(a) = ~(b).
Die Bildmenge im v heifit auch Spur von 7.

Beispiel.
(i) Sei zp € C und r > 0. Die Abbildung

v:[0,271] — C
t —— 2o + rexp(it)

ist stetig differenzierbar mit +/(¢) = ir exp(it) fiir alle t € [0, 27]. Die Kurve = ist
geschlossen und im v = 0U,.(zp). Wir sagen, v ist positiv orientiert.
(ii) Fir 2,21 € C parametrisiert

v:10,1] — C
t— zo—i—t(21 —Zo)

die Verbindungsstrecke von zp nach z;. Wir schreiben v = [2p, 21].
(iii) Seien 7;: [a,b] — C und ~3: [¢,d] — C Integrationswege mit ~;(b) = ~2(c).
Dann ist der aus ; und 2 zusammengesetzte Integrationsweg

Y1Y2: [a,b—i—(d—c)]ﬂ@

definiert durch

@) t € [a,b]
ma(t) = {72(t+c—b) t € (bb+(d—c)
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(iv) Zu jedem Integrationsweg v: [a,b] — C definieren wir den entgegengesetzten Weg

vt la,b) — C
t—y(a+b—1t).

Definition 5. Sei v: [a,b] — C ein Integrationsweg und f: im~y — C eine stetige
Funktion. Dann definieren wir das Integral von f entlang ~ als

[1=[ 1= ["ronn.
Bemerkung 6.

(i) Das Integral in Definition 5 ist wohldefiniert, denn f o~ und ' sind stiickweise
stetig.
(ii) Sei f: U — C stiickweise stetig und -1 und =, Integrationswege mit im(vy;) C U,

so gilt
f: _/_1 f7
7 71

IR,

Beispiel. Sei zg € C. Wir integrieren f(2) = (z — 29)~! entlang des Integrationsweges
v: [0,27] — C mit y(t) = 2o + r exp(it) und erhalten

2w 1 .
/ f= / f= / ———irexp’ dt = 2mi.
|2—zo|=r v o rexp(it)

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von r.

und

3.2 Stammfunktionen

Definition 7. Sei f: U — C eine stetige Funktion. Eine Funktion F': U — C heif3t
Stammfunktion von f, fall F' holomorph ist mit F' = f. Wir sagen, dass f lokal eine
Stammfunktion besitzt, falls fiir jeden Punkt z € U eine Umgebung V' C U von z existiert,
so dass f|y eine Stammfunktion besitzt.

Satz 8. Sei f: U — C eine stetige Funktion, die eine Stammfunktion F' auf U besitzt
und y: [a,b] — U ein Integrationsweg in U, etwa y(a) = zp und y(b) = z1. Dann ist

/ f=F(z1) - Fz).
;
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Beweis. Sei v: [a,b] — U und a =ty < t; < --- < t,, = b eine Zerlegung von [a, b], so
dass alle v|;,_, 4, stetig differenzierbar sind. Dann ist

= ; o I = [ Fonr) =
/s Z;/t(f 0% Zl/t( ")
=Y F(y(t:)) — F(v(tiz1)) = F(21) — F(z0). O
i=1

Korollar 9. Sei f: U — C stetig und besitze eine Stammfunktion. Dann gilt fiir jeden
geschlossenen Integrationsweg v in U, dass

/f:Q
gl
Beispiel 10.

(i) Die Funktion f: C — C mit f(z) = 2" fiir z € C hat fiir n > 0 die Stammfunktion
F(z) = 2""Y/(n + 1) und es folgt fiir jeden Integrationsweg v: [a,b] — C, dass
/f_v@“* (a)"
.

n+1 n+1 "

(ii) Die Funktion f(z) = 1/z ist stetig auf C*, besitzt dort aber keine Stammfunktion.
Satz 11. Sei G C C ein Gebiet und f: G — C stetig. Gilt dann

fro

fiir alle geschlossenen Integrationswege v in G, so hat f auf G eine Stammfunktion.

Beweis. Seia € G fest. Zu jedem z € G wéhlen wir einen Integrationsweg v, : [0,1] — G
mit v,(0) = a und ~,(1) = z. Wir setzen

F@%:/jﬁ

Dann ist F' wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der ~,, wegen der Annahme
iber f. Wir zeigen, dass F' Stammfunktion von f ist. Sei z € G und zp € G mit |z — 2|
so klein, dass die Verbindungsstrecke [z, 29| ganz in G liegt. Wir setzen v = .|z, zo]’yz_ol.
Dann ist « ein geschlossener Integrationsweg in G, also ist

ﬂ@—F@w+Lmﬁjﬂf+me—L f:Af:Q

20

Es folgt, dass

zZ0 — % zZ0 — %

P -Fe)_ Lo,
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Wir parametrisieren die Verbindungsstrecke [z, zg] durch [z, 20](t) = z+t(z0—2), t € [0, 1].
Dann gilt
F(z) = F(2)
zZ0 — %

= [ 76z it - 2

und

[5G+t -2~ e < [ 15+ o0~ 2) - £ <

< sup |f(z+t(z0 —2)) — f(2)| =
te(0,1]

= [f(z+&(20 — 2)) = f(2)]
fir ein € € [0, 1], da f stetig ist. Damit erhilt man, dass

1
lim / f(z 4 1(z0 — 2)) di — £(z)] =0,
20—z 1 Jp
d.h.
lim M = f(2)
ZO*)Z ZO —_ Z
fir alle z € G. O

Satz 12. Sei U C C offen, f: U — C stetig, v ein Integrationsweg in U und seien
fn: U —C, n €N, stetige Funktionen, so dass f, — [ gleichmdfig auf im(~y). Dann

qgilt
Jim / = / 1.

Beweis. Wir parametrisieren «y als 7: [to, 1] — U. Es gilt

=)< R G0) — FE)IY O]t <

= s 560) ~ S [ @)= o N

te[to,tl] to

Bemerkung 13.
(i) Sei 7y: [to,t1] — C ein Integrationsweg. Wir definieren

L) = [ ol

to

Wir nennen L(y) die Lange von ~v. Es gilt fiir stetiges f: U — C und jeden
Integrationsweg 7 in U, so dass f auf im(vy) gleichméBig beschrinkt ist, etwa
|f(z)| < C fur alle z € im(y), dass

\Af’SC-L(V)-
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Man schreibt auch

L(y) = / dz].

(ii) Aus dem Lebesgueschen Satz iiber majorisierte Konvergenz erhalten wir folgendes
Kriterium: Seien f, f,,: U — C stetig und ~ ein Integrationsweg in U. Konvergiert
fn — [ punktweise auf im(y) und existiert ein stetiges g: [to,t1] — R* mit
[fn(v(2))] < g(t) fiir alle ¢ € [to, 1] und n € N und

/ o)l ()] dt < oo,

0

t [ e [ 1

f(z) =) an(z — 2)"
n=0

so gilt
Beispiel 14. Sei

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0. Sei v ein geschlossener Integrationsweg in

Up(z0). Dann gilt
K

jif - L%ﬂnm Z an(z — 20)" dz.

n=0
Nun konvergiert die Potenzreihe gleichméBig auf jedem Kompaktum in U,(zp), also gilt
K

jgf: lim ZLan(z—zo)"dz:O.

K—o0 =0
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2 Z3

21 22

Abbildung 4: Ein Quader in C

4 Der Integralsatz von Cauchy

4.1 Der Integralsatz von Cauchy fiir ein Rechteck

Sei () C C eine abgeschlossene Rechteckfliche mit Eckpunkten zi, z2, z3 und z4. Wir
nehmen v = [21, 22][22, 23][23, 24][24, 21] die Randkurve von Q.

Satz 1. Sei U C C offen, f: U — C holomorph, Q C U ein abgeschlossenes Rechteck
und v die Randkurve von Q. Dann gilt

Lf:O
’Lf‘<6

fiir alle e > 0. Da f holomorph ist, gilt fiir alle z, zg € U mit [z, 2] C U, dass

f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + X20(2) (1)

Beweis. Wir werden zeigen, dass

mit (z — 20) " xz(2) — O fiir 2 — 2o. Fiir alle geschlossenen Integrationswege 7 in U
gilt

A,f: /ff(ZO)Jrf’(zO)(z—zO)der [x - /~x (2)

Letzteres Integral wird fiir 7 nah bei 2y klein sein.

Wir unterteilen @@ durch vertikales und horizontales Halbieren zunéchst in vier Teile.
Wir erhalten vier Rechtecke O1, P;, (1 und R; mit Randkurven 00, 0P;, 0Q1 und
ORy, siche Abbildung 5. Es gilt

/Wf:/aoler/apler/acgler ale'
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Abbildung 5: Unterteilen eines Rechtecks durch Halbieren

+

Abbildung 6: Konvergenz des Halbierens

Ohne Einschrinkung sei ()1 so, dass das Integral iiber seine Randkurve unter denen von
01, Pi, @1 und Ry im Betrag maximal ist. Dann gilt

[ =4 ], 1

Gehen wir induktiv so vor, erhalten wir eine Folge von Rechtecken

Q12Q22Q32--20Q, 2

[=el] il

Dieses Verfahren ist in folgendem Sinne konvergent. Ist p die Diagonalldnge von @ und £
der Umfang von @, so hat @,, Diagonalen der Lange 27" p und Umfang 27"¢. Sei (z;) C Q
die Folge der Mittelpunkte der @;. Wir haben fiir N € N, dass |z, — z,,| < 27V fiir alle
n,m > N, d.h. (z;) ist eine Cauchyfolge. Sei zy = lim; z;.

Wir haben
]/j\ §4”]/%f\ (;)4"]/%xzo

und |29 — z| < 27"p fir alle n > 1 und z € im~,. Sei ¢ > 0. Wéhle n so grof, dass
|(z—20)"1x2(2)] > € fiir alle z € im 4, siehe (1). Es ist also |y, (2)| < €]z — 20| < 27 "ep

mit Randkurven ~; = 0Q);, und
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Abbildung 7: Integrationswege in Beispiel 2

fiir alle z € im ~,,. Es folgt, dass

‘Lf’§4n’Lan0

Beispiel 2. Wir zeigen fiir £ € R, dass

<A™ .27 "epL(y,) = 4727 2 epl =220, 0

1 1 b
ﬁl = 7= /_oo e cos(2x€) dx = e €

Dieses Integral bestimmt die Fouriertransformation von e~**. Wir kénnen annehmen,
dass £ > 0. Fir £ = 0 ist I genau das bekannte GauBintegral, d.h. I = /7. Sei also

&> 0. Es gilt
R

R
I = lim e’ cos(2z€) dz = Re lim / exp(—a?) exp(—i2z€) du,
R—oco J_R R—oo J_R

denn Re ist stetig und linear. Wir bezeichnen letzteres Integral mit . Dann gilt
R

Ir = /Zexp( — (2 +1422¢)) = eXp(—£2)/ReXp( — (t+i€)*) dt.

Wir bemerken, dass letzteres Integral ein komplexes Kurvenintegral ist, entlang der Kur-
ve 71, siehe Abbildung 7. Es folgt

exp(§2)IR:/ exp(—2%) dz.
"

Wir kénnen ; zu einer geschlossenen Kurve erweitern, sieche Abbildung 7, und erhalten

0 = exp(£)Ig + / exp(—22)dz + [ exp(—2%)dz+ [ exp(—2z?)dz,
72 3 74

denn exp(—2?) ist eine ganze Funktion. Es gilt

—R
/ exp(sz)dz:/ exp(—z?) dz.
73 R
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Mit der Parametrisierung v4: [0,&] — C mit y4(t) = —R + it folgt

‘/74 eXp(*22>dz’ _ ‘/05 eXp(f(it*R)2)dt‘ <

3
Sexp(—RQ)/ |exp(t? + 2t R)| dt fioee .
0

Analog zeigt man
‘ / exp(—2%) dz’ < ceexp(—R?) Hze g,
Y2

Insgesamt erhélt man

I = —exp(—£€*)Re lim / exp(—2%) dz = /mexp(—£?).
V27374

R—o0

4.2 Der Integralsatz von Cauchy fiir Bilder von Rechtecken

Sei () C C ein abgeschlossenes Rechteck. Sei f: U — C holomorph und ¢: Q — C im
reellen Sinn stetig differenzierbar mit p(Q) C U. Sei v: [0,1] — C eine Parametrisie-
rung von Q). Dann ist ¢ o: [0,1] — C ein geschlossener Integrationsweg in U. Wir
mochten zeigen, dass
f=0.
pory
Es gilt (p o) = (Dy ov)7 nach der Kettenregel, expliziter

/ _ aa:@l('Y(t)) 83/901(7(75)) 7/(75) %
Do) (0) = (amwu» 3y<p2(7(t))> (é(t)) | )

Lemma 3. Sei K C C kompakt, p: K — C im reellen Sinn stetig differenzierbar und
v:[0,1] — K ein Integrationsweg. Sei

o i=4sup 102601(2)] + [02p2(2)[ + |0ysp1(2)[ 4 [0y p2(2)] < o0.
zE

Dann gilt:
(i) Fir alle z,w € K mit [z,w] C K ist |p(2) — p(w)| < o]z —w|.
(i) BEs ist L(po7y) < aL(y).

Beweis. Die Aussage (i) ist genau der Mittelwertsatz in R?. Weiter gilt
! !/ a ! / / / /
L(pon) = /0 (o) ()] dt (S) Z/o Vil + 12l + 7] + el dE < aL(y). O
Lemma 4. Seien f: U — C stetig, ¢o: K — C im reellen Sinn stetig differenzierbar

und v,7v1,7v2: [0,1] — K Integrationswege mit y1(1) = 72(0) so, dass p(K) C U. Dann
qgilt:
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(i) Man hat

(ii) Man hat

‘/‘PO(’Yl'YQ) /= /30071 U /soow 4

Beweis. Wir parametrisieren 4y~ durch y~1(¢t) = vy(1—1t), t € [0,1]. Dann ist (y71)'(¢) =
—'(1 —t). Es gilt

[ i= [ feb OnDet @) ) d =
poy~
= [ Heb 1= 0)Dplr(L — ) (1 - ) =

[ seeonetmy wa=— [ f
0 oy

Wir parametrisieren ~;y2 durch
(%) t €10,1]
Ty2(t) =
yat—1) tell,?2]

Dann gilt

/ /= /2 Fle(my2(8)) De(my2(t) (y172)' () dt =
©o(v172)

= [ Heln®NDelnOM©de+ [ ela®)Dplra)nh(e)di =
=/ r+/ r O
PO Po2

Satz 5. Seien f: U — C holomorph, @Q C C ein abgeschlossenes Rechteck mit Rand-
kurve v und ¢: Q — U stetig differenzierbar im reellen Sinn. Dann gilt

f=o.

oy

Beweis. Fiir alle geschlossenen Integrationswege 7 in U und 2y € U gilt wieder wie in

Satz 1
[~ [
¥ ¥

Wir schneiden @ in vier Teile Oy, P, @1 und R; mit Randkurven 007, 0P, 0Q)1 und
ORy, siche Abbildung 5. Es gilt nach Lemma 4, dass

IR Y T pr o
oy 0001 @wod Py ©o0Q1 @odRy
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Wir nehmen ohne Einschriankung an, dass ()1 das Integral

/<PO<9Q1 f

unter O1, P;, 1 und R; maximiert und schreiben v; = 0Q1. Wir erhalten

A=)

und wie in Satz 1 erhalten wir induktiv eine Folge

Q2022032 2Qn 2

von Rechtecken mit Randkurven 0Q); = ~;, so dass gilt

IS Y
oy ©ovn o

Xz0(2)
Z— 20
Sei (wyp) C @ die Folge der Mittelpunkte von @,. Wie in Satz 1 haben wir, dass @,
Durchmesser 27" p und Umfang 27"¢ hat, mit p der Durchmesse und ¢ der Umfang von Q.

Also ist (wy,) eine Cauchyfolge. Sei wy € @ der Grenzwert von wy,. Sei zp = ¢(wpy) € ©(Q).

Wir haben
‘ / f ‘ < 4”‘ / Xzo
poy PoYn

Wegen Lemma 3 haben wir |p(w) — ¢(wo)| < alw — wp| fur ein a > 0. Insbesondere ist
lp(w) —p(wo)| < alw—wo| < 27"pa fir allen € Nund w € @Qy,. Es folgt |z — 2| < ap2™™"
fir alle z € p(Qy). Sei e > 0. Wihle n € N so groB, dass |x.,(z)| < €|z — 20| < eap2™"
fir alle z € (Qy,). Insgesamt folgt

)

wobei

Z—20 O

< 4" 27 "capL(pony,) < ea’ ¢ <20 0. O
} f) pL{p o p
poy

Korollar 6. Sei f: U — C holomorph und o, B: [0,1] — U stetig differenzierbar, so
dass die Verbindungsstrecken zwischen a(t) und [(t) fir alle t € [0,1] ganz in U liegen.

Dann gilt
/af+/hlf—/6f—/hof=0,

wobei h;: [0,1] — C mit hi(t) = (1 — 7)a(i) + 78(7).

31



h1
a0
© B(1)
ho
B(0)

Abbildung 8: Die Situation von Korollar 6

Beweis. Es ist zu zeigen, siche Abbildung 8, dass

f=0.
oW
Sei @ = [0,1]x]0,1] C C ein Rechteck. Wir werden eine stetig differenzierbare Abbildung
¢: Q@ — U mit p(Q) = W und ¢(9Q) = OW finden. Wir setzen
oz +iy) = (1 —y)a(r) +yb(z).

Da [a(t), 5(t)] C U fiir alle t € [0, 1] ist tatsachlich ¢(Q) C U. Sei v = 0Q und schreibe
v = 1727374, siehe Abbildung 9, wobei ~; als ~;: [0,1] — C parametrisiert seien.
Explizit ist v1(t) = ¢, y2(t) = 1 4+ it, v3(t) = (1 — t) + 7 und y4(t) = ta(0) + (1 — ¢)5(0);
als0 9 o7 (t) = a(t), $0a(t) = hn(t), 90 s(t) = H(1 — 1) und o (t) = ho(1 — t). Bs

folgt aus Satz 5, dass
o= [ s=[su s ] g [ m
poy « h1 B-1 hal

Beispiel 7. Sei immer f: U — C holomorph.
(i) Sei D C C ein abgeschlossenes Dreieck mit Randkurve ~. Dann ist

Afza

denn wahle in Korollar 6 «, 5: [0,1] — U mit «(0) = 5(0).
(ii) Seien «, B: [0,1] — U stetig differenzierbar mit [a(t), 8(¢)] C U fiir alle ¢ € [0, 1]
und «(0) = 4(0) und a(1) = B(1). Dann gilt

=4
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3

Y4 Q Y2

7 1

Abbildung 9: Zum Beweis von Korollar 6

(iii) Seien a, f: [0,1] — U stetig differenzierbare geschlossene Kurven, so dass wieder
[a(t), B(t)] C U fiir alle t € [0,1]. Dann gilt

L=

(iv) Seizp € Cund R > r > 0. Seien a(t) = zo+7exp(2wit) und 5(t) = zo+ R exp(2mit)
fiir t € [0,1] so, dass der Kreisring, der durch o und § begrenzt wird, ganz in U

/ N /
(64 ﬁ

[ 1o
|z—z0|=R
denn aus (iv) folgt, dass

‘/;%:Rﬂzﬂf}%hgﬂé2ﬂs sup |f(2)] <L,

2€UR(20)

(v) Gilt Ur(z0) C U, so ist

wobei € € (0, R).
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5 Erste Folgerungen aus dem Integralsatz von Cauchy

5.1 Integralformel von Cauchy

Satz 1 (Integralformel von Cauchy). Sei f: U — C holomorph, zy € U und r > 0 mit
Ur(z0) C U. Dann gilt fir alle a € Uy(z0), dass

S L 1)
f(a) /| dz.

270 J)z—zg|=r 2 — @

Beweis. Sei € € (0,dist(a, 0U,(20))). Dann gilt

[ g gy,
|z—al=¢ & — @ |z—z0|=r 2 — @
denn f(z)/(z — a) ist holomorph auf U \ {a}. Wir definieren g: U — C durch

H-f@) g {a
9(z) = { €U A{a}

f'(a ) z=a
Dann ist g eine stetige Funktion und wir haben
/ /() dz = lim /() dz
|z—z0|=r Z — @ €0 J|z—a|=e 2 — Q
und es gilt

/| /(z) dz = /Z—a|:a Mdz+f(a)/ dz .

z—al=c 2 — Q zZ—a lz—al=e Z — @

Parametrisiert man die Kreislinie 0U,(a) als v.(t) = a + ¢ exp(2mit), t € [0, 1], so erhélt

f(a) / L= o) [ ZEOBER o1 = omifa),

zeal=e 2 — @ € exp(2mit)

Ferner ist
sup lg(z)| <% 0. 0

‘/ dz ’/ <
|z—a|=¢ Z—a |z—al=e z€Ur(20)

Satz 2 (Mittelwertsatz). Sei f: U — C holomorph, zo € U und r > 0 mit U,(z9) C U.
Dann gilt

2w

f(z0) = — f(zo0 + rexp(it))dt,

21 Jo
d.h. f(20) ist gleich dem Mittelwert von f auf der Kreislinie mit Radius r um zg.

Beweis. Wéhle a = 2y in Satz 1. Dann gilt

_ ! J) o
f(20) = 5= /| dz = =5 / f(z0 + rexp(it))dt

27TZ z— ZO‘—'I‘ z — ZO

mit der Parametrisierung ~y(t) = zo + rexp(it), t € [0, 27|, von U, (zp). O
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5.2 Potenzreihenentwicklungssatz

Satz 3. Sei f: U — C holomorph und zg € U. Dann gilt:
(i) Es existiert genau eine Potenzreihe -, -0 an(z — 29)" mit

oo
z) = Z an(z — 20)"
n=0
fir alle z innerhalb des Konvergenzradius p,, > dist(zo, OU). Ferner gilt

1 o) )
fn = ) /|zz0:r ( d ’ ( )

2mi z — zo)" L

sofern r > 0 mit U.(z9) C U ist. Die Gleichung (%) heifst verallgemeinerte Inte-
gralformel von Cauchy.
(i) Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar und es gilt f™(zy) = nla,.

Beweis. Ist f(z) = > ,>0an(z — 20)" fiir z € Up(20) mit r < p,,, so ist f beliebig oft
differenzierbar mit f**)(z9) = klay. Es folgt Aussage (ii) und, dass die Potenzreihendar-
stellung von f, wenn sie existiert, eindeutig ist.

Sei 0 < r < dist(zp, OU ) und ~, die Randkurve von U, (zp). Dann gilt fiir alle z € U,.(2),

dass ) ) .
1o fn) = - f(n)

. —= 47
2w Sy, — 2 2mi %n—zol—fl_—'zg

f(z) =

Es gilt |z — 20| < |n — 20| = r. Es folgt

TRneit=)
2T an.
" 2mi Tnon—zO n— 2

Da f auf U,(zg) stetig ist, erhalten wir
f(n

) (z—2\" |z — 20" _ |2 — 20|"
' — — S ‘f(n)| n+1 S n+1 sSup \f(n)|,
n—2z0 \1— 20 r r el (20)

also gleichméfBige Konvergenz der Reihe auf U,.(2g), d.h. es gilt

Satz 4. Sei f: U — C holomorph, zo € U und r > 0 so, dass U,(z9) C U. Wir setzen
k =sup{|f(2)|: z € Ur(20)}. Dann gilt
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Beweis. Es gilt
|
7™ (z0) = L/ Ldz ]
|z—zo|=r

2mi (z — zo)nt1t
Satz 5 (Liouville). Ist f: C — C holomorph und beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis. Es gilt

!
|f(n)(20)‘ < % r—00 0
fir k = sup{|f(z)|: z € C} < oo nach Satz 4. O

Lemma 6. Sei p € C[z] ein Polynom von Grad n mit Leitkoeffizient a,. Dann existiert
fiir jedes € > 0 ein p. > 0, so dass

(1 =8)|anz"| < |p(2)] < (1 +¢€)|anz"|
fir alle z € C\U,_(0).

Beweis. Sei p(z) = Y a2* und p(z) = ZZ;& az". Die Behauptung folgt, wenn fiir jedes
€ > 0 ein p; > 0 existiert, so dass

P(2)] < elanz"|
fir |z| > pe, denn p(2z) = p(2) + a,z™ und es gilt
(1 = &)lanz"| < [p(2)] < |P(2)] + [anz"] < (1 + £)|anz"|

fir |z| > pe.
Fir |z| > 1 erhalten wir

n—1 n—1 n—1 1 n—1
) =[S et 5 o S o = (e ) o
k=0 k=0 k=0 " k=0
Sei € > 0. Fiir |z| grof genug ist dann [p(z)| < e|a,2"|. O

Satz 7 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes nichtkonstante Polynom p € C[z] hat
mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis. Wir nehmen an, ein nichtkonstantes Polynom p(z) € C[z] hétte keine Nullstelle
in C. Dann ist 1/p(z) holomorph auf ganz C. Nach Lemma 6 existieren p, x > 0 so dass
Ip(2)| > Kl|anz"| fir alle |z| > p, wobei a,, der Leitkoeffizient von p(z) sei. Dann ist

1 1 1

<
p(2)]  klanl[z"] T p"klan]

fir |z| > p, d.h. 1/p(z) ist beschrédnkt und holomorph auf C also konstant nach Satz 5,
im Widerspruch zur Annahme, dass p(z) nichtkonstant sei. ]
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5.3 Der Satz von Morera und Anwendungen

Satz 8 (Morera). Sei f: U — C eine stetige Funktion. Gilt fir jedes abgeschlossene
Dreieck A C U, dass

f=0,

0A
so ist f auf U holomorph.

Beweis. Da Holomorphie eine lokale FEigenschaft ist, geniigt es den Satz auf einer Kreis-
scheibe zu zeigen. Sei zp € U und r > 0, so dass U,(z9) C U. Wir zeigen, dass ein
holomorphes F': U,(z9) — C existiert mit F’ = f. Fiir jedes z € U,(2) definieren wir

F(z) = /H f

Es gilt fir z,w € U,(2p), dass
F(z)+ ol f—F(w)=0.
Es folgt, dass

P LE - L[ r= [0 svma g0 0

w—z w—z

Satz 9. Sei (fn)nen eine Folge von holomorphen Funktionen f,: U — C. Konvergiert
(fn)n lokal gleichmafig auf U gegen f: U — C, so ist f holomorph.

S

Beweis. Es ist klar, dass f auf U stetig ist. Sei zo € U und r > 0 so, dass U,(zy) C
Wegen f,, — f gleichméaBig auf U, (z) gilt fiir jedes abgeschlossene Dreieck A C U, (zp)

dass
/ f=1lim [ f,=o0.
oA noe Joa

Satz 10. Seien f,: U — C holomorph mit f, — f lokal gleichmdfig auf U. Dann
gilt auch £ — £®) lokal gleichmapig auf U fir alle k € N.

(I

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass f;, — f’ lokal gleichméBig auf U, und dafiir geniigt
es zu zeigen, dass fiir jedes zp € U ein r > 0 existiert, so dass f;, — f’ gleichméBig auf
Ur(z0) CU. Sei zp € U und r > 0 so, dass Us-(29) C U. Dann gilt U,(z) C U fur alle
z € Uy(20). Es folgt fiir alle z € U,(zp), dass

/ / 1 n —
@@= g [ By
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Also gilt

|fo(z) = f1(2)] < : /ln_le Mdn < 1 52mr sup  |fu(n) — f(n)| <

P2 In — z|? T2 peau(z)
1
< sup | fu(n) = F(0)I,
n€U2r(20)

und es folgt, dass

S| =

sup |f1(z) = f(2)] < sup | fn(n) — f(n)| == 0. O
2€Ur(20) n€U2r(20)

Definition 11. Sei f: U — C und f: V. — C mit V2 U. Wir nennen f eine
Fortsetzung von f, wenn f|y = f. Ist in diesem Fall f holomorph, so ist f eine holomorphe
Fortsetzung oder auch analytische Fortsetzung von f.

Die Funktion f: U;(0) — C mit

f) = Y2
n=0

ist holomorph auf U;(0) und besitzt eine stetige Fortsetzung auf Uy (0), aber lasst sich
nicht auflerhalb von U;(0) holomorph fortsetzen.

Sei U C C offen und symmetrisch beziiglich R, d.h. genau dann ist z € U, wenn z € U.
Wir setzen

Ut :={z€U: Im(z) > 0},
U =UNR,
U™ ={z€U: Im(z) <0}
Satz 12 (Spiegelungsprinzip von Schwarz). Sei U C C offen und symmetrisch beziiglich

R. Sei f: UTUU® — C stetig auf UT UU® und holomorph auf Ut so, dass f(U°) C R.
Dann ist f: U — C mit

~ {ﬂ@ zeUtuUy°
fZ) zeU

holomorph.

Beweis. Natiirlich ist f‘UOUU+ stetig. Dann gilt fiir alle z € U, dass

lim f(z+iy) = f(x),
y—0+
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also

lim f(z —iy) = ylggg flz+iy) = f(z) = f(z).

y—0+

Also ist sogar ganz fstetig.
Weiterhin ist f|;— holomorph, denn sei 2 € U~. Dann ist Z € UT und man hat eine
Darstellung

o0

f@) =) an(z—=2)"

n=0

lokal um zy € U™. Es folgt, dass
f(2)=T@) = (= —20)",
n=0

d.h. f ist analytisch auf U~.

Sei nun xg € Uy und r > 0 so, dass U,(xg) C U. Sei A C U,(xp) ein abgeschlossenes
Dreieck. Nach dem Satz von Morera geniigt es zu zeigen, dass ffmf = 0. Ist A C
UTuU™, so folgt das aus der Holomorphie von fauf UtUU™. Sei also ANR # 0.

Wir schreiben A = AU BUC U D wie in (Abbildung). Dann ist

[ = Fr| v Fof 7= [ 7+ [ F
OA 0A 0B oC oD 0B aC
Wir schreiben C = B~ 'kah, siehe (noch eine Abbildung).
Seien av, : [0, 1] — Uy (20) so, dass a, — 3 und o, — ' gleichméBig auf [0, 1]. Es
gilt L(an) = |an (1) — an(0)| — |B(1) — B(0)| = L(B). Wir zeigen, dass foa, — fof3

gleichméBig auf [0, 1]. Dies folgt, da f auf U,(xq) stetig, also sogar wegen Kompaktheit

auf U, (xg) gleichméafBig stetig ist. Es gilt mit x = sup{|f(2)|: z € U.(x0)}, dass

| 7] < slaa0) - 50)] 220

und analog fiir h,. Auflerdem gilt

IR

wegen der gleichméfigen Konvergenz. Insgesamt folgt

I RV A R A F :

Bemerkung 13. Falls U ein Gebiet ist, werden wir sehen, dass fdie einzige holomorphe
Fortsetzung von f auf U ist.
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5.4 ldentitatssatz

Sei f: U — C holomorph. Dann ist

e}

f(z) =D an(z = 20)"
n=0
lokal um jedes zg € U mit nla, = £ (20). Ist f(z0) = 0, so ist

[e.e]

fz) = (2= 20) Y ans+1(2 — 20)",

n=0

also f(z) =22 0 mindestens linear. Die Konvergenz kénnte aber schneller sein. Dies
motiviert folgende

Definition 14. Sei f: U — C holomorph und zy € U. Man sagt, f hat in zg € U eine
Nullstelle der Ordnung n € NU {oo}, falls f(¥)(29) = 0 fiir alle k¥ < n und, wenn n < oo,

F(z0) # 0.
Bemerkung 15. Die Funktion (z — zp)™ hat in 2z eine Nullstelle der Ordnung n.

Satz 16. Sei f: U — C holomorph, dann sind dquivalent:
(i) Die f hat in zy eine Nullstelle der Ordnung n.

(ii) Es gilt
f(2) =3 ar(z = 20)"
k>n

lokal um zg mit a, # 0.
(iii) Es existiert ein r > 0 mit Up(20) C U und ein holomorphes g: Uy(z9) — C mit
9(z0) # 0 und f(z) = (z — 20)"g(2) fir alle z € Uy(2p).

Beweis. Die Aquivalenz von (i) und (ii) ist trivial. Man beobachte

()= ar(z—20)" = (z—20)" D ar(z — 20)" ",

k>n k>n

was die Aquivalenz von (ii) und (iii) zeigt. O

Satz 17 (Identitdtssatz). Sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph. Dann sind
dquivalent:

(i) Es gilt f =0.

(ii) Es gibt mindestens eine Nullstelle der Ordnung oo von f in G.

(iii) Die Menge der Nullstellen von f in G besitzt einen Haufungspunkt.
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Beweis. a = b und a = ¢ sind trivial. Wir zeigen: ¢ = b und b = a. Sei f =0 auf N
und sei zp € N ein Haufungspunkt von N, d.h. 3(z,) C N mit 2z, — 2o, f(2,) = 0 und
f(z0) = 0. Wir wissen

e}

f(z) =) an(z — 2)"
n=0
lokal um zp. Wegen f(z0) = 0 ist ap = 0. Wir wollen induktiv zeigen, dass f*)(z) = 0,
also aj, = 0, fiir jedes k. Nehmen wir fiir den Induktionsschritt an, dass f*)(z) = 0 fiir
alle 0 < k < j — 1. Dann ist

O—Zak n— 20) /(an

k>j - ZO)]

also

O—a]—i-Zak n — 20) k=g
k>j+1

— 0

Jetzt zeigen wir b = a. Sei M = {z € G | f®)(2) = 0 Vk € N} # 0. Diese Menge ist
offen, denn sei zp € M. Da G offen ist, existiert ein r > 0 mit U,(z9) C G und

o
= Z an(z — 29)"
n=0

fiir alle z € Uy(20). Aber nla, = f(z) = 0, d.h. U,(20) C M. Die Menge M ist auch
abgeschlossen, denn
M= (F*) " ({o}).

keN

Da G zusammenhéngend ist, ist also M = G, insbesondere f = 0. O

Bemerkung 18.
(i) Ein Punkt zp € N ist ein Hiufungspunkt von N, wenn eine Folge (z,)neny C N

n—oo

existiert mit z, # zg fir alle n und z, 20.

(ii) Ist f auf U(0) holomorph und f(27") =0 fur n € N, so ist f = 0.

(iii) Eine holomorphe Funktion f auf einem Gebiet G wird durch ihre Werte auf einer
sehr kleinen Teilmenge von G vollstandig festgelegt.

(iv) Sei U C C ein beziiglich R symmetrisches Gebiet. Seien f: UT UU? — C und
f : U — C wie in Satz 12. Dann ist f die einzige holomorphe Fortsetzung von f
auf U.
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5.5 Satz von der Gebietstreue und Maximumsprinzip

Lemma 19. Sei f: U — C holomorph, zy € U und r > 0 so, dass U,(zp) C U. Falls

[f(z0)] < min [f(z)], (%)

2€0Ur(z0)
so folgt, dass f auf U,(z0) eine Nullstelle hat.

Beweis. Gilt (x), so ist f(z) # 0 fiir alle z € OU,(29). Angenommen, f hétte keine
Nullstelle auf U,(z). Dann existiert eine offene Menge U C U mit U,(29) € U und
f(z) # 0 fir alle z € U. Also ist 1 /f auf U holomorph. Aus der Integralformel von
Cauchy folgt

1 / 1 anl < N 1
Pa— YV’ N/ N — max Tr/7 N1°
27 Jou, zo) F) (20 —1) | = nedls(zo) | F ()]

‘f(lzo)

d.h. nach Invertieren gilt

£ > _min |f()]

im Widerspruch zu (x). O

Satz 20 (Gebietstreue). Sei G C C ein Gebiet und f: G — C holomorph und nicht-
konstant. Dann ist f(G) wieder ein Gebiet.

Beweis. Das Bild f(G) ist zusammenhéngend. Es bleibt zu zeigen, dass f(G) offen ist.
Seiwp € f(G), etwa f(z9) = wo. Da f nichtkonstant ist, existiert nach dem Identitétssatz
ein p > 0 mit |f(2) — wo| > 0 fiir alle z € Usy(2p). Insbesondere existiert ein € > 0 mit
|f(2) —wo| > 3¢ fiir alle z € OU,(29). Wir werden zeigen, dass U.(wo) C f(G). Sei dazu
w € Us(wp). Es gilt fiir z € U, (20), dass

£ (2) —w| = [f(2) — wo| — |wo — w] > 2.

Andererseits gilt
f(20) —w[ < [f(20) — wol + |wo —w[ <e.

Zusammen folgt, dass

|f(z0) —w| <e< mrjnin |f(2) —wl|.

plz0
Aus Lemma 19 folgt, dass ein z € U,(2o) existiert mit f(z) = w, d.h. w € f(G). O

Bemerkung 21. Sei f: G — C holomorph mit Re(f) konstant oder Im(f) konstant.
Dann ist f konstant.
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Satz 22 (Maximumsprinzip). Sei G ein Gebiet und f: G — C holomorph.
(i) Hat |f| im Punkt zo € G ein lokales Mazimum, so ist f konstant.
(ii) Sei ferner angenommen, dass G C C beschrinkt und f auf G stetig fortsetzbar ist.
Dann ist

1f(2)| < max | f(w)]

wedG
fiir alle z € G.

Beweis. Die Aussage (ii) ist eine einfache Folgerung aus (i). Hat | f| ein lokales Maximum
im Punkt zp € G, so existiert ein r > 0 mit U,(z0) C G und |f(2)| < |f(20)| fir alle
z € Uy(z20). Nach Satz 20 ist f(U,(z0)) ein Gebiet und natiirlich ist f(z9) € f(U,(20)).
Dann existiert aber w € f(U,(20)) mit |w| > |f(20)|. Aber das widerspricht der Annahme,

| f| habe ein lokales Maximum im Punkt zy € G. O

Satz 23 (Lemma von Schwarz). Sei f: U1(0) — U1(0) holomorph mit f(0) = 0.
(i) Dann gilt |f'(0)] <1 und |f(2)| < |z| fir alle z € U1(0).
(i) Gibt es ferner ein zo € Uy(0) mit |f(20)| = |20| oder ist | f'(0)] = 1, so ist f eine
Drehung, d.h. es existiert ein 0 € R mit f(z) = % 2.

Beweis. Wegen f(0) = 0 ist
fz) =) anz" = 2g(2)
n=1

fur alle z € U1(0) mit einer holomorphen Funktion ¢g: U;(0) — C. Dann gilt f/'(z) =
g(2) + 2¢'(2), also f'(0) = g(0). Ist |z| =r < 1, so gilt

1> [f(2)] = Izllg(2)] = rlg(2)];

d.h. |g(2)] < 1/r fir alle z € 9U,(0), 0 < r < 1. Die Funktion ist auf U,(0) stetig, d.h.
nach Satz 5.5 ist

l9(2)| < e 9(2)] <

Mit 7 — 1 erhélt man |g(z)| < 1 fur alle z € U1(0). Es folgt |f/(0)] < 1 und |f(2)| < |2|
fiir z € Ul(O).

Ist | f(z0)| = |z0| fiir ein 2z # 0, so ist |g(z0)| = 1 und aus dem Maximumsprinzip folgt,

dass g auf U (0) konstant mit Betrag 1 ist. Also existiert ein § € [0, 27) mit g(z) = €%.

Gilt |f'(0)| = 1, so ist |g(0)] = 1 und es gilt wieder g(z) = €% fiir ein 0 € [0, 27). O

1
r
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5.6 Reell analytische Funktionen

Definition 24. Sei I C R ein offenes Intervall und f: I — R. Die Funktion f heifit
reell analytisch im Punkt x¢ € I, falls eine Reihe ), a,(x — x0)™ mit positivem Konver-
genzradius und ein r > 0 existiert mit

flx) = Z an(z — x0)"
n=0

fir alle z € (zg — r,xo + 7).

Bemerkung 25.
(i) Ist f: I — R reell analytisch, so folgt f € C°°(I).
(ii) Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, d.h. C¥(I) C C*°(I).

Beispiel 26. Betrachte die Funktion f: R — R mit

—-1/z
fz) = {e x>0

0 <0

Diese Funktion ist glatt mit f(")(0) = 0 fiir alle n € N. Also ist die Taylorentwicklung
von f in 0 konstant 0, aber f(z) # 0 fir x > 0. Also ist f nicht analytisch in 0.

Satz 27. Sei I C R. Eine Funktion f: I — R hat genau dann eine holomorphe
Fortsetzung F', wenn ste reell analytisch ist.

Beweis. Die Richtung ,,=* ist trivial. Sei f also reell analytisch. Fiir alle x € I existiert
ein p(z) > 0 mit f(y) = Yorgan(y — )" fir alle y € (z — p(x),x + p(z)). Fir jedes
x € I definieren wir

F,:By={2€C||z—z| <p(x)} —C Fx(z):Zan(zf:c)"
n=0

F, ist holomorph, denn die Potenzreihe konvergiert fir |z — z| < p(x), und Fy|p,rr =
f\(z_p(x)7x+p($)). Wir erhalten eine Familie holomorpher Funktionen {F,},cr. Wir defi-
nieren
F:U:=|)B,—C F(z2)=Fy(2), z€B,
zel

Um zu zeigen, dass F' wohldefiniert ist, sei z € By, N By, mit 1,22 € I, 1 # x2.
Wir haben F(z) = Fy,(z) und F(z) = Fy,(z). Weil die F, auf entsprechende Intervalle
in R eingeschriankt mit f tbereinstimmen, ist Fy,|p,nB,nR = Fi,|BinBnr- Nach dem
Identitétssatz ist damit F, = F, auf By N By. Also ist I’ wohldefiniert und der Satz
bewiesen. O
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Abbildung 10: Ein Gebiet W

6 Der globale Integralsatz von Cauchy

Wir bereits gezeigt, dass fiir holomorphe Funktionen f: U — C das Integral f7 f ver-
schwindet fiir geschlossene Kurven ~, die Bild einer Randkurve eines Rechtecks unter
einer stetig differenzierbaren Funktion sind. Wir werden dieses Resultat auf weniger
spezielle Kurven verallgemeinern.

6.1 Die Umlaufzahl

Definition 1. Unter einem Zyklus I' verstehen wir eine formale Linearkombination
=3 A
7
von geschlossenen Integrationswegen mit \; € Z. Ist nun f: U — C stetig, so schreiben

/Ff:;Ai 1

wir

falls imvy = |J;im~; C U.

Beispiel 2. Sei W wie in Abbildung 10. Wir sagen, dass
F=m—-—7—1-—n
der Randzyklus von W ist.

Definition 3. Sei I' ein Zyklus und zg € C \ im~. Dann ist Umlaufzahl von I' um z
durch

1 1
T = — dn.
7’L( ) ZO) 271i /1_‘ n — 2o n

Bemerkung 4.
(i) Die Zahl n(T", zp) soll messen, wie oft der Zyklus I" den Punkt zo umlauft.
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(ii) Wir werden sehen, dass fiir m € Z \ {0}, zp € C und p > 0 die m—fache Kreislinie
Ym(t) = zo + pexp(imt), t € [0,27], die Umlaufzahlen

( ) m |z—z| <p
n(Ym, 2) =
m 0 Jz—2z|>p

hat
(iii) Sei I' ein Zyklus mit I' = Z§:1 Ajvj. Dann ist n(I', z) = Z§:1 Ajin(74, 2).

Satz 5. Sei ' ein Zyklus und z € C . im~. Dann ist n(T', z) € Z.

Beweis. Die Idee ist zu zeigen, dass exp(2mn(I', z)i) = 1 ist. Sei I' = Z;?:l Ajy; eine
endliche Linearkombination mit v;: [0, 1] — C. Sei

i
27rz 0 (s —z

fir ¢ € [0, 1]. Dann ist h stiickweise stetig differenzierbar mit

h(t) =

Ebenfalls ist

stiickweise stetig differenzierbar mit
) k
o (1) = —2mit(t)g(1) + e 20y 2

Dann ist g stetig differenzierbar auf [0, 1] mit ¢’ = 0, d.h. g ist konstant, etwa g(t) = C
fiir alle t. Es gilt

k
27rzh H 7& 0

und es folgt C' # 0. Da die Kurven ~; geschlossen sind, gilt v;(1) = ~;(0) und es folgt
e27rih(1) — eZﬂ'ih(O) - 1. 0

Satz 6. Die Umlaufzahl ist als Abbildung
n(l,—): CNimy—C

stetig.
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Beweis. Sei z € C~\imT und d = dist(z,imT") > 0. Sei (z,) C C~im~y mit z, — z fiir
n — oo. Dann existiert ein Ny > 0, so dass dist(zy,,imI") > d/2 fir alle n > Ny. Es folgt

1 Z— Zn
n(T, 2) = n(T, 20)| < — S / .
QW; My (0= 2)(n — 2n)
1 k
n—oo
< %;P‘JHZ Zn|d2 L(vj) 0
far n > Np. ]

Korollar 7. Sei I ein Zyklus, G C C ein Gebiet und die Umlaufzahl n(T',—): G — 7Z
erklirt. Dann gibt es ein K € Z mit n(', z) = K fiir alle z € G.

Beweis. Die Funktion n(I',—) ist lokal konstant, da sie stetig mit Werten in Z ist. [

Beispiel 8. Betrachte die Kurve v, (t) = 2+ pe’™, t € [0,27]. Sei G die umschlossene
Kreisscheibe und G das AuBlere von 7,,. Wir schreiben n(v, G;) = n(v, 2) fiir irgendein
z € Gj. Das ist wohldefiniert, da n(v, —) lokal konstant ist. Es gilt

n(.G1) = n(rz0) = 5 [

211

2m impeimt
gt At =m-
pe

Sei z € G2. Dann existiert eine offene Menge U > Gy mit z ¢ U. Dann ist n — 1/(n—=z)
holomorph auf U und deshalb

n(.G2) =n(y.2) = Loay—o.

n—z
Definition 9. Sei I' ein Zyklus. Wir definieren das Innere von I' als
Int(T") == {2z € C~im("): n(T', z) # 0}
und das Auflere von I' als
Ext(I") = {z € C ~im(T"): n(y,2) = 0}.

Bemerkung 10. Da n(I',—) lokal konstant ist, sind Int(I') und Ext(I') offen. Ferner
gilt C = Int(I") Uim~y U Ext(T").
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6.2 Der globale Integralsatz von Cauchy

Definition 11. Ein Zyklus I mit im(v) C U, U offen, heifit nullhomolog in U, wenn fiir
jeden Punkt z ¢ U die Umlaufzahl n(T', z) verschwindet.

Beispiel 12. Die Kreislinie v(t) = pe ist nullhomolog in Us,(0), aber nicht in Us,(0).

Satz 13. Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Sei I' ein nullhomologer Zyklus
in U. Dann gilt
=
r

nﬂﬁdfwkd'—}d‘é(nfggﬁldn

und fiir alle z € U ~im T ist

2

Beweis. Wir zeigen nur

1 1 f(n)

r = — dn.
n(02)f(2) = 5 [ A an
Der Rest des zweiten Teils folgt dann durch Ableiten und der erste Teil des Satzes folgt
mit F(z) = (z — a)f(z), denn dann ist

1 rm=a)ftn) , 1
0—%ﬁé7rw(m—%ﬂéﬁ

Es geniigt zu zeigen, dass
I(z) = / Mdﬁ —0.
r n—=z
fir alle z € U ~imT'. Sei g: U x U — C definiert durch

Fm)=£(2)
_ — - NFZ
Mm@—{fé) I

Wir zeigen, dass g stetig ist und dann mittels Fubini und Morera, dass I eine holomor-
phe Fortsetzung h: C — C hat. Schliellich zeigen wir h = 0; damit folgt dann die
Behauptung.

Die Funktion g ist stetig aulerhalb der Diagonale von U xU. Seing = zp € U. Seie > 0.
Da f": U — C stetig ist, existiert ein § > 0 mit Us(z9) C U, so dass |f'(w) — f/(z0)| < €
fiir alle w € Us(zp). Seien 1, z € Us(zp) und schreibe T' = ¢(n, z) — g(z0, 20). Fur n = z
gilt

T = 1f'(n) — f'(z0)] < e.
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Sei also n # z. Dann ist

_f(ﬁ)*f(z)_/z — 1 /w_/z w
LD T = s [ @ - T,

also

7| < sup [f'(w) = f(20)] <e.
w€[n,z]

Es folgt, dass g stetig ist. Wir definieren hg: I — C durch

ho(z) = [ gn,2)dn.

Dann ist ho|ywimr = I und hg stetig. Sei A C U ein abgeschlossenes Dreieck. Es gilt

ho:/ /g(n,z)dndzz// 9(n,z)dzdn
0A O0A JT " JoA
nach Fubini. Fiir festes n € U ist g(n, —) holomorph. Also folgt

[ gm.2)az=0
0A

und nach dem Satz von Morera ist hg holomorph.
Sei Uy = Ext(T"). Dann ist Uy D C\ U, Uy offen und Uy N U # (. Wir definieren
h1: Up — C durch

hl(z) = M d?].

rn—=z
Die Funktion g: im(T") x Uy — C mit g(n,z) = f(n)/(n — z) ist stetig, also auch h;.
Fiir festes nimimI ist Uy 2 z —— f(n)/(n — z) holomorph. Fiir jedes abgeschlossene

Dreieck A C U gilt
hlz/ FO) 4, a0 =0,
OA rJoan—=z

also ist A1 holomorph nach dem Satz von Morera. Fiir z € Uy N U gilt

hi(z) = S dn — f(z)n(T, 2)27mi = /1“ f(nz : i"(z) dn = ho(z)

rn—=z

und wir erhalten eine holomorphe Fortsetzung von I auf ganz C durch

h(Z)_ hl(z) Z’GU()
N\ ho(z) zeU
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Sei (z,) C C eine Folge mit |z| — oo fiir n — co. Sei p > 0 so grof, dass imI" C U,(0).
Dann existiert ein Ny > 0 mit z, ¢ Us,(0) fiir alle n > Np, also ist n(I',z,) = 0 fir
n > Ny. Es folgt, dass

)| = I ()| < LAY sp £ = < s sl

Also ist |h| beschrankt auf C, d.h. h = 0 nach dem Satz von Liouville. Insbesondere ist
I = 0 und es folgt der Satz. O

50



7 Der Logarithmus

Gegeben sei eine injektive Abbildung f: I — R. Dann ist natiirlich f: I — f(I)
bijektiv und besitzt eine Umkehrfunktion f=!: f(I) — I. Zum Beispiel hat die Ex-
ponentialfunktion exp: R — RT die Umkehrfunktion log: R*™ — R, der natiirliche
Logarithmus. Es gilt also log(exp(z)) = « fiir alle z € R. Die Funktion sin: R — R ist
nicht global injektiv, aber fiir alle Intervalle I C R mit k5 ¢ I ist sin|; injektiv. Wir
wissen, dass sing: [—7/2 + km,7/2 + kn] — [—1, 1], 2 —— sin(z) bijektiv ist mit Um-
kehrfunktion arcsing, dem k—ten Zweig des Arcussinus. Die Funktion arcsing =: arcsin
heifit der Hauptzweig des Arcussinus.

Die Exponentialfunktion exp: C — C* ist surjektiv und periodisch. Die Funktion
exp ist also nicht global injektiv, es ist exp(z) = exp(w) genau dann, wenn z —w € 27miZ.
Fiir o € R ist die Funktion exp: D, — C* mit Dy, = {z € C: Im(z) € (a — 7, a+7)}
injektiv. Exotischer kann man den Streifen D, drehen und diinner machen und ein
analoges Resultat erhalten, es ist nur notwendig, dass der Streifen die Periode von exp
vermeidet. Sei zum Beispiel 6 = 7/4 und p klein genug und v;(t) = t(1 +4) und y2(t) =
t(1 + i) 4 . Dann gilt exp(y1(t)) = ee’ und exp(72(t)) = et und man erhilt das
Bild von exp auf dem um 6 gekippten Streifen mit Dicke p, eine logarithmische Spirale.

Es stellen sich die folgenden Fragen. Gegeben ein Gebiet G C C*, wann existiert auf G
eine Umkehrfunktion von exp? Wie sieht diese Umkehrfunktion aus, wenn sie existiert?
Ist sie eindeutig bestimmt?

Definition 1. Sei G C C* ein Gebiet. Eine stetige Funktion f: G — C, so dass
exp(f(z)) = z fir alle z € G, heifit Logarithmusfunktion oder Zweig des Logarithmus auf
G.

Bemerkung 2.

(i) Ist f: G — C eine Logarithmusfunktion, so ist exp: f(G) — G die Umkehrfunk-
tion von f, insbesondere ist f injektiv, denn seien z1,z9 € G mit f(z1) = f(z2).
Dann folgt exp(f(z1)) = exp(f(22)), also z1 = 2.

(ii) Ist f: G — C eine Logarithmusfunktion, so definiert auch fi(z) = f(z) + 2wik
fiir jedes k € Z eine Logarithmusfunktion auf G.

(iii) Sein f,g9: G — C Logarithmusfunktionen, so existiert eine ganze Zahl k mit
f(z) — g(z) = 2mik, denn es gilt exp(f(z) — g(z)) = z und ker(exp) = 27iZ, es
existiert also eine stetig Funktion k: G — Z mit f(z) — g(z) = 2mik(z) fiir alle
z € G. Aber G ist zusammenhéngend, also ist k konstant.

Satz 3. Sei G C C* ein Gebiet. Ist f: G — C eine Logarithmusfunktion auf G, so ist
f holomorph mit f'(z) = L fiir alle z € G.

Beweis. Seien zg, z € G. Wir schreiben f(z) = w und f(z9) = wp. Dann gilt

f(z) = f(z0) W — wo

z—29  exp(w)—exp(wp)’
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also

) =) wewy 11
lim —————= = lim = EE—
) wowo exp(w) — exp(wp)  exp(wo) 20

denn z — 2y genau dann, wenn w — wy. ]

Satz 4. Sei G C C* ein Gebiet. Dann sind dquivalent:
(i) Auf G ezistiert eine Logarithmusfunktion.
(ii) Die Funktion L besitzt eine Stammfunktion auf G.
(iii) Fir jeden Zyklus T' in G ist n(T",0) = 0.

Beweis. Dass Logarithmusfunktionen Stammfunktionen von % sind, haben wir schon
bewiesen. Sei nun g: G — C eine Stammfunktion von 1. Dann ist (zexp(—g(z))) =0
fir alle z € G, d.h. zexp(—g(z)) ist konstant auf G, etwa zexp(—g(z)) = C € C*.
Da exp: C — C* surjektiv ist, ist C' von der Form e€ fiir ein ¢ € C. Es folgt, dass
exp(g(z) + ¢) = z fiir alle z € G, d.h. g(2) + ¢ ist eine Logarithmusfunktion auf G.

Fiir die Richtung (iii—ii) ist fir jeden geschlossenen Integrationsweg 7 in G ist

0=n(v,0) 2m/ dn,

d.h. % hat eine Stammfunktion auf G. Fir die umgekehrte Richtung sei : [a,b] — C
ein geschlossener Integrationsweg in G. Dann ist

1 1 1

n(7,0) = 5— L dn 5 1(v(0) = 5—F(7(a)) = 0.

fur eine Stammfunktion F' von % O

Bemerkung 5.
(i) Auf C* existiert keine Logarithmusfunktion.
(ii) Auf der logarithmischen Spirale von oben existiert eine Logarithmusfunktion, denn
in ihr existiert kein Zyklus, der 0 umlauft.
(iii) Auf jeder von 0 ausgehend geschlitzten Ebene existiert eine Logarithmusfunktion.

Satz 6. Seien, fir jedes o € R, die Gebiete D, = {z € C: Im(2) € (a —m,a+m)} und
Wo = {2z = |2 € C*: p € (a —7,a+7)} gegeben. Dann ist exp: Do — W, bijektiv.

Beweis. Die Injektivitit ist klar, da ker(exp) = 2miZ. Ist w = |w|e’? € W, mit ¢ €
(v — w0 + 7), so setze z = log|w| + ip mit dem reellen Logarithmus log |w|. Dann ist
exp(z) = |w|e'¥ = w, was die Surjektivitat zeigt. O

Definition 7. Die Umkehrfunktion Log,: W, — D, von exp auf D, heifit a—Zweig
des Logarithmus. Der Zweig Log, heiflt Hauptzweig des Logarithmus.
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Bemerkung 8.

(i)

(i)

Sei a > 0 und b € R. Dann definiert man «

Es gilt fiir alle z € Wy, dass

1
Logy(2) = [ —dn,
(Lz] 7

denn schreibe z = |z]e!¥ mit ¢ € (—m, 7). Da fiir alle geschlossenen Integrations-
wege 7 in Wy das Integral [ 1/ndn verschwindet, ist

1 1 1
/ fdn:/ —dn—i—/—dn,
[1,2] 1 LIz 7 v

wobei v der Kreisbogen von |z| nach z sei. Wir parametrisieren die Wege als
[1,]2]](¢) = 1+ (J]z] — 1)t fiir t € [0,1] und, wenn ¢ € [0,¢), sei v(t) = |z|e®
fiir t € [0, ¢], bzw. wenn ¢ € (—,0], sei v(t) = |z|e” " fiir t € [0, —¢]. Dann gilt

1 Loz =1
—dn = ————dt =log|z
Jusan = Jy T g 2t = s
/

und es folgt die Behauptung.
Da Log, eine holomorphe Fortsetzung von log: R — R ist, erhalten wir die Po-
tenzreihenentwicklung

und

|Z‘€it

fo—go —i|ze’t dt =ip falls p € [0, —7T)

|z|eit

dn =

S|

{ A Pl gt = g falls ¢ € [0, )

< (1)t
Log(z) = Z fz” fir 2] < 1.
v=1

b = exp(blog(a)). Wir iibertragen diese

Definition auf C.

Definition 9. Sei G C C* ein Gebiet, auf dem eine Logarithmusfunktion Log: G — C
existiert. Dann heifit fiir b € C die Funktion

G — C~
z —— exp(bLog(z))

ein Zweig der b-ten Potenz auf G und wir schreiben 2% := exp(bLog(2)).

Bemerkung 10. Im Allgemeinen ist 2° nicht eindeutig. Sind f, g: G — C zwei Loga-
rithmusfunktionen, so ist f — g € 2miZ. Das heifit, 2° ist eindeutig bis auf einen Faktor
ek st also b € 7Z, so ist 2 eindeutig bestimmt.
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Satz 11. Sei G C C* ein Gebiet und Log: G — C eine Logarithmusfunktion. Dann
kann fir alle a € G und n € {2,3,...} die Potenz a'/™ nur die Werte

Cfl exp(Log(a)-1/n), i€ {l,...,n},

mit einer primitiven n—ten Finheitswurzel ¢,, etwa (, = exp(2mi/n), annehmen. Diese
Werte sind genau die n Lésungen der Gleichung 2" = a.

Beweis. Fir k€ {1,...,n} ist

(Gnexp(Log(a) - 1/n))" = ¢ exp(Log(a)) = a

d.h. jeder der gegebenen Werte 16st 2" = a und da sie alle verschieden sind, sind das
sogar alle Losungen von 2™ = a. Gegeben Log: G — C sind alle Logarithmusfunktionen
auf G durch Log + 2mik, k € Z, gegeben. Das heiBt, fiir a € G kann a'/™ die Werte

1 .

W = exp((Log(a) + 27mk)>, keZ,

n
annehmen. Aber pg = ug, fir alle k € Z, also hat man mit n verschieden uy schon alle
méglichen Werte von a/” bestimmt. O

Beispiel 12. Wir finden alle Lésungen der Gleichung z? = 1 + 4 auf C. Gesucht sind
die Werte von (1+14)'/2. Dafiir benutzen wir den Hauptzweig Log, des Logarithmus und
erhalten alle Losungen als + exp(Logg(1 +4) - 1/2). Es bleibt Logg(1 + 7) zu bestimmen.
Esist 1+14 = v/2exp(ir/4), also Logy(1+14) = log v2+i%. Insgesamt sind die Lésungen
von z2 =1+ genau ++v/2 - eim/8,
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8 Isolierte Singularitaten

Unser Ziel ist die Untersuchung von Funktionen, die mit Ausnahme einzelner Punkte

in C holomorph sind, wie zum Beispiel % oder Zg—ﬁrl Wir werden sehen, dass solche

Funktionen auf Kreisringen um die Singularititen eine Entwicklung der Form

oo

an(z —2z0) " + Z bn(z — 20)"
n=0

n=1

besitzen.

8.1 Holomorphe Funktionen auf Kreisringen
Wir schreiben
K,r,R)={z€C:r<|z—a| <R}
fiir den Kreisring um a mit Radien r und R. Insbesondere ist K, (0, R) = Ug(a).

Satz 1. Sei f: K,(r,R) — C holomorph. Dann existieren holomorphe Funktionen
fi: Uy — C und fo: Uy — C, wobei Uy = C \ U,(a) und Uy = Ug(a), so dass
f=fi+ f2 auf K,(r,R). Man kann fi so wdihlen, dass |fi(z)] L2 0 Durch diese
Bedingungen werden fi1 und fo eindeutig festgelegt.

Beweis. Fur p € (r, R) sei vy, die Randkurve von U,(a). Wir definieren f5 ,: Uy(a) — C

durch ) )
n
=— | —=dn.
f27p(z) 270 Jy, N — 2 "
Die Funktion z —— f(n)/(n — z) ist fiir alle € im(vy,) auf U,(a) holomorph, also folgt
aus den Sétzen von Morera und Fubini, dass f2 , auf U,(a) holomorph ist. Sei p’ € (p, R).

Zu jedem z € Up(a) finden wir eine offene Menge U C K,(r, R), so dass Kq(p,p’) C U.
Dann ist auf U die Funktion n — f(n)/(n — z) holomorph. Aus dem Satz von Cauchy

folgt
f(n) dy = / f(n) .
Yp "7 -z 'Yp/ 77 -z
Damit ist die Funktion

fg: UR(CL)*C
%1/ 1 g,

270 Sy, — 2

fir ein p € (r, R) mit p > |z — a|, wohldefiniert und holomorph. Ebenso ist die Funktion

f1:C~NUy(a) — C
1 f(n)
— — dn,
z /YG n

2mi Jy, m — 2
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fir ein ¢ € (r,R) mit ¢ < |z — a|, wohldefiniert und holomorph. Wir zeigen, dass
f = fi + fa auf Kq(r, R). Offensichtlich ist der Zyklus v = =, — 7, nullhomolog in
K,(r,R) fir alle r < 0 < p < R. Aus dem Satz von Cauchy folgt

0 Lof oS, L[ S
D L [ e

" omi v N — 2 21t Sy, m— 2

fir o < |z —al| < p.

|z| =00

Diese Zerlegung ist eindeutig, denn ist f = g1 + g2 mit |g1(z2)]
f1— 91 =go — f2 auf K,(r, R). Dann ist

0, so gilt

h(z) = {(92 — f2)(2) 2 € Ug(a)
(fi —g1)(2) z€C~Ua)

wohldefiniert und holomorph auf C. Es gilt |h(z)] 422°% 0, also h = 0 nach Liouville. O

Bemerkung 2. In der Situation von Satz 1 nennt man f; den Hauptteil von f und fo
den Nebenteil von f. Natiirlich gilt

oo
E an(z —a)"
n=0

fiir gewisse a,, und z € Ug(a).

Definition 3. Unter Laurent—Reithen um zy € C versteht man Reihen der Form

o

Zanz—zo Z (z — 20) —|—Zanz—zo) "

neL = n=1

Der erste Summand heifit Nebenteil, der zweite Hauptteil. Eine Laurent—Reihe heifit kon-
vergent (bzw. gleichméBig konvergent, lokal gleichméBig konvergent, etc.) wenn Haupt-
und Nebenteil es sind.

Bemerkung 4. Sei 1/r € (0, 00| der Konvergenzradius von > ;> a_p,n"™ und R € (7, o0]
der Konvergenzradius von » ;> a,z". Dann gilt

(i) Die Reihe %%, a_, 2™ konvergiert lokal gleichmifig auf C ~. U,.(0).

(ii) Die Laurent-Reihe }°, 7 anz™ konvergiert lokal gleichméfig auf Ko(r, R).

Satz 5. Sei f: K,(r, R) — C holomorph. Dann gilt

Za_ z—a) +Zanz—a Zan(z—a)”

nel
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fiir alle z € K,(r, R) und gewisse a,. Der erste Summand konvergiert auf C ~ U,(a)
lokal gleichmdfig gegen den Hauptteil von f, der zweite Summand konvergiert auf Ugr(a)
lokal gleichmdfig gegen den Nebenteil von f. Ferner gilt, dass

_ 1 f(z)

fiir allen € Z und r < p < R.

Beweis. Wir wissen schon, dass
f(z) = fi(z) + Z an(z —a)"

fir alle z € Ky(r,R), worin f; der Hauptteil von f ist und > ;2 an(z — a)™ lokal
gleichméBig auf Ur(0) gegen den Nebenteil von f konvergiert. Offensichtlich ist

F: Ul/r(o) - C\W

w%a+%

biholomorph mit F~!(z) = (2 —a)~!. Die Funktion fi o F: U.l/T(O) — C ist holomorph
und es gilt
lig(l)(ﬁ oF)(z) = lglg)f1(a +1/z)=0.

Die Fortsetzung h: Uy /,(0) — C mit h(z) = (f1 o F)(z) fiir 2 # 0 und h(0) = 0 von
f1 o F ist holomorph. Es folgt, dass

)
=Y b
n=1

fiir alle w € Uy ,(0) und gewisse b,,. Die Reihe konvergiert lokal gleichméflig auf U, /,.(0).
Da F: Uy ,(0) — C \ U, (a) bijektiv ist, gilt

fi(2) = h(FE ) = 3 balz —a) ™.
n=1

Die Reihe konvergiert lokal gleichméfBig auf C \ U, (a). Man definiert nun a_,, := b,,.
Sei r < p < R und n € Z. Die Laurent-Reihe f(2) = Y 1cz an(z — a)* konvergiert
gleichméfBig auf OU,(a). Daher gilt

/|za G ;f( o z—Zak/ k =1z,

kez Ylzmal= P

Aber (z — a)k~"~1 hat eine Stammfunktion auf Ur(a) fiir k # n, also folgt

/ Ldz = 2miay,. O
|z—al=p (

- a)n+1
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Korollar 6. Sei f: K,(r, R) — C mit
fz) =3 an(z—a)",

neL

wobei die Reihe auf K, (r, R) lokal gleichmajig konvergiert. Dann ist f holomorph,

_ 1 f(z)

und

L owp 15

lan| <
P 2€0U,(a)

firallen € Z undr < p < R.

Beweis. Da die Laurent—Reihe gleichmafig konvergent ist, ist f holomorph und

fl(z) = Z ann(z —a)" L.

ne”

Daraus folgt alles. ]

Beispiel. Wir finden eine Darstellung als Laurent-—Reihe fiir f(z) = 272(1 — 2)~!. Diese
Funktion ist holomorph auf C ~ {0, 1}. Wir kénnen also verschiedene Kreisringe betrach-
ten, zum Beispiel die Ringe Ko(0,1) = U1(0), K1(0,1) = Uy (1) und K 5(1/2,00).

(i) Fiir z € U;(0) haben wir

11 r& 11 &
UOR T P OL i AP DLy

eine Laurent—Reihe fiir f auf U1(0).
(ii) Sei z € Uy(1). Es ist

1 1 > 1 > _
6 = T = LA = -

(iii) Sei z € Kj/5(1/2,00). Dann ist |z — 1/2| > 1/2, das heift [2z — 1| 7' < 1. Es gilt

[ =t

22z 1-—z

und wir kénnen jeden Summanden einzeln entwickeln. Es ist

1 1 1

2 2—1)241/2 (z—1/2)(1+ (22— 1))

und man kann wieder mit der geometrischen Reihe entwickeln.
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8.2 Singularitaten

Sei U C C offen, zg € C~ U und f: U — C holomorph. Der Punkt zy heifit isolierte
Singularitat von f, falls ein r > 0 existiert, so dass U, (z9) C U.

Definition 7. Es sei zg € C eine isolierte Singularitdt einer holomorphen Funktion
f: U~ {2z} — C. Dann heifit 2
(i) hebbare Singularitit von f, falls ein r > 0 existiert, so dass U,(z9) C U und Flu
beschrankt ist.
(ii) Pol von f, falls |f(z)] — oo fiir z — 2.
(iii) wesentliche Singularitat, falls zp weder eine hebbare Singularitét noch ein Pol von
f ist.

20)

Bemerkung 8. Wir werden sehen, dass zg genau dann eine hebbare Singularitat von
f ist, wenn lim,—,,, f(2) existiert und endlich ist, und zy genau dann eine wesentliche
Singularitdt von f ist, wenn lim, ., | f(z)| nicht existiert.

Beispiel 9. Sei f: C* — C mit
(i) f(2) = z. Dann hat f eine hebbare Singularitiat an 0.
(ii) f(z) = sin(z)/2. Dann hat f eine hebbare Singularitiit an 0, denn f(z) = 14+ O(2?)
um 0. Die Funktion f besitzt hier eine holomorphe Fortsetzung auf ganz C.
(iii) f(z) = €*/z. Dann ist 0 ein Pol von f.
(iv) f(z) = e!/%. Die Folgen (1/n), und (1/in), konvergieren gegen 0. Aber

n| n—oo
e ——

und

e = 1.

Also ist 0 weder hebbare Singularitdt noch Pol von f, also eine wesentliche Singu-
laritat von f.

Satz 10 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei f: U — C holomorph und zo ¢ U eine
isolierte Singularitdt von f. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Singularitat zy ist hebbar.

(ii) Es existiert eine holomorphe Punktion f: U U {z} — C mit fly = f.

Beweis. In der Richtung (ii—i) ist f stetig in zp, also natiirlich beschrankt in einer
Umgebung von zg. Dann ist auch f beschrankt auf der entsprechenden punktierten
Umgebung.
Fiir die Richtung (ii—i) seien r,¢ > 0 mit |f(z)| < ¢ fiir z € U,(2). Wir definieren
g: Ur(z9) — C durch
B ORET
9(z) = {

0 z =2z
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Dann ist g auf U,(zp) holomorph, denn fiir z € U,(z)

L) o ey =20

Z— 20

Also ist sogar ¢'(z) = 0 fiir alle z € U,(2). Da g(20) = ¢'(20) erhalten wir fiir alle
z € Up(20), dass

g(z) = Z an(z — 20)" = (2 — 2)* Z an(z — 20)" 2 = (2 — 2)* Z apso(z — 20)k.
n=2 n=2 k=0

Die Reihe Y agi2(z — 20)F hat den gleichen Konvergenzradius wie die Taylorreihe von
g um zg und wir setzen

F) =3 arale — 20)"
k=0

fir alle z innerhalb des Konvergenzradius. Dann liefert f die gewiinschte Fortsetzung
von f. O

Satz 11. Sei f: U — C holomorph und zo ¢ U ein Pol von f. Dann existiert ein
k €N, so dass

gk : U—=C
2 (2= 2)"f(2)

eine hebbare Singularitit in zg hat. Das kleinste solche k nennt man die Ordnung des
Pols zg.

Beweis. Es existiert ein r > 0 so, dass |f(z)| > 1 fiir alle z € U,(20). Dann ist
h(z) := 1/f(z) holomorph auf U,(z) und lim, ., h(z) = 0. Also existiert eine holo-
morphe Fortsetzung hg: U,(z9) — C von h mit hg(z9) = 0. Es folgt, dass ein n € N,
eine offene Umgebung U C U,(2p) von 2y und eine holomorphe Funktion g: U — C mit
g(z) # 0 existiert, so dass ho(z) = (z—20)"g(z) auf U. Sei e > 0 so, dass |g(z)| > |g(z20)|/2
fiir z € U.(2p). Dann gilt fiir alle z € U.(z), dass

1 2
£ = )" = || <
9(2) |~ 1g(20)]
Das heifit, z( ist eine hebbare Singularitat von f(z)(z — 2z9)". O

Korollar 12. Sei f: U — C holomorph und zg € U ein Pol von f. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
(i) zp ist ein Pol der Ordnung n von f.
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(ii) Es existiert ein € > 0 und eine holomorphe Funktion hg: Us(z9) — C mit
h0|UE(z0) =1/f, so dass hy eine Nullstelle der Ordnung n hat.

Satz 13 (Casorati-Weierstrafl). Eine isolierte Singularitit zo ¢ U von f: U — C ist
genau dann wesentlich, wenn fir jede Umgebung V- C U wvon zy das Bild f(V ~ {zo})
dicht in C liegt.

Beweis. Sei zy eine wesentliche Singularitdt von f. Angenommen, es gibt ein r > 0, so
dass f(U,(z0)) nicht dicht in C liegt. Dann existieren & > 0 und wy € C mit | f(z)—wo| > €
fiir alle z € U,(29). Also ist die durch g(z) = 1/(f(z) —wyp) definierte Funktion auf U, (z)
holomorph mit einer hebbaren Singularitét bei 2. Sei lim, ., g(z) = ¢ € C. Damit hat
f(z) =wp+1/g(z) eine hebbare Singularitiat bei zg falls ¢ # 0 oder einen Pol bei 2 falls
c=0. O

Satz 14. Sei f: U,(z) — C fiir ein zy € C und r € (0, 0c] mit

f(z) = Z an(z — 20)".

ne”

Die isolierte Singularitit zg von f ist genau dann
(i) hebbar, wenn a, =0 fir alle n < 0.
(ii) ein Pol der Ordnung k, wenn a, =0 fir alle n < —k und a_j, # 0.
(iii) wesentlich, wenn ay, # 0 fir unendliche viele n < 0.

Definition 15. Eine Funktion f heifit meromorph in U, wenn es eine diskrete Teilmenge
P von U gibt, so dass f auf U ~. P holomorph ist und in jedem Punkt von P einen Pol
hat.

Bemerkung 16.

(i) Mit P = () sieht man, dass holomorphe Funktionen auch meromorph sind.

(ii) Muss man P # () wihlen, so ist f keine Abbildung U — C. Wegen lim,_,, | f(2)| =
oo fiir alle 2 € P ist es natiirlich C zu Pl = C U {oo} zu erweitern. Wir sagen
zp, — 00, genau dann, wenn |z,| — oco. Mit diesen Festlegungen ist f: U — ]P’(lc
mit f(P) = {oo} wohldefiniert und stetig.

(iii) Eine Funktion f: U — P{ ist genau dann meromorph, wenn f sich lokal als Bruch
von holomorphen Funktionen darstellen ldsst. Damit sieht man leicht, dass die
Menge .# (U) aller meromorpher Funktionen U — C mit punktweiser Addition
und Multiplikation einen Korper bildet.
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8.3 Die Riemannsche Zahlkugel

Wir konnen die Sphére S? C R3 mit P identifizieren. Es ist S = {z € R3: ||z, = 1}
und sei N = (0,0, 1). Dann ist die Abbildung

p: 52 — PL
S2{N}s>ar— 1_1x3(x1+ix2)
N —— o0

stetig und invertierbar. Diese Abbildung identifiziert S? mit ]P’%j durch eine Strecke zwi-
schen N und z € S2. Die Umkehrabbildung erfiillt

o Ny 4 ixg) = (221, 239, 22 + 22 — 1)

a3+ a3 +1
und

¢ 1(c0) = N.

Diese Abbildung ¢ heifit stereographische Projektion und deswegen heif3t IP)}C oft Rie-
mannsche Zahlkugel.
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9 Der Residuensatz und Anwendungen

9.1 Der Residuensatz

Der Residuensatz ist eine Verallgemeinerung des Integralsatzes von Cauchy auf holomor-
phe Funktionen mit isolierten Singularitéten.

Definition 1. Es sei f eine auf U bis auf isolierte Singularitdten holomorphe Funktion.
Wir definieren das Residuum von f an der Stelle zg € U als die Zahl

res;, (f) = i /|Z_zo|ef

wobei € > 0 so zu wihlen ist, dass hochstens zy eine Singularitdt von f in Ug(zp) ist.

Bemerkung 2.
(i) Sei M C U die Menge aller isolierten Singularitdten von f in U, ¢ wie oben und
Ye(z0) die Randkurve von Uc(zp). Sei 7y ein geschlossener Integrationsweg in U ~ M,
so dass I' = v — 7-(zp) nullhomolog in U ~ M ist. Dann ist

Af = res,, (f)-

(ii) Ist zp € U keine isolierte Singularitdt von f, so ist res,, (f) = 0.
(iii) Ist 29 € U eine isolierte Singularitiat von f, so kénnen wir £ > 0 so klein wéhlen,
dass f auf Us.(29) holomorph ist und

f(z) = Z an(z —20)"

ne’l

fiir gewisse a,, auf ganz Us.(zg) gilt. Dann gilt

1
b = a_-1.
2me /Z_ZO|:€ f !

Satz 3 (Residuensatz). Es sei U C C offen, M eine diskrete Teilmenge von U und
f: U~ M — C holomorph. Dann gilt fiir jeden nullhomologen Zyklus v in U mit
im(y) CU N~ M, dass

[yf = 27 Z n(v, z) res,(f).

zeM

Beweis. Sei My C M gegeben durch
My ={z¢€ M: n(y,z) # 0}

und My = M~ M;. Es ist #M; < oo, da im(y) kompakt ist. Schreibe M; = {z1,..., zx }.
Sei 1 < j < k und h; der Hauptteil von f um z;. Nach Satz 1 wissen wir, dass h; auf
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C \ {#;} holomorph ist. Es folgt, dass f — h; holomorph auf (U ~ M) U {z;} ist, d.h.
J — 22 hj ist holomorph auf U \ Ms. Der Zyklus v ist nullhomolog auf U \ M3 und es
folgt mit dem Integralsatz von Cauchy, dass

T ) Sy g

Jj=1

N oo  oAn e - ‘
wenn hj(z) = > 02 a—n(z — ;)" in einem Kreisring um z;. O

Bemerkung 4.
(i) Esist res,(af +bg) = ares,(f) + bres,(g).
(ii) Ist zp ein Pol erster Ordnung von f, so gilt res,, (f) = lim,—,(z — 20) f(2).
(iii) Ist g um 2o holomorph und hat f dort einen Pol erster Ordnung, so gilt

g(z) resz, (f)

Z— 20

res. () = ressy ) = glz0) xesey ().

(iv) Hat f in zp einen Pol der Ordnung n, so gilt

n—1

(n—1)res,, (f) = im ——=(2 — 20)" f(2).

z—z0 dgn—1

9.2 Anwendungen: Reelle Integration

Das Prinzip lautet wie folgt. Fiir I C R ein Intervall betrachte

%

Das Prinzip ist, eine Beziehung zwischen [; f und dem Integral einer holomorphen Fort-
setzung (bis auf isolierte Singularitdten) von f entlang einer geschlossenen Integrati-
onskurve in C. Letzteres Integral lasst sich dann mittels des Residuensatzes berechnen.
Haufig wird I = (—o0, 00) sein. Zuerst eine kurze Wiederholung zu uneigentlichen Inte-
gralen:

Riemann—Integrale sind nur auf kompakten Intervallen definiert. Eine Funktion be-
schriankte f: [a,b] — R heifit Riemann—integrierbar, wenn das Oberintegral von f
gleich dem Unterintegral von f ist. Das sind zum Beispiel immer Treppenfunktionen,
monotone Funktionen und stetige Funktionen. ist f: [a, 00) — R eine Funktion, die fir
alle R > a auf [a, R] Riemann—integrierbar ist und existiert

) R
Jim [,
1
/ REI;O/ J
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Beispiel. Sei f(z) =27 mit s > 1. Dann ist

R
/Rx_dez xlfs _ 1 < 1 B 1 ) Rooo al s .
o l—sa

s—1\a*s"t Rs-1 s—1
Ist f: (a,b] — R auf [a + ¢, b] Riemann—integrierbar und existiert

b

lim f,

e
so heifit )

/ f=1lim f
EHO ate

das uneigentliche Integral von f auf [a,b].
Beispiel. Sei f(z) =z~ mit s € (0,1). Es ist

1 e 1
l—-a 1-—s 1—3s

Also existiert das uneigentliche Integral von f auf [0, 1].
Weitere Beispiele fiir uneigentliche Integral sind:

e Sei f: (—00,00) — R auf jeder kompakten Teilmenge von R Riemann—integrier-
bar. Wir definieren das Integral

0 Rs
/ f = lim f + lim f, (1)

R1—o00 R>—0o0 Jo

falls beide Grenzwerte existieren.

e Sei f: [a,b) U (b,c] — R. Wir definieren das Integral

/C::lim b6f+hm f (2)

e—0 (Ho
e>0 a o> b+
falls beide Grenzwerte existieren.

Falls beide Grenzwerte in (1) bzw. (2) existieren, so gilt
[or= [

/f—hm b€f+ ot

bzw.
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Anwendung 1. Sei R eine rationale Funktion, die in oo mindestens zweiter Ordnung
verschwindet und keinen Pol auf R hat. Dann gilt

/_O:o R(z)dx = 2mi Z res,(R).

Im z>0

Beweis. Da R stetig ist (fiir # € R) und |R(x)| < Clx|72 fiir grofie z, existiert das
uneigentliche Integral von R tiber (—oo,00). Also gilt

/O:o R(z)dz = ;Lngo /f; R(z)dzx.

Sei M C C die Menge der Singularitdten von R und sei I') = 1,72, wobei 1 , die
Strecke entlang der reellen Achse von —p nach p und v, der Halbkreis in der oberen
Halbebene von p nach —p sei. Sei nun p so grof3, dass alle Singularitdten von R mit echt
positivem Imaginarteil im inneren von I', liegen. Dann gilt:

/_pp R(z)de = /Fp R(z)dz - /w,p R(z)dz
= 2mi Z res,(R) — R(z)dz.

Im2>0 72,p

Fiir grofle p gilt fiir ein geeignetes C, dass

R(z)dz

V72,0

C C
S/ Tmdz=—5mp LEE) m
V2,0 ’Z‘ P

Anwendung 2. Sei R eine rationale Funktion, die auf R keinen Pol hat und in oo
mindestens erster Ordnung verschwindet. Dann gilt:

(i) R(z)e™ ist auf (—oo, 00) integrierbar im uneigentlichen Sinn.

(ii) Fir das Integral gilt

/_O:o R(x)e™ dx = 27i Z res, (R(n)e™).

Im 2>0

Beweis. Wir zeigen, dass

P2 .
lim lim R(z)e" dx
p1700 p20 J_ ;)

existiert. Wahle I' = ~17v9v3y4 wie in Abbildung 11. Wahle p1, p2 und s so grofi, dass
alle Singularititen von R(z)e’”* mit echt positivem Imaginirteil innerhalb von I' liegen.
Dann ist

p2 . , .
/ R(z)e" dz = 2mi Z res,(R(n)e') — / R(z)e'* dz.
—p1 Im %0 17273
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2 is

3 g2t

—p1 Y4 P2

Abbildung 11: Die Integrationskurve in Anwendung 2

Wir schreiben
I; :/ R(2)e” dz.
¥

J

Dann gilt fiir grofle s, dass

C
uggf/ ¢
S Jy2

fiir geeignetes C. Weiter gilt

i(Re(z)+is) dz < 2675(p1 + p2) —0,

1 . .
|| = ‘/ R(py + its)e’P2tits) g dt’ <
0

1 —ts 1
< 5/ Ce —_dt < —g le_ts

p% —+ (ts P2 S t=0
= —(1—e°%) —0.
Pz( )
Analog erhélt man
|I5| < g(l—e_s)*ﬂ). d

P1

Bemerkung 5. Fiir beide Anwendungen ist es nicht notwendig, dass R eine rationale
Funktion ist. Es geniigt, dass R in einer Umgebung der abgeschlossenen oberen Halbebe-
ne H bis auf endlich viele Singularititen z1, ..., 2, mit z; ¢ R holomorph ist und dass
R im Unendlichen entsprechend schnell abféllt.

Beispiel 6. Wir berechnen

> cosx cos T
I'= 55 d . 5d
0o a“+=x 2 o0 0° F+
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fiir @ > 0. Dann folgt aus Anwendung 2, dass

IzRe(m’ Z resz((ﬂe_z:zz))

Im z>0

Es ist )
1z

1z e

e
a2+ 22 (z+ia)(z —ia)

also ist die einzige Singularitét in der oberen Halbebene bei z = ia. Es gilt

1z 612 6—&

I (R R T . -
resw(a2 + z2) zggl(z ia) (z +ia)(z —ia) 2ia

/‘X’ COST_ o e ®
——dx =

o a2+ 22 "9

Anwendung 3 (Integration von 0 bis co). Sei A € (0,1) und R eine rationale Funktion

ohne Pole auf R>q, so dass R in oo mindestens zweiter Ordnung verschwindet und in 0
holomorph ist oder dort einen Pol erster Ordnung hat. Dann ist

und es folgt

0 2mi
/0 2 R(z)dx = o %resz(z)‘R(z))

wobei f(z) = 2* == exp(\ Log, (2)).
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Sei S C C diskret und schreibe S = {a;}jeny mit 0 = |ag| < |ai| < .... Seien weiter
m; € N gegeben. Der Ansatz

F) =2 [~ z/aj)™ eLi(z/aj)m;
j=1
konvergiert gegen eine holomorphe Funktion, wenn
3 ’(1 — z/a;)™ eFiF/aim; _ 1‘ (1)
Jj=ko
lokal gleichméfig konvergiert. Fiir kleine |z| hat das Problem

(1—z)met) =1

eine Losung, namlich

A(z) = Logo(1 =)™ =m; 3 =
Setze N :
Py, (z/a;) = 2 (Z/Zj)
und

Der Ansatz wird dann

Wir miissen jetzt die Grade k; so wéhlen, dass |E(z/a;)™ — 1] klein wird.
Lemma 7. Seien m > 0 und k > 0 ganze Zahlen, |z| < 1/2 und 2m|z|F¥T! < 1/2. Dann
gilt

|Ep(2)™ — 1| < 4m)|z|*L.

Beweis. Es ist
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Wir schreiben A(z) fiir den Exponenten. Also gilt |Ej(2)™ — 1| = |e4(®) — 1] und wir
erhalten

e 1< Y B <
n=1 : n=1

und
|A(z)] <m Z EL =zt Z |z|" < m)z|F! Z 1/2" = 2m|z|F+L.
j=k+1 n=0 n=1
Es folgt
oo o0
|Ep(2)™ —1| < Z(2m|z|k+1)" = 2m)|z|FH! Z(2m|z|k+1)j < 4m|z|FL. O
n=1 7=0

Lemma 8. Ist N € N grof$ genug und k;j > j +m;, so konvergiert
(o ¢]
Y | Biy(z/ay)™ —1
j=N

lokal gleichmdfsig auf C.
Beweis. Wir benutzen, dass |a;| — oco. Sei Ur(0), R > 0, fest. Wihle N so grof, dass
R/|a;| < 1/2 und 2m;(R/|a;|)*+1 < 1/2. Letzteres ist immer moglich, denn
2m;(R/|a; )%t < my(1/2)% < my(1/2)7+™ < (1/2)7.
Aus 7?7 erhalten wir, dass
Bk, (z/a;)™ — 1| < dmjz/a;MHh < 2m;(1/2)7T™ < 2(1/2)7.

Es folgt, dass die fragliche Summe gleichméaBig auf Ur(0) konvergiert. O

Satz 9 (WeicrstraB). Es sei S = {(aj,m;j)}jen eine Punktverteilung mit 0 = |ag| <
la1] < ..., m; € N. Dann gibt es eine holomorphe Losung der Nullstellenverteilung

f: CJtoC, so dass

F(z) =20 [ (1 - z/az)mae™ P /)
j=1
mat

k; 2N
Py(2) =) —
n=1 n

und wobei k; € N so gewdhlt werden muss, dass fiir groffle N die Reihe

o0

> By, (2/aj)™ 1

j=N

lokal gleichmdfig auf C konvergiert. Es gendigt, kj > j +m; zu wdhlen.
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Beispiel. Wir finden eine holomorphe Funktion f mit Nullstellen in N der Ordnung 1.
Es geniigt

(1= z/4)e*,

.,:18

flz) =

7=1

denn ‘
‘(1 . z/aj)epkj(z/]) _ 1‘ S 4‘Z/]|kj+1

9.3 Der Satz von Mittag—Leffler

Wir betrachten folgende Frage. Gegeben {(a;,m;)}q;es fiir eine diskrete Menge S C C,
gibt es dann eine holomorphe Funktion f: C S — C, die an jeder Stelle a; € S
einen Pol der Ordnung m; hat. Die Antwort ist “Ja” und man kann noch ein schérferes
Resultat beweisen.

Satz 10 (Mittag-LefHler). Es sei S = {a;j}jen mit 0 = |ag| < |a1| < Jao| < ... eine
diskrete Teilmenge von C. Seien hj: C — C ganze Funktionen. Dann gibt es eine
holomorphe Funktion f: C S — C deren Hauptteil in a; € S durch h;j gegeben ist,
d.h.

f(2) *hj< ! )

Z—CLJ'

hat in a; eine hebbare Singularitit. Man kann

e =mn() 3 (m(2) - )

wéhlen, wobei Py, das Taylorpolynom um 0 von hj(1/(z — a;)) bis zur Ordnung k; ist.
Die Summanden bezezchnen wir mit M;(z).
)

Beweis. Zur Konvergenz sei Kr = Ug(0), R > 0, fest. Wihle N > 0 so groB, dass
laj| > 2R fir j > N. Dann ist h;j(1/(z — a;)) holomorph auf Kp fir j > N mit

Taylorentwicklung
(L) =S

Sei Py, (z) = Zij:o ¢nz" und wiéhle k; so groB, dass

1
52"

hi(s=) ~ Pu(a)| < -

Z—(Zj

Daraus folgt die gleichméfiige Konvergenz auf Kg. Die gewiinschte Eigenschaft folgt,
denn fiir festes k ist

k—1
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holomorph lokal um ay.
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