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16 Das Lebesgue-Integral im R"

Definition. Sei Q C R". @ ist ein Quader, wenn es beschriankte Intervalle I,..., 1,
gibt mit Q = I x -+ X I,,.

Lemma 1. Seien Q1,...,Qr C R"™ Quader. Dann gibt es nichtleere paarweise disjunkte
Quader Py,..., P, CR"™ mit

1 UL Q=1 P
2. PiNQ;i =0 oder P; CQ; firl<j<mundl<i<k.
Beweis. durch Induktion iiber n.

Definition. Sei @) C R" ein Quader. Wir definieren das Volumen v(Q) von Q wie folgt:
Ist I ein beschréanktes Intervall, mit linkem Randpunkt a und rechtem Randpunkt b, so
setze v(I) =b—a. Ist Q = I X -+ x I, mit Iy,..., I, beschrankte Intervalle, so setze
v(Q) =v(ly)---v(l,). Ist @ wie oben, so schreibe manchmal auch v, (Q) fiir v(Q).

Lemma 2. Seien Q1,...,Qr C R"™ paarweise disjunkte Quader, und sei @ = ||i"; Q;.
Ist Q ein Quader, so gilt v(Q) = >_1; v(Q:).

Beweis. anschaulich klar.

Definition. Fiir eine Teilmenge A C R"™ definieren wir die charakteristische Funktion
14: R®™ — R durch

1 falls z € A
la(z) = {

0 falls z e R" A
Es gilt also fiir A, B C R"
1AUB = maX{lA, 13}

1AﬁB = min{lA, 13}
1A\B = maX{O, 1A - 13}

Definition. Sei f: R™ — R. f ist eine Treppenfunktion, wenn es Quader Q1,...,Q, C
R™ und ay,...,ar € R gibt, mit f = Zle a;lg,. Es folgt unmittelbar, dass die Treppen-
funktionen auf R™ einen Vektorraum bilden.

Definition. Sei nun f = Y, a;1lg, eine Treppenfunktion auf R". Wir méchten das
Integral von f definieren durch

k
/fdx = ;aw(Qi)

Hierzu miissen wir zeigen, dass dieser Wert unabhangig von der speziellen Darstellung
von f ist, die natiirlich nicht eindeutig ist.



Lemma. Sei f = Zle ailg, = ZT:l bjlp, eine Treppenfunktion auf R™. Dann gilt
Y av(Qi) = X7k bjv(P;).

Beweis. Durch Hinzufiigen von Summanden der Form 0-1¢p kénnen wir o.E. annehmen,
dass k = mund Q; = P;. Nach Lemma 1 gibt es paarweise disjunkte Quader Sy,...,S5; C
R"™ mit

(1) Uiz Qi = U1 S;
(2) SjﬂQi:®oderSjQQifﬁrlgjglundlgigk.

Fir 1 < j < Isetze Bj = {i: S; € Qi} und ¢; = > ;cp a;. Wegen (2) ist dann fiir
alle x € S; f(x) = ¢;. Setze nun fir 1 <i <k A; = {j: 5 C Q;}. Wegen (1) ist also
Qi = Ujea, S;- Nach Lemma 2 gilt also v(Qi) = 3¢ 4, v(S;). Somit folgt

k k I
D aiv(@) =D ai Y v(S) =
=1 -

i=1  jEA; j=1

l
(Z az‘) v(S;) = Z:Cj’v(sj)

iEBj

Analog folgt >°F_, biv(Q;) = 5:1 c;v(S;). Somit kénnen wir das Integral von Treppen-
funktionen wie oben definieren. O

Satz 3. Seien f,g: R™ — R Treppenfunktionen und ¢ € R. Dann gelten:

(1) /(f—i—g)dx:/fdx—i-/gdx
(2) /cfdw:c/fda?

(3) Falls f < g, so/fdxg/gdx

Beweis. (1) und (2) folgen aus der Definition. Wie oben finden wir mit Lemma 1
paarweise disjunkte nichtleere Quader Q1,...,Q% und ay,...,ag,b1,..., b € R mit
f= Zle a;lg, und g = Zle bilg,. Ist dann f < g, s0 a; < b; fir 1 < ¢ < k, also

ist
/fdxﬁ/gdaz O

Bemerkung. Ist @ ein Quader, so ist v(Q) = /1@ dzx.

Bemerkung. Ist f eine Treppenfunktion, so ist |f| eine Treppenfunktion, und es gilt

[ ras] < [151d0

Beweis. Sei f eine Treppenfunktion auf R™. Dann existieren paarweise disjunkte Qua-
der Q1,...,Qr € R™ und aq,...,ar € R mit f = Zf;lailQi. Dann ist aber |f| =
Zle lai|1g,, also eine Treppenfunktion. Der Rest folgt aus Monotonie und Linearitét
wegen f,—f < |f]. O




Aus technischen Griinden betrachten wir im Folgenden Funktionen von R” — R. Wie
wir mit oo und —oo rechnen wird keine wesentliche Rolle spielen. Es sei deshalb einfach
auf irgendeine sinnvolle Weise fortgesetzt.

Konvention. “Funktion auf R"” bedeutet im Folgenden “Funktion von R™ nach R”.

Definition. Sei f: R® — R. Eine Hiillreihe von f ist eine Reihe der Form

o
v = Z 1y
k=0

mit den Eigenschaften:
(1) Die Qi sind offene Quader im R" und ¢; € R*.
(2) Fur alle x € R™ gilt
o0
[f(@)] < o(z) := I;)Cklczk (z)

Weiterhin sei der Inhalt von ¢:

oo
I(p) = c(Qr)

k=0
Bemerkung. Fiir k € N sei Q = (—k, k)™. Dann ist fiir jedes f: R" — R Y2210, eine
Hiillreihe von f.
Definition. Sei nun f: R® — R, Wir definieren die L'-Halbnorm von f durch

IIfll1 = inf{I(¢): ¢ ist Hilllreihe}

Bemerkung. Offenbar gilt: Falls |f| < |g|, so ist [|f]l1 < |lg]l1-
Bemerkung. | - ||1 ist eine Halbnorm, d.h. || f||; > 0, und es gilt fiir f,g: R* - R, ce R
(N2) flefll = lelllf1lx
(N3) If + gl < 171l + llglha

Beweis. Der Beweis von (N2) ist offensichtlich. Wegen |f + g| < | f| + |g| folgt (N3) aus
dem folgenden Lemma.

Lemma 4. Firk €N sei fi,: R" — R". Dann gilt

Sl <D0 Ik
k=0 k=0
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Beweis. Sei e > 0. Fiir jedes k € N wéhle eine Hiillreihe ¢, = 3752 crilg,, von fi mit
I(pr) < || frlls + /2%, Setze o = Y-%—¢ ckilq,,. Dann ist ¢ eine Hiillreihe von Y32 fi

mit
[e.e] o0
I((p) = Z &7 ka = Z <ch1 ka ) < Z ||fk||1 + 2¢
k,i=0 k=0 k=0
Wegen ||>°72 frll; < I(p) folgt hieraus mit ¢ — 0 die Behauptung. O

Bemerkung. Die Voraussetzung fi > 0 ist nicht notwendig, denn

I A < IS sl < I 1A, < 32 Wi = 3 s
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Lemma 5. Sei A ein abgeschlossener Quader. Dann gilt || 141 = v(A).

Beweis. Sei @) ein offener Quader mit A C ). Dann ist 1g eine Hiillreihe von 14, also
1all1 < I(1g) = v(Q). Fiir jedes ¢ > 0 existiert aber ein derartiges @ mit v(Q) <
v(A) +e.

Sei ¢ = > 72 cklg, eine Hiillreihe von 1,4. Wir miissen zeigen, dass v(A) < I(yp). Sei
hierzu e > 0. Fiir jedes € A gibt es wegen ¢(x) > 1 ein m(z) € N mit ZZL:%) cklo, (z) >
1—e. Da die Qy, offen sind, gilt dies dann fiir alle z € U(x) fir eine offene Umgebung U ()
von z. Dann ist aber {U(z): z € A} eine offene Uberdeckung von A. Da A kompakt
ist, gibt es aber endlich viele z1,...,2, € A mit A C J!_, U(z;). Setze nun m =
max{m(z1),...,m(xp)}. Somit erhalten wir mit Satz 3

— S Q) = S (@) > /(1 — ) ladz = (1 - e)o(A)
k=0 k=0

Mit € — 0 folgt die Behauptung. O

Lemma 6. Flir jede Treppenfunktion f gilt

£ = [ 17]de

Beweis. Wegen ||f|li = |||f]]l1 konnen wir ohne Einschrinkung f > 0 annehmen. Nach
Lemma 1 und Lemma 2 existieren paarweise disjunkte Quader Qq,...,Qs, P1,..., P
mit Q1,...,Qs offen, v(P;) =--- =v(P.) =0 und ¢1,...,¢s,d1,...,d € R mit

s r
f = Z Clek + ZdllPZ
k=1 =1

Wegen f > 0 sind ¢, d; > 0.

“<” Sei € > 0. Fiir jedes 1 < ¢ < r wahle einen offenen Quader P mit P; C P und
v(P}) <e. Dann ist

s r
Y= Z Clek + Zdilpi*
k=1 =1



eine Hiullreihe von f. Also

1l < I(0) <D ewo(Qu) +y_di
k=1 =1

Mit € — 0 folgt hieraus:

171 < 3 ae(@) = [ 1f]ds
i=1

“>" Sei A ein abgeschlossener Quader mit f(x) = 0 fur x € R™\ A. Weiterhin sei m das
Maximum der Werte von f. Dann ist g := ml4 — f > 0 und eine Treppenfunktion.
Somit gilt

lglh < [ gdo

Hieraus und mit Lemma 5 erhilt man

/\f|dx:/fdx:/(mlA—g)dx:m/lAdx—/gdxva(A)—HgH1
=1f+glli = llgllr < [[f]la O

Definition. Sei nun f: R® — R. f ist (Lebesgue-)integrierbar, wenn es eine Folge ( fi)ren
von Treppenfunktionen auf R™ gibt mit limg_, || f — fx/l1 = 0. Wir wollen das Integral

von f definieren durch
/fdx = lim /fkd:c
k—o00

Lemma. Ist f: R" — R integrierbar und (fiy)ren, (gr)wen Folgen von Treppenfunktio-
nen auf R™ mit limg_ o0 ||f — fill1 = 0 = im0 || f — gk||1, so gilt:

1. (/ fr dx) und (/ Gk dx> sind konvergent.
keN keN
2. lim /fkda:: lim /gkdx
k—o0 k—o0
Beweis.

1. [ fx dx ist eine Cauchyfolge, denn:

‘/fkdx—/fmdx

§/m—mwwﬂﬂ—MM§Wkﬁm+W—mm

2. Es gilt:
’/fkdw—/gkdx < /\fk—gk|dl’= 1Fk = grlle < [Ife = flls +1f = gkllt ———0
Also ist limg_oo [ fr dz = limg—yo0 [ gx d. O



Satz 7. Ist f integrierbar, so ist auch |f| integrierbar und es gilt

11z =171s

Beweis. Sei (fi)ken eine Folge von Treppenfunktionen mit limg o || f — fx|l1 = 0. Wegen

[1F1= el| < 1f = fil folgt [[L£1 = Ifilll, < 1/ = fulli und daher limpoo ||/ = £l = 0.
Also ist | f| integrierbar, und es gilt

11z = tim [ 15i]do
k—oo
Nun ist fir £k € N
1 felle = [1f = fulle < flle < felle +01F = frlla
Mit k — oo folgt hieraus wegen || fx|l1 = [ | fx| dx

[1s1de <17l < [ 1f1de -

Satz 8. Seien f, g integrierbare Funktionen auf R" und sei c € R. Dann gelten:

1. f+ g ist integrierbar, und es gilt

/(f—i—g)da::/fdx—i-/gdx

2. cf ist integrierbar, und es gilt

/cfd:v:c/fdx
/fdxg/gdx

Beweis. Seien (f)ren, (9x)ken Folgen von Treppenfunktionen mit limg_, || f — fx|1 =
0 = limj—o0 (|9 — gill1-

3. Ist f <g, soist

1. Wegen [|(f +¢g) — (f + gi)lln < IIf — filli +[lg — gkll1 ist auch limy,o0 [|(f + g) —
(fx + gr)||1 = 0. Daher ist f + g integrierbar und es gilt

/(f+g)dw: lim /(fk—i—gk)d:v: lim /fkdx—i—lim /gkdm:/fdx—l—/gdx
k—o0 k—o0 k—o0

2. Wegen ||cf — cfilli = le|llf — fxll ist auch limy_,o ||cf — cfk|l1 = 0. Daher ist cf
integrierbar und es gilt

/cfdw: lim /cfkda;:clim /fkdx:c/fda?
k—o0 k—o00



3. Sei f < g.Dann ist g — f > 0. g — f ist integrierbar, also gilt nach Satz 7

Jo=1da=lg= sl =0
Also gilt [ fdz < [ gda. O

Satz 9. Seien f,g integrierbare Funktionen auf R™. Weiterhin sei g beschrinkt. Dann
ist auch fg integrierbar.

Beweis. Wir zeigen, dass es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion A existiert mit ||fg —
hll1 < e. Sei hierzu ¢ > 0. Wahle ¢ > 0 mit |g| < ¢. Sei dann hg eine Treppenfunktion
Ilf — holl < 5. Wiéhle d > 0 mit |ho| < d. Dann existiert eine Treppenfunktion h; mit
lg — hill1 < 5;. Wegen

|fg — hohi| < [f — hollg| + |hollg — 1]

folgt dann
I fg — hohill1 < cllf — hollr +d|lg — h1]1 < €

Aber hgh; ist eine Treppenfunktion.

(I

Bemerkung. Seien f,g integrierbare Funktionen auf R™. Dann sind auch max(f,g) =
%(f + g+ |f —g]) und min(f,g) = %(f + g — |f — g|) integrierbar. Also erhilt man
folgendes: Sei f eine Funktion auf R™ und setze f* = max(f,0) und f~ = max(—f,0).
Dann sind f*,f~ >0, f = f© — f~ und wegen oben ist f genau dann integrierbar,
wenn f* und f~ integrierbar sind.

Definition. Sei nun f: D — R mit D C R" und sei A C D. Wir definieren dann
fa: R™ = R durch
~J f(=) falls x € A
fale) = {o falls 2 € R” \ A

f heifit dber A integrierbar, falls f, integrierbar ist. Wir setzen dann

/Afdx:/fAdx

Dies ist das Integral von f iiber A. Ist f: A — R, so ist f integrierbar, wenn f iiber A
integrierbar ist. Dieses verhélt sich natiirlich auch linear und monoton.

Satz 10. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f: I — R eine Regelfunktion. Dann
ist f dber I integrierbar und es gilt

/Ifdx:/abfdx

Beweis. Ist h: I — R, so gilt |hr| < ||h||1;. Also erhélt man ||hz||1 < [|A|[||17]]1. Sei also
(fx)ken eine Folge von Treppenfunktionen mit limy_,o || f — fi| = 0. Dann ist f; ; eine
Treppenfunktion (im neuen Sinn) und es gilt nach voriger Abschitzung limg_, || f1 —
fr1lli = 0. Somit ist fr integrierbar und es gilt

b b
/fdx:/fldm: lim /kadm: lim/ fkdx:/ fdz 0
I k—o00 k—o0 Jq a



Wir wollen nun zeigen, das fiir stetige Funktionen A — R mit “gutem” A tber A
integrierbar ist.

Definition. Sei (f;)ren eine Folge von Funktionen D,, — R. (fi)ren ist monoton wach-
send (bzw. monoton fallend), wenn f, < fri1 (bzw. fri1 < fi) fir alle k € N.

Satz 11 (Kleiner Satz von Levi). Sei (fi)ren eine monoton wachsende oder fallende
Folge von Treppenfunktionen auf R™ derart, dass die Folge ([ f dx)keN beschrdankt ist.

Definiere fi,: R™ — R durch f(z) = limg_,o0 fr(x). Dann ist f integrierbar und es gilt

/fdw:kli)ngo/fkdx

Beweis. Wie tiblich geniigt es den Fall zu betrachten, dass (fi)ren monoton wéchst. Fiir
keNist f— fr =>721(fi+1 — fi). Nach Lemma 4 gilt also

ILf — fellx Sg”fi—i-l_fi”lL:ﬁg(/fi.l,.1d$—/fidx)

Die Folge ([ f dx) pen 1St monoton wachsend und nach Voraussetzung beschrénkt. Somit
ist sie konvergent. Sei also a = limy_,o [ fx dz. Dann ist fir k € N

1f = frlli < a—/fkdﬂﬁ

Also ist limg o || f — fx|[1 = 0. Hieraus folgt die Behauptung. O

Lemma 12. Seien K C R"™ kompakt und U C R™ offen mit K C U. Weiterhin sei
f: K — R stetig mit f > 0. Seie > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen g,h > 0 mit

1. f(x) < g(z) < f(z) + € fir allex € K.
2. f(x) —e < h(x) < f(z) fir alle x € K.
3. g(xz) = h(z) =0 fir allex € R" \U.

Beweis. Da K kompakt ist, ist f sogar gleichméfig stetig. Also existiert ein § > 0 mit
|f(a)— f(b)] <efiralle a,b € K mit ||a—b||o < 0. Fiir jedes x € K wiébhle einen offenen
Quader Q(x) mit € Q(x) C U und Kantenldnge < §. Dann ist F = {Q(x): x € K}
eine offene Uberdeckung von K. Also wegen K kompakt existieren zi,...,z, € K
mit K C Q(z1) U+ U Q(xy,). Setze Q; = Q(x;), und weiterhin sei ¢; = sup f(Q;),
d; = inf f(Q;). Hiermit definiere dann

g =max(c11lg,,...,emlQ,,)
h = min(dllQl, e ,dlem)

Dann sind g, h wie gewtinscht. O

Definition. Sei A eine Menge. A ist abzdhlbar, wenn A = () oder es existiert eine
surjektive Abbildung f: N — A.



Bemerkung. Sei (Ap)nen eine Folge von abzéhlbaren Mengen. Dann ist ;~, A, wieder
abzahlbar.

Beweis. Ohne Einschrankung sei A4,, # 0. Sei also A,, = {a,: k € N}. Man erhélt eine
Abzéhlung von ;— A, wie folgt:

Gpo  ap1 > ap2  ap3 > ap4

A Ae

aijp ail a2 a3 G4

A

a20 a21 a2 a23 a24

S S S

azp a1 azz2 azz a4

////

Bemerkung. Sind A, B abzahlbar, so ist auch A x B abzédhlbar. Q ist abzahlbar.

Lemma 13.

(a) Sei U CR"™ offen. Dann existieren kompakte Mengen Ay, k € N, mit U = U= Ak-

(b) Sei A C R™ abgeschlossen. Dann existieren offene Mengen Uy, k € N, mit A =
Ui":o Ak:-

Beweis.
zu (a) Fir ¢ > 0 und a € R" sei Uc(a) = {& € R": d(z,a) < e}. Dann ist U.(a)
kompakt. Setze nun

M = {Ul/(m+1)(a): acUNQ", meN, Ul/(m+1)(a) cU}

Dann ist 2 abzédhlbar und die Elemente von 991 sind kompakt. Ohne Einschrén-
kung sei U # ). Sei dann MM = {A: k € N}. Wir zeigen U = [Jpeo Ax. “27
ist klar. Sei also z € U. Dann existiert ein ¢ > 0 mit U.(z) C U. Nun existiert
m € N und a € Q" mit d(z,a) < n%rl < 5. Dann ist z € Uy/(,11)(a) € U. Also
Ul/(n+1)(a) = Ay fur ein k € N.

zu (b) R™ \ A ist offen. Also existieren nach (a) kompakte Mengen Ay, k € N, mit
R" N A = UpZy Ak. Dann ist aber A = N7~ (R" \ Ag) und R™ \ Ay, ist offen. [

Lemma 14. Sei f: A — R stetig, A CR", mit f > 0. Dann gilt:

(a) Ist A offen, so gibt es eine monoton wachsende Folge (hy)ken von Treppenfunktionen
> 0, die punktweise gegen fa konvergiert.

(b) Ist A kompakt, so gibt es eine monoton fallende Folge (gi)ken von Treppenfunktionen
> 0, die punktweise gegen fa konvergiert.

Beweis.

10



(a) Nach Lemma 13(a) wéhle kompakte Mengen Ay mit A = [Jjoy Ak. Wir konnen
ohne Einschrankung einnehmenldass A C Apyq fir k € N. Mit Lemma 12 wahle
fiir k£ € N eine Treppenfunktion hg > 0 mit

f(z) — k+1 < hi(x) < f(x) falls x € Ay
hi(x) =0 falls z € R™ \ A

Setze nun fiir k € N hy, = max(ho, . . . ,ﬁk). Dann ist (hx)gen wie gewiinscht.

(b) Nach Lemma 13(b) wéahle offene Mengen Uy mit A = (2o Ux. Wir kénnen ohne
Einschrinkung annehmen, dass Ugy1 C Uy fiir £ € N. Mit Lemma 12 wihle fir
k € N eine Treppenfunktion gz > 0 mit

f@)<gr@) < flo)+ g fallsze A
gr(z) =0 falls x € R™ \ Uy,

Setze nun fir £k € N g, = min(go, . .., Jx). Dann ist (gx)ken wie gewlinscht. O

Satz 15. Jede stetige Funktion f: K — R auf einer kompakten Menge K C R" ist
integrierbar.

Beweis. Da fT und f~ auch stetig sind, geniigt es dies fiir den Fall f > 0 zu zeigen.
Nach Lemma 14(b) existiert eine monoton fallende Folge (gx)xen von Treppenfunktionen
> 0, die punktweise gegen frx konvergiert. Nach dem kleinen Satz von Levi geniigt es
also zu zeigen, dass die Folge ([ g dz)ken beschrankt ist. Dies ist aber klar, da [ g, dz >
f Jk+1 dx > 0. ]

Satz 16. Jede beschrinkte stetige Funktion f: U — R auf einer beschrdinkten offene
Menge U C R" ist integrierbar.

Beweis. Es geniigt dies wieder fir f > 0 zu zeigen. Nach Lemma 14(a) existiert eine
monoton wachsende Folge (hg)ren von Treppenfunktionen, die punktweise gegen fir
konvergiert. Nach dem kleinen Satz von Levi geniigt es wieder zu zeigen, dass die Folge
([ hi dz)gen beschrénkt ist. Wahle hierzu einen Quader @ mit U C @ und eine obere
Schranke ¢ von f. Dann gilt fiir k € N: by, < fy <c-1g, also

/hkdxg/c-lefL’ ]

Lemma 17. Seien X = RP, Y =R? und f: X XY — R eine Treppenfunktion. Dann
ist fdr jedesy € Y die Funktion x — f(x,y) eine Treppenfunktion. Weiterhin ist F(y) =
Ix f(z,y)dx eine Treppenfunktion, und es gilt

[ )y = [ F)dy
Man schreibt dies kurz als

[remstesn= (s o

11



Beweis. Wegen Linearitét geniigt es dies zu zeigen fiir den Fall f = 1¢ fiir einen Quader
Q C X x Y. Dann ist aber Q = P x S fiir einen Quader P C X und einen Quader
S C Y. Somit ist fiir y € Y die Funktion x — f(x,y) gleich 1p fir y € S und gleich 0
fir y € Y~ S. Somit ist F' = v(P)1lg und daher

[ faw)day) = o(@ = o(P)(S) = o(P) [ 1sdy = [ Fw)dy =

Korollar. Sei alles wie oben. Dann gilt

/f:vy (z,9) /(/fxydy)dx

Notation. Sei A C X x Y. Setze dann fiir y € Y
Ay={r e X: (z,y) € A}
und fiir x € X
Ae={yeY: (z,y) € A}

Satz 18. Sei X = RP, Y = R9. Weiterhin sei A C X x Y eine kompakte oder eine
beschrinkte offene Menge und f: A — R eine beschrinkte stetige Funktion. Dann ist fiir
jedes y € Y die Funktion x — f(x,y) integrierbar (als Funktion auf A, ). Weiterhin ist
F(y) = fAy f(x,y) dx integrierbar und es gilt

[ f@wday) = [ Fody
A Y
Man schreibst dies kurz als

J fa@pday) /(/fwydm>dy

Beweis. Sei zuerst A offen und beschrankt. Es geniigt wieder den Fall f > 0 zu betrach-
ten. Sei nach Lemma 14(a) (hg)ren eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktio-
nen, die punktweise gegen f4 konvergiert. Fir jedes y € Y ist also (z +— hi(z,v))ken
eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen auf X, die gegen die Funktion
x — fa(z,y) punktweise konvergiert. Wie im Beweis von Satz 16 zeigt man, dass die
Folge ([x hi(x,y)d(z,y)), oy Deschrinkt ist. Nach dem kleinen Satz von Levi ist also
x +— fa(z,y) integrierbar, und es gilt

= lim / hi(z,y)d
k—o0

Die Integrierbarkeit von F' erhalten wir auch aus Levi. Die Funktionen

kw:Am@wmx

12



sind Treppenfunktionen, (Hp)gen ist auch monoton wachsend und konvergiert punkt-
weise gegen F. Weiterhin ist die Folge ([ Hy(y)dy)ken auch beschrinkt, denn nach
Lemma 17 ist

[y = [ b)) < [ faew)dy)
Also ist nach Levi
/F(y) dy = klggo/Hk(y) dy = klgngo/hk(x,y)d($,y) = /fA(xay)d("an)
Der Fall einer kompakten Menge A wird analog behandelt. O

Korollar. Sei alles wie oben. Dann gilt

/fa:y (z,y) /(/fa:ydy)dx

Beispiel. Integration von stetigen Funktionen auf einem kompakten Quader Q C R?:
Seien I = [a,b] und J = [¢,d], @ = I x J und f: @ — R stetig. Dann ist

I firye J
Qy:{ Y

0 sonst

Also gilt

Jfwnawn = [ [ sepad= [ [ s dray
= [ [ r@yazay=[" [ sy azay

Also etwa fiir f(z,y) =x +y.
b2 2
= +(b—a)y

/ab(:r—i—y)dx— (f—i—xy) )

dp2 _ g2
Lt nden = [ 55+ b ady = 50— a)d =) + 50— a)( =)

Beispiel. Integration von stetigen Funktionen auf einem abgeschlossenen Kreis um den

Nullpunkt: Sei » > 0 und K = {(x,y) € R?: \/o2 + 42 < r}. Setze J = [—r,r]. Hier ist

firy e J
K, = {_\/ﬂ — 2, \/r2 _ yQ]

und fiir y € R~ J ist K, = 0. Also:

/fxy (z,y) // facyd$dy—// v f(z,y)dxdy =

r27y
= x,y)dzdy
/r/m
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Fiir die Integration von stetigen Funktionen auf Quadern bzw. Kugeln im R3 muss
man dieses Verfahren zweimal anwenden.

Bemerkung. Mit dem Korollar zu Satz 18 erhilt man fur stetiges f: [a,b] X [¢,d] — R
die Vertauschungsregel

[ [ rewaae=[" [ 1@ aray

Definition. Sei A C R™. A ist integrierbar, wenn 14 integrierbar. Ist dies der Fall, so
heifit v(A) := [1adz das Volumen oder Maf§ von A. Manchmal schreiben wir auch
v, (A) statt v(A). Fir Quader stimmt diese Definition mit der fritheren iiberein.

Bemerkung. Nach Satz 15 und Satz Satz 16 sind kompakte und beschrinkte offene
Mengen integrierbar.

Bemerkung. Sind A, B integrierbar und A C B, so ist v(A) < v(B).

Beispiel. Sei f: [a,b] — R stetig mit f > 0. Setze A = {(z,y) € R?: a < x < b,0 <
y < f(z)}. Dann ist A integrierbar und es gilt

U(A):/(lb/()f($)1dyda::/6lbf(x)dx

Mit Satz 18 erhélt man z.B. fiir kompakte Mengen A C RP x R?

Ist also etwa B C R™ kompakt, h > 0, Z = B x [0, h] der Zylinder mit der Basis B und
Hohe h, so gilt v(Z) = hv(B).

Bemerkung. Ist f: R™ — R und A C R" integrierbar, so ist f {iber A integrierbar.
Beweis. fa = f-14. Also folgt die Behauptung aus Satz 9. O

Definition. Sei A C R™. A ist eine Nullmenge, wenn A integrierbar ist und v(A) = 0
gilt.

Bemerkung. Sei A C R™. Dann ist A genau dann eine Nullmenge, wenn [|14]/; = 0.

Beweis. Ist A Nullmenge, so nach Satz 7
0= /1Ada: — 14l

Sei umgekehrt ||[14||1 = 0. Setze fr = 0 fiir £ € N. Dann ist (fx)ken eine Folge von
Treppenfunktionen mit limg oo [[14 — fx|| = 0. Also ist A integrierbar und

/1Adx:0 ]
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Folgerung. Ist B eine Nullmenge und A C B, so ist A eine Nullmenge, denn ||14]]1 <
N5l = 0.

Satz 19. Die Vereinigung abzdihlbar vieler Nullmengen im R™ ist eine Nullmenge.

Beweis. Seien Ay Nullmengen fiir £ € N und A = [Jj— Ax. Dann ist

[e.e]
Lalle <D 14l =0 O
k=0

Bemerkung. Insbesondere ist also jede abzéhlbare Teilmenge von R™ eine Nullmenge, da
jede Einermenge eine Nullmenge ist. (Also ist R nicht abzéhlbar).

Definition. Sei E eine Eigenschaft von Punkten R™. Man sagt dann, fast alle z € R"
haben die Eigenschaft E oder fast iiberall gilt E, wenn die Menge aller Punkte, fiir die
FE nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Satz 20. Sei f: R" — R mit || f||1 < oo. Dann sind die Werte von f fast iiberall endlich.

Beweis. Setze A = {x € R": f(x) = o0 oder f(x) = —oo}. Firjedese > 0gilt 14 < ¢|f],
also [[1all1 < || f]l1. Somit || 14]1 = 0. O

Satz 21 (Modifikationssatz). Seien f und g Funktionen auf R™, die fast iiberall gleich
sind. Weiterhin sei f integrierbar. Dann ist auch g integrierbar und es gilt

/gdw:/fdx

Beweis. Sei A= {x € R": f(x) # g(x)} und sei h = ool 4. Fiir k € N sei hy = 14. Dann
ist h = > 72 hx, also

il < S il = 0
k=0
Wiéhle eine Folge von Treppenfunktionen (fx)gen mit limg oo ||f — fr]l1 = 0. Wegen
lg — hi| < |f — fx| + R gilt dann

k—00

lg = felle < If = felln + (|2l = [If = fulls ——0
Also ist auch limg_, ||g — fx||1 = 0, woraus die Behauptung folgt. O

Satz 22. Sei f: R® — R. Dann ist || f||1 = 0 genau dann, wenn f fast diberall gleich 0
15t.

Beweis. Ist f fast iiberall 0, so ist nach Satz 21 f integrierbar und es gilt ||f]|; =
J1fldz = 0. Sei umgekehrt ||f|l1 = 0. Setze A = {z € R": f(z) # 0}. Dann ist
A = U Ax mit Ay = {z € R™: |f(z)| > 1}. Aber jedes Ay ist eine Nullmenge,
denn wegen 14, < k|f| folgt ||14,]1 < k| f|[1 = 0. Somit ist nach Satz 19 A eine
Nullmenge. O
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Korollar. Sei f: R" — R integrierbar und f > 0 und [ f dx = 0. Dann ist f fast iiberall
gleich 0.

Bewess.

Iflh = /fdx -

Satz 23. Sei A C R"™ eine Nullmenge. Dann gibt es fir alle € > 0 eine integrierbare
offene Menge U mit A C U und v(U) < e.

Beweis. Sei e > 0. Wegen ||2-14]|1 = 0 gibt es eine Hiillreihe ¢ = >"72 cxlg, von 2-14
mit I(p) = Y72y cv(Qr) < €. Fir m € N setze f,, = > j-cklg,. Dann ist f, eine
Treppenfunktion. Die Folge (fm)men ist monoton wachsend und die Folge ([ fm, dz)men
ist beschrankt, denn

/fm doz = au(Qr) <e
k=0

Wegen ¢(x) = limg_,o fr(z) ist also nach Levi ¢ integrierbar, und es gilt

[eda=tm [ fiar=1(0)

Setze nun U = {z € R": p(x) > 1}. Da ¢ eine Hiillreihe von 2 - 14 ist, ist A C U.
Weiterhin ist U offen, denn sei @ € U. Dann existiert ein m € N mit f,,,(a) > 1. Sei V
der Durchschnitt der endlich vielen ); mit i < m und a € ). Dann ist V offen und fir
alle z € Vist fp,(z) > fim(a) > 1. Also ist V' C U und natirlich a € V.

Schliefilich zeigen wir noch, dass U integrierbar ist mit v(U) < e. Nach Lemma 14(a)
gibt es eine monton wachsende Folge (gx)ren von Treppenfunktionen, die punktweise
gegen 1y konvergiert. Die Folge ([ gi do)gen ist beschriankt, denn gr < 1y < ¢, also
Jgrdx < [odx = I(p) < e. Also ist nach Levi 1y integrierbar, und es gilt v(U) =
J1lyde =limg oo [ grde < [odz <e. a

Wir benétigen noch die folgende Verstarkung von Lemma 13(a).

Lemma 24. Jede offene Menge U C R" ist Vereinigung von abzdihlbar vielen kompakten
Wiirfeln Qo, Q1,Qo, . .., die hichstens Randpunkte gemeinsam haben.

Beweis. Fur k € N sei 9 die Menge aller Quader der Form @ = I; x ...I, mit
I; = [mj/2k, (m; + 1)/2%] fiir genauso m; € Z. My, ist abzihlbar. Weiterhin gilt fiir
Q € M und P € M; mit £ < 4, dass sich @ und P nur an Randpunkten schneiden,
oder P C . Wir schopfen nun U rekursiv mit diesen Quadern aus. Sei also I =
{Q € My: Q C U}. Fiir k > 0 sei M. die Menge aller Q € My, mit @ C U, die in
keinem P € Uf;ol 97 enthalten sind. Setze M* = (JgZo M. Dann ist M* abzahlbar. Sei
also M* = {Q;: j € N} (0.E. sei U # (). Nach Konstruktion geniigt es zu zeigen, dass
U = U2 Q;. Offenbar gilt “2”. Sei umgekehrt a € U. Wegen U offen existiert dann ein
k € N und eine Q € My, mit a € () € U. Nach Konstruktion ist dann ) € M oder es
existiert P € Jf=g M mit Q C P. In beiden Féllen ist a € U2, Q;. O
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Satz 25. Fine Menge A C R™ ist genau dann eine Nullmenge, wenn es fir alle € > 0
eine Folge (Qk)ren von Quadern mit A C Uiy Qr und Y 1oy v(Qk) < € gibt.

Beweis. Sei A eine Nullmenge und € > 0. Nach Satz 23 existiert dann eine integrierbare
offene Menge U mit A C U und v(U) < . Wahle hierzu (Qx)ren mit U = Upeo Qr wie
in Lemma 24. Da die @ nur Randpunkte gemeinsam haben gilt dann fiir m € N

m

> o(Qr) = U( U Qk) <o(U)
k=0 k=0
Also 0 0(Qk) < v(U) < c.

Sei umgekehrt die rechte Seite erfiillt. Fiir ¢ > 0 wéihle (Qg)ken wie dort. Dann gilt
1a < 3720 1g, und daher [[14]1 < Y52 lllg.li = Xieov(Qk) < . Mit ¢ — 0 folgt
[1alli =0, also ist A eine Nullmenge. O

Wir zeigen noch folgende Verstirkung von Satz 15.

Satz 26. Sei K C R"™ kompakt und f: K — R beschrankt. Ist dann A = {x €
K: f ist nicht stetig in x} eine Nullmenge, so ist f integrierbar.

Beweis. Sei ¢ eine obere Schranke fiir |f|. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes £ > 0
eine Treppenfunktion g gibt mit ||fx — g||l1 < €. Wéahle nach Satz 23 eine offene Menge
U mit A C U und c¢-v(U) < ¢/2. Dann ist K ~ U kompakt. Also ist nach Satz 15 f
iber K \ U integrierbar. Somit existiert eine Treppenfunktion g mit || fx v — g1 < /2.
Weiterhin ist || fy]1 < ¢-v(U) < /2. Somit

Ifx =gl < | fx~v —glh+ |l fulh <e O

17 Konvergenzsdatze, Satz von Fubini

|| - |l1 ist nur eine Halbnorm. Dennoch kénnen wir hiermit eine Konvergenztheorie auf-
bauen.

Definition. Sei (fi)ren eine Folge von Funktionen R™ — R. Die Folge (fy)ren ist L'-
konvergent gegen f und f heifit dann ein L'-Grenzwert von (fi)ren, wenn limg oo || f —

frlli =0.

Bemerkung. Da || - ||; nur eine Halbnorm ist, ist ein L'-Grenzwert von (fi)ren nicht
eindeutig bestimmt. Wie iiblich zeigt man nur: Sind f, g L'-Grenzwerte von (f5)ren, S0
ist ||f — gl = 0, d.h. nach Satz 22 aus Paragraph 16 ist f fast tiberall gleich g.

Definition. Eine Folge (fi)reny von Funktionen R™ — R ist ein L'-Cauchyfolge, wenn
es zu jedem € > 0 ein m € N gibt, mit || fx — fi|l1 < € fur alle & > m.

Bemerkung. Wie iiblich zeigt man:

(1) Jede L'-konvergente Folge ist eine L!-Cauchyfolge.
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(2) Ist (fx)ken eine L'-Cauchyfolge, so existiert fiir alle e > 0 ein m € N mit || f;— fe|l1 <
e fir alle j, k > m.

Satz 1 (Riesz-Fischer). Jede L'-Cauchyfolge (fi)ren integrierbarer Funktionen von R™
nach R besitzt eine L'-Grenzwert f. Fiir jedes solche f gilt

(1) f ist integrierbar und [ fdx =limg_ [ frdz.
(2) FEine Teilfolge von (fi)ken konvergiert fast tiberall punktweise gegen f.

Beweis. Wir definieren rekursiv Indizes ko < k1 < ko < ... mit || fx — fx,|l1 < 1/2¢ fiir
alle k > k;. Fiir i € N setze g; = fy,,, — fr, und hiermit g = 7% [g;|. Es gilt dann

1
gl < Z lgillx < 22*

Somit existiert eine Nullmenge A mit g(x) endlich fiir alle x € R™ . A. (O.E. sei auch
fi; (x) endlich fiir alle x € R™~\ A) Also konvergiert die Reihe Y ;2 g; fast iiberall absolut.
Definiere nun f durch

f(x) = ka(x)+igki($) fir r e R* <A

0 firze A

Also ist f(z) endlich fir alle z € R™. Wir zeigen alle Eigenschaften fiir diese f. Dies
geniigt. Fir x € R" N\ A ist f(z) = lim;_o0 fi, (z). Also gilt (2). Weiterhin ist f integrier-
bar, denn sei € > 0. Wahle ein m mit > ;2 |lgill1 < e und ||fx — fx,, |1 < e fir k> m.
Sei h eine Treppenfunktion mit ||fz,, — k|l < e. Dann ist

1f = bll < 1F = Fells + 1 =Bl < | D 00

1—|—£§25

AuBlerdem ist fur k£ > k,,

1f = fellh < W = fanllt + 1 — frlls < 2¢

Also ist f ein L'-Grenzwert von (f)ren.
Schliefilich folgt (1) wegen

| [rdo— [ feas| < [1f = plde =17 = fil £ =

Korollar. Jede integrierbare Funktion f auf R™ ist L'-Grenzwert einer Folge (gi)ren
von Treppenfunktionen mit den Eigenschaften

(1) > k=0 llgk+1 — grllr < oo.
(2) (gk)ken konvergiert fast tiberall punktweise gegen f.
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Beweis. Sei (fx)ken eine Folge von Treppenfunktionen mit limy_, o || f — fk|[1 = 0. Diese
besitzt dann nach dem obigen Beweis eine Teilfolge (gx)ren, die die Eigenschaft (1) hat
und fast iiberall punktweise gegen eine L'-Grenzwert f* konvergiert. Dann sind aber f
und f* fast iiberall gleich, also gilt auch (2). O

Satz 2 (Levi). Sei (fx)ren €ine monoton wachsende oder fallende Folge von integrier-
baren Funktionen auf R" derart, dass die Folge ([ fx dx)gen beschrankt ist. Definiere
f:R" = R durch f(x) =limg_ oo fx(x). Dann ist f integrierbar und es gilt

/fdx:kliﬁ\rgo/fkdac

Beweis. Sei ohne Einschrankung die Folge (fx)ren monoton wachsend. Dann ist auch
die Folge ([ fx dx)ren monoton wachsend und nach Voraussetzung beschrénkt. Also ist
sie konvergent. Wir zeigen zuerst, dass (fx)ren eine L'-Cauchyfolge ist. Sei hierzu e > 0.

Dann gibt es ein m € N mit
/fkdﬂ:—/fmdx<6

fiir alle kK > m. Dann gilt aber fiir £ > m wegen Monotonie

”fk—fm||1I/Ifk—fmdx:/fkdx—/fmdx<s

Nach Satz 1 besitzt also (fx)ren einen integrierbaren L'-Grenzwert g. Weiterhin konver-
giert eine Teilfolge von (fx)ren fast tiberall punktweise gegen g. Also ist f fast tiberall
gleich g. Somit ist aber wegen dem Modifikationssatz auch f integrierbar, und es gilt

nach Satz 1
/fdx:/gdx:lim /fkdx O
k—oo

Korollar. Sei f eine Funktion auf A C R™ und sei A = Up—g Ax mit A C Agy1. Sei f
tiber Ay integrierbar fiir jedes k € N, und die Folge (fAk |f|dx)ken sei beschrankt. Dann
ist f integrierbar, und es gilt

/fdx: lim [ fde
A k—oo J A,

Beweis. Wegen der Zerlegung f = fT — f~ geniigt es dies fiir f > 0 zu zeigen. Dann ist
aber (fa, )ren eine monton wachsende Folge, die punktweise gegen f4 konvergiert. [

Satz 3 (Lebesgue, Satz von der majorisierten Konvergenz). Sei (fx)ren eine Folge in-
tegrierbarer Funktionen auf R™, die fast iiberall punktweise gegen eine Funktion f kon-
vergiert. Es gebe eine integrierbare Funktion g mit |fx| < g fir alle k € N. Dann ist f

integrierbar, und es gilt
/fda:: lim /fkd:E
k—o00
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Beweis. Nach dem Modifikationssatz kénnen wir ohne Einschriankung annehmen, dass
(fx)ken sogar tiberall punktweise gegen f konvergiert. Definiere nun fir & € N g : R” —
R gi(z) = sup{fi(z): i > k}. Fiir j € N setze gy ; = max(fx,..., fk+;). Dann ist die
Folge (g, j)jen monton wachsend, die g ; sind integrierbar, und die Folge der Integrale
(/' 9k,j dz)jen ist durch [ g daz nach oben beschrankt. Da die Folge (gi ;) en punktweise
gegen g, konvergiert, ist also nach dem Satz von Levi g integrierbar, und es gilt

/gkda:: lim /gkyjdxg/gdx
Jj—00

Weil aber auch —g;, ; < g gilt, folgt
S/ﬁdw

‘/gkdl’

Nun ist aber (gx)ren monoton fallend und konvergiert punktweise gegen f. Somit ist
nach Levi f integrierbar und es gilt

/fdx: lim /gkdx
k—o0
Definiere nun (hg)gen durch hyg(xz) = inf{ f;(z): i« > k}. Dann erhdlt man vollig analog

/fda:: lim /hkdx
k—oco

Wegen hp < fi < g erhélt man also auch

/fdm: lim /fkdx 0
k—oo

Bemerkung. Satz 3 gilt natiirlich entsprechend fiir die Integrierbarkeit {iber eine Teil-
menge von R".

Wir untersuchen nun parameterabhéngige Integrale auf Stetigkeit und Differenzierbar-
keit.

Satz 4. Seien ACR"™, BCR™, be B und f: Ax B — R mit folgenden Figenschaften:

(1) Fiir jedes x € A ist die Funktion y — f(x,y) stetig in b.
(2) Fiir jedes y € B ist die Funktion x — f(x,y) integrierbar.

(3) Es gibt eine integrierbare Funktion h: A — R mit |f(z,y)| < h(z) fir alle (z,y) €
A x B.

Dann ist die durch

9(y) = /A f(z,y)dz

definierte Funktion g: B — R in b stetig.

20



Beweis. Sei (by)ren eine Folge aus B mit limg_,o, by = b. Fiir k € N definiere fi: A — R
durch fp(z) = f(z,br), und sei f*: A — R definiert durch f*(z) = f(x,b). Wegen (1)
konvergiert dann (fx)ren punktweise gegen f*. Wegen (2) und (3) folgt aber aus Satz 3

lim g(bg) = lim / e dx:/ £ede = g(b) O
k—o0 k—oo J A A
Satz 5. Seien A CR"™, U C R™ offen und f: A x U — R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fir jedes x € A ist die Funktion y — f(x,y) stetig differenzierbar.
(2) Fir jedesy € U ist die Funktion x — f(x,y) integrierbar.
(3) Es gibt eine integrierbare Funktion h: A — R mit

of

8(w,y)’ < h(z), firalle (z,y) € AxU undallel <i<m
Yi

Dann ist die durch

aly) = /A f(z,y) da

definierte Funktion g: U — R stetig differenzierbar. Weiterhin ist fiir jedes y € U und

1 <¢ < m die Funktion x — %(m,y) integrierbar und es gilt

99 .\ _ [ Of

o) = [ 5y (%

Beweis. Sei b € U. Wir wéhlen ein € > 0 so, dass alle y € R™ mit ||y — bl|cc < € in U
liegen. Sei (hy)ken eine Folge in R mit 0 < |hy| < €. Sei 1 < i < m und setze by, = b+hye;,
wobei e; der i-te Einheitsvektor in R™ ist. Definiere g: A — R durch

[z, bk) — f(z,b)
I

gk(z) =

Die gj sind nach Voraussetzung integrierbar, und fiir jedes z € A gilt

kli}rgo gk(z) = a—yi(x,b)

Weiterhin ist nach dem Mittelwertsatz wegen (3) |gx| < h. Somit ist nach Satz 3 auch
die Funktion z — g—i(m‘, b) integrierbar, und es gilt

: _ [ 9f
kli)ngo Agk dz = /A 0 (z,b)dz

Aber
/ gpdz = g(br) — g(b)
A h,
Somit existiert die i-te partielle Ableitung von ¢ in b, und es gilt (x). Wegen (x) folgt
dann aus Satz 4, dass g—i stetig ist. Also ist g stetig differenzierbar. O
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Definition. Sei f eine Funktion auf R". f ist lokal-integrierbar, wenn es liber jeder
kompakten Teilmenge von R” integrierbar ist.

Beispiel. Jede stetige Funktion ist lokal-integrierbar.
Bemerkung. Ist f eine lokal-integrierbare Funktion auf R™, so ist f {iber jeder beschrank-
ten integrierbaren Teilmenge von R integrierbar.

Bemerkung. Sei f eine Funktion auf R™. Dann sind dquivalent:

(1) f ist lokal-integrierbar.

(2) Fur alle r > 0 ist f iiber U,(0) integrierbar.

(3) Fiir alle x € R™ existiert eine Umgebung U von z, so dass f tiber U integrierbar ist.

Beweis.

(1) = (2) folgt aus obiger Bemerkung.

(2) = (3) ist trivial.

(3) = (1) Sei K C R™ kompakt. Fiir alle z € K wihle eine offene Umgebung U ()
von z, so dass f iber U(z) integrierbar ist. Dann ist Y = {U(z): x € K} eine

offene Uberdeckung von K. Also existieren endlich viele z1, ..., z,, € K mit K C
" U(xi). Aber f ist iber ;X U(x;) integrierbar, und damit auch iiber K. O

Bemerkung. Sei f eine Funktion auf R™. Dann ist f genau dann integrierbar, wenn f
lokal-integrierbar ist und || f||; < oo gilt.

Satz 6. Seien f eine integrierbare Funktion auf R™ und g eine beschrankte lokal-inte-
grierbare Funktion auf R™. Dann ist fg integrierbar.

Beweis. Sei ¢ € R mit |g| < c. Nach Satz 9 aus §16 ist fg lokal integrierbar, und es gilt
1fgllx < cllfllx < oc. O

Definition. Sei A C R™. A ist messbar, wenn 14 lokal-integrierbar ist. Ist dies der Fall,
so setze v(A) = ||14|l1 (Volumen oder Mafl von A). Dies stimmt fiir integrierbare Mengen
mit der fritheren Definition tiberein.

Bemerkung. Sei f integrierbar und A C R™ messbar. Dann ist f iiber A integrierbar.

?;tZD:e messbaren Teilmengen von R™ bilden eine o-Algebra, d.h. es gilt
(i) R™ ist messbar.
(7i) Ist A C R™ messbar, so auch R" \ A.
(iii) Ist (Ap)ken eine Folge von messbaren Mengen, so ist |Jj—y A messbar.
(b) v(@) =0, v(R™) = oo und v(A) > 0 fir alle messbaren A.

(c) Sei (Ag)ren eine Folge von paarweise disjunkten messbaren Mengen. Dann ist

(UAk) 1;) v(Ag)
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Bewess.
zu (a) (i) ist trivial.
u (ii) Es gilt 1gnoa =1 — 14.
zu (iii) Fir m € N setze B, = Ujeg Ax und setze A = Jj—y Ax. Durch Induk-

tion folgt, dass jedes B,, messbar ist. Also folgt aus dem Korollar zum
Satz von Levi, dass A = J;,_y By messbar ist.

zu (b) Trivial.

zu (c) Setze wieder B, = UjLy A und sei A = Jj2y Ag. Da die Ay paarweise disjunkt
sind, ist v(Bp) = > jeov(Ak). Ist By, nicht integrierbar, so auch A und die
Behauptung ist trivial. Ist die Folge (v(B,))men nicht beschrankt, so ist v(A) =

00, also klar. Sei also (v(Bp,))men beschrankt. Wegen A = ,s_y By, ist aber
dann nach dem Korollar zum Satz von Levi A integrierbar und

o0

:Aldx:n}b@m/mldx—n}bgnoov Z O

Bemerkung. Ist (Ag)ren eine Folge von messbaren Teilmengen von R™, so ist auch
Ny Ax messbar, denn

ﬂAk R"\U " CAg)

Wir wollen nun den vollen Satz von Fubini bewelsen. Hierzu benétigen wir das folgende
Lemma.

Lemma 8. Seien X = RP, Y = R? und A C X x Y eine Nullmenge. Dann gibt es
eine Nullmenge B CY derart, dass Ay = {x € X: (x,y) € A} fir alley € Y \ B eine
Nullmenge ist.

Beweis. Definiere f: Y — R durch f(y) = ||14,]/1. Es geniigt zu zeigen, dass | f|l1 = 0,
denn dann ist nach Satz 23 aus §16 f fast iiberall gleich 0, d.h. fast iiberall ist A, eine
Nullmenge. Sei also € > 0. Da A eine Nullmenge ist, gibt es nach Satz 25 aus §16 eine
Folge (Qr)reny in X x Y mit A C Jp2y @k und > 72, v(Qr) < . Fir k € N existieren
Quader P, C X und S; C Y mit Qr = Py X Sg. Es ist v(Qr) = v(Py)v(Sk). Wegen
1a, <2520 1p, - 15, (y) erhalten wir

fy) =114,/ < Z el - Ls, (y) = D v(P)ls, (y
k=0 k=0
und daher
1l < || 3 oPs, | Z (PllLs, ]It = Y- v(P)o(Sk) = Y v(Qk) <&
k=0 k=0 k=0 k=0
Da & > 0 beliebig war, folgt || f||1 = 0. O

Satz 9 (Fubini). Seien X =RP, Y =R? und f: X x Y — R integrierbar. Dann gilt:
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(a) Es existiert eine Nullmenge B C'Y derart, dass fir alle y € Y ~ B die Funktion
x> f(x,y) integrierbar ist.

(b) Definiert man die Funktion F:Y — R durch

[ flz,y)dz fallsyeY ~ B

Fy) = {0 falls y € B

so ist F' integrierbar, und es gilt

/f(w,y)d(sv,y) = /F(y) dy

Wir schreiben hierfiir kurz

/f(x,y)d(w,y) Z//f(rc,y)dwdy

Weiterhin gilt auch mit der analogen Interpretation
/f(x,y)d(:v,y) Z//f(w,y)dyd:v

Beweis. Nach dem Korollar zu Satz 1 wéhle eine Folge von Treppenfunktionen (gi)xen
von Treppenfunktionen mit limy_,~ || f — gk|/1 = 0 und

o0
(D) Y lgrer — gellr < oo
k=0
(2) (gr)ken konvergiert auBlerhalb einer Nullmenge A C X x Y punktweise gegen f.

Fir y € Y seien g, und f, definiert durch gi,(z) = gr(z,y), fy(z) = f(x,y). Die g,
sind natiirlich Treppenfunktionen. Lemma 8 angewandt auf A liefert die Existenz einer
Nullmenge C' C Y mit

(3) Fir y € Y \ C konvergiert (g, )ren fast iiberall punktweise gegen f,.

Definiere nun Hy: Y — R durch Hy(y) = [ |gk+1,y — 9k,y| dz. Nach dem Satz von Fubini
flir Treppenfunktionen gilt

/Hk(y) dy = / 9k+1 — gkl d(z,y) = [|gk+1 — gl
und daher nach (1)
[e.e]
@ Y [ mydy <.
k=0
Die Folge der Partialsummen der Reihe > 72 Hj wéchst monoton, und die Integrale
der Partialsummen sind nach (4) beschréankt. Also ist nach Levi Y72 Hy, integrierbar.

Somit ist nach Satz 21 aus §16 > ;2 Hr(y) < oo fiir alle y aulerhalb eine Nullmenge
D CY, d.h. es gilt
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o0
(5) Z | gr+1,y — Gyl < oo firy e Y N D.
k=0

Setze nun B = C'U D. Also ist B eine Nullmenge. Sei also y € Y ~ B. Wegen (5) ist
dann (gx.,)yen eine L'-Cauchyfolge. Nach Satz 1 konvergiert Teilfolge hiervon punktweise
gegen eine integrierbare Funktion f;. Wegen (3) ist aber dann f; gleich f, fast {iberall.
Also ist auch f, integrierbar. Damit ist (a) gezeigt.

Wegen Satz 1 gilt auflerdem

6) F(y) = [ f.y)da = lim [ gu(o,y) da fiv y €V < B.

Definiere nun G: Y — R durch Gi(y) = [ gk(z,y) dz. Die G}, sind Treppenfunktionen.
Wegen (6) gilt

(7) (Gg)ren konvergiert auf Y ~\ B punktweise gegen F'.
Wegen (4) und |G11(y) — Gr(y)| < Hi(y) gilt

(8) > IGrs1 = Gillx < oo.
k=0

Somit ist (G}, )ren eien L'-Cauchyfolge von Treppenfunktionen. Nach Satz 1 konvergiert
also eine Teilfolge fast tiberall gegen eine integrierbare Funktion F*. Wegen (7) ist dann
F gleich F* fast iiberall. und daher ist auch F' integrierbar. Weiterhin ist nach Satz 1

/ F(y)dy = lim / Gr(y) dy

Nach dem Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen ist aber

/Gk(y) dy = /gk(w,y) d(z,y)

Wegen limy o || f — g&|l1 = 0 ist nach Definition

tim [ gue,)dla,y) = [ Fwy)dG,y)

k—00
Damit ist (b) gezeigt Der Zusatz ergibt sich aus dem Beweis. O

Um Fubini anwenden zu kénnen, muss man wissen, dass f integrierbar ist. Ein Krite-
rium hierfiir ist:

Satz 10 (Tonelli). Seien X =RP, Y =R? und f: X xY — R eine lokal-integrierbare
Funktion. Es existiere eines der Integrale

J[1r@pldzay oder  [[ 1)y

Dann ist [ integrierbar.
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass | f| integrierbar ist, denn dann ist || f||; < co. Es existie-
re etwa das erste Integral. Fiir k € N sei Qi = [—k, k]PT? und setze fi = min(|f], k-1, ).
Dann ist fi integrierbar. Die Folge (fi)ren konvergiert punktweise monoton wachsend
gegen | f| und die Folge ([ fx dz)ken ist beschriankt, denn nach Fubini angewandt auf fj

erhalt man
/kay (2,9) //kaydxdy<//|fzyrdxdy

Nach Levi ist also |f| integrierbar. O

Satz 11. Sei f: R®™ — R lokal-integrierbar. Setze A = {x: f(z) > 0} und B =
{z: f(z) > 0}. Dann sind A und B messbar.

Beweis. Setze g = max(f,0). Dann ist g lokal-integrierbar. Fir k € N setze hy =
min(kg, 1). Dann konvergiert die Folge (hy)reny punktweise monoton wachsend gegen 14.
Also ist nach Levi A messbar. Damit ist aber auch die Menge {z: — f(x) > 0} messbar,
und somit auch B als deren Komplement. O

Satz 12. Seien f: RP — R und g: R? — R. Definiere f @ g: R? x R? — R durch

(f®@g)(z,y) = f(z)g(y), fir (z,y) € R? x R?

Dann ist f ® g integrierbar, und es gilt

/f®9d(w,y)=/fdx/gdy

Satz 13. Sei f: R" — R, f > 0. Setze

Beweis. In den Ubungen.

G={(x1,...,2n,Tpns1): 0 < xpy1 < f(21,...,24)} C R™H!

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn G integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/fdx:v(G

Beweis. Sei zuerst G integrierbar. Dann gilt nach dem Satz von Fubini

= [[ 10500, ey denr Ao z) = [ Fdce) )

Also ist f integrierbar und es gilt der Zusatz.
Sei nun umgekehrt f integrierbar. Definiere g: R"*! — R durch

91, T, Tng1) = Tpr (f(21, 0 20 — Tpg1) = Tppr f(21, .00, 20) — xiﬂ

Nach Satz 12 ist g lokal-integrierbar. Nun ist aber G = {z: g(z) > 0}. Also ist nach
Satz 11 G messbar. Weiterhin existiert in (%) das Integral auf der rechten Seite. Also ist
nach Satz 11 G integrierbar. O
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Korollar. Sei f: R" — R. Setze

G+ = {(xh'"’xnuxn—‘rl): 0 S Tn+1 S f(mly- . -;xn)}
G ={(z1,...,xn,xny1): f(z1,...,2n) < —2py1 <0}

Dann ist genau dann f integrierbar, wenn G+ und G~ integrierbar sind. In diesem Fall
gilt
/fdx — o(GY) — o(G7)

Beweis. Betrachte die Zerlegung f = f+ — f~. O

18 Der Transformationssatz

Det Transformationssatz ist eine mehrdimensionale Version der Substitutionsregel. Hier-
zu folgende Vorbetrachtung:

Seien I = [a,b] und J = [o, §] kompakte Intervalle und ¢: I — J eine bijektive stetig
differenzierbare Funktion. Weiterhin sei f: J — R stetig. Mit der Substitutionsregel

folgt dann
©(b)

b
| ewyewa= [ fa)ds

e(a)
Da ¢ bijektiv und stetig ist, ist (¢ streng monoton wachsend oder streng monoton fallend.
Im ersten Fall gilt insbesondere p(a) = a und ¢(b) = 3, im zweiten Fall p(a) = § und
¢(b) = a. Weiterhin ist im ersten Fall ¢/ > 0 und im zweiten ¢’ < 0. Somit liefert in
beiden Fillen die obige Gleichung

J el = | ras

Fiir die Verallgemeinerung ist ¢’(t) zu lesen als det ¢’ (¢).
Wir bendétigen noch eine Definition:

Definition. Seien U,V C R" und ¢: U — V. Dann ist ¢ ein Diffeomorphismus, wenn
gilt:

e ( ist bijektiv.

e U, V sind offen.

e p und ¢! sind stetig differenzierbar.

Bemerkung. In Analysis IT haben wir gezeigt, dass fiir eine offene Menge U C R™ und
eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung ¢: U — R” mit an jedem Punkt inver-
tierbarer Ableitung ¢: U — im ¢ ein Diffeomorphismus ist.

Unser Ziel ist der folgende Transformationssatz:

Satz (Transformationssatz). Seien U,V C R"™ und ¢: U — V ein Diffeomorphismus.
Weiterhin sei f: V. — R integrierbar. Dann ist die Funktion (f o ) - |det¢’| iber U
integrierbar, und es gilt

| fle@ldet¢@)lde = | f(u)ay
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Zum Beweis benétigen wir einige Vorbereitungen, von denen manche Spezialfille des
Transformationssatzes sind.

Definition. Fiir eine Funktion f: R” — R und ein a € R" definiere die um a transla-
tierte Funktion 7,f: R — R durch (7,f)(z) = f(z — a).

Satz 1 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals). Sei f: R™ — R integrierbar und
a € R™. Dann ist 7, f integrierbar, und es gilt

/f(x—a)dx:/fdx

Beweis. Fiir jeden Quader Q C R™ ist nach Definition v(a+Q) = v(Q). Wegen Linearitit
ist die Behauptung fiir Treppenfunktionen richtig. Weiterhin folgt, dass ||7.g|l1 = |91
fiir alle g: R® — R, denn eine Reihe Y32, cklg, ist genau dann eine Hiillreihe von
g, wenn » 2 cplerq, eine Hiillreihe von 7,g ist. Sei also nun (f;)ren eine Folge von
Treppenfunktionen mit limy_, ||f — fx|li = 0. Dann ist auch (7, fx)ken eine Folge von
Treppenfunktion, und es gilt

I7afi = 7aflls = I7alf = H)lls = I fx = fllh 2220

Also ist auch 7, f integrierbar und es gilt:

/f(:v—a)d:v:kli_{l(r)lo/fk(x—a)dx:kli_)rgo/fk(x)dx:/fd:v O]

Bemerkung. Fiur eine messbare Menge B C R"™ und a € R" ist also a + B messbar und
v(B) =v(a+ B).

Lemma 2. Sei A C R" eine Nullmenge und f: A — R™ Lipschitz-stetig, d.h. es existiert
ein L € RT mit ||f(z — y)|| < L||lx — y|| fir alle x,y € A. Dann ist auch f(A) eine
Nullmenge.

Beweis. Nach dem Norméquivalenzsatz existiert auch ein ¢ € R mit || f(z) — f(¥)]lco <
cllx — yl|loo- Sei e > 0. Nach (Beweis von) Satz 25 aus §16 gibt es eine abzéhlbare Folge
von Wiirfeln mit A C ;2o Qk und Y 722, v(Qk) < €. Fur jedes k € N existiert dann ein
Wiirfel Wi, mit f(Qr) € Wi und v(Wy) < (2¢)"0(Qy). Also ist f(A) C Upeo Wi und

Yoreov(Wg) < (2¢)™e. Somit ist f(A) eine Nullmenge. O

Korollar. Seien U C R"™ offen und f: U — R" stetig differenzierbar. Ist dann A C U
eine Nullmenge, so ist auch f(A) eine Nullmenge.

Beweis. Wihle wieder eine Folge (Q)ren von kompakten Quadern mit U = U7, Q-
Nach dem Schrankensatz ist dann f|Qy fir jedes k € N Lipschitz-stetig. Somit ist f(AN
Q) eine Nullmenge. Somit ist auch f(A) = Uren f(A N Qk) eine Nullmenge. O

Lemma 3. Sei A C R" ein Untervektorraum mit dim(A) < n. Dann ist A eine Null-
menge.
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Beweis. Setze B = {(z1,...,zn) € R™": z, = 0}. B ist eine Nullmenge, denn B ist die

Vereinigung von abzdhlbar vielen ausgearteten Quadern. Sei A erzeugt von i, ..., Up_1.
Definiere f: B — R™ durch f(z1,...,2,-1,0) = 22;11 Trug. f ist Lipschitz-stetig. Also
ist A= f(B) eine Nullmenge. O
Definition. Seien uy,...,u, Vektoren im R™. Setze

P(ul,...,un):{Z)\kukzog/\l,...,)\ngl}
k=1

P(ui,...,uy,) ist das von uq, . . ., u, aufgespannte Parallelotop. P(uq, ..., uy,) ist also das
Bild des Einheitswiirfels [0, 1]" unter linearen Abbildung A = (uy, ..., uy).

Satz 4. Fir alle uy,...,u, € R" gilt
v(P(ug,...,up)) = | det(u, ..., uy,)|

Beweis. Nach Linearer Algebra ist die Funktion D = |det | eindeutig bestimmt durch
die folgenden finf Eigenschaften:

(D1) D(uy,..., g, ..., up) = [A|D(u1,. .., uy)

(D2) D(uy + ug,ug,...,uy) = D(uq,...,uy,) fiilr n > 2.

(D3) D(e1,...,en) =1

(D4) D(ut, ... Uiy oy Uy ey Un) = DUty oy Ujy oo, U, .. uy) fiir 1 <4< j < n.
(D5) D(uq,...,u,) =0 fir uy,...,u, linear abhéngig.

Also geniigt es zu zeigen, dass die Funktion (uy,...,u,) — v(P(u1,...,uy)) diese Eigen-

schaften besitzt.

u (D1) Setze P\ = P(u1,...,\u;,...,uy,). Wir zeigen die Behauptung zuerst fir A =
k € N durch Induktion. Fir £ = 0 ist das klar. Nun ist Py, = PU(ku;+P;) und
der Durchschnitt der letzten beiden Mengen ist nach Lemma 3 eine Nullmenge.
Wegen Satz 1 folgt also

0(Per1) = 0(Py) +v(Py) = (k + 1)o(P)

Somit gilt die Behauptung auch fiir A € QT, denn ist A = % mit p,q € N, so
v(Py) = pu(Pr) und v(Pyy) = qu(Py). Sei nun A € RT. Sei ¢ > 0 und wihle

r,s €EQTmitr<A<sund s—1r < ﬁ. Dann gilt P. C Py, € P; und somit
rv(Pr) = v(P,) < v(Py) <v(Ps) = sv(Py)
also auch |[v(Py) — A (P)| < (s —r)v(P) < e. Mit ¢ — 0 folgt die Behauptung.

Sei schliellich A < 0. Wegen Py = Au; = P_ erhélt man mit Satz 1 v(P)) =
o(P_y) = (P,
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u (D2) Setze

Ao ={ > Mk 0< A, A < Tund Do < Ay}
k=1
und .
Ay :{Z)\kuk: 0< Ay Ay < 1und N gAg}
k=1
Dann ist P(u1,...,u,) = AgUA; und P(ug +ug,ug, ..., uy) = (u2 +Ag) UA;.
Da Ap N Aj und (uz + Ag) N A1 nach Lemma 3 Nullmengen sind, folgt also
nach Satz 1 die Behauptung.

zu (D3) Klar, da P(ey,...,e,) = [0,1]™.
zu (D4) Klar, da P(ui, ..., %, .., Uj, ... Up) = P(ur, ..., U5, .00, Uiy, Up).
u (D5) Gilt nach Lemma 3. O

Korollar. Sei A: R™ — R" eine lineare Abbildung. Dann ist v(A(Q)) = | det Alv(Q) fir
jeden Quader Q C R™.

Beweis. Sei A = (uy,...,uy,), also up = Aeg. Weiterhin sei  C R™ ein Quader. Ohne
Einschrinkung sei @@ abgeschlossen. Auflerdem koénnen wir ohne Einschrénkung anneh-
men, dass Q = [0, \] X --+ x [0, \,] mit A1,...,\, € RT, denn sonst bringe @ durch
Translation in diese Form und beachte, dass A(z + Q) = Az + A(Q). Dann gilt aber
A(Q) = P(Mug, ..., A\puy), also

v(A(Q)) = |det(Auq, ..., Adpuy)| = | det(ug, ..., un)| A1 ... Ay = | det Alv(Q) O

Lemma 5. Sei p: U — V ein Diffeomorphismus und sei W C U ein kompakter Wiirfel.
Setze ¢ = max{|det ¢'(x)|: x € W}. Dann gilt v(p(W)) < c-v(W).

Beweis. Seien U,V C R". o(W) ist kompakt, also integrierbar. Ist v(W) = 0, so folgt
die Behauptung aus dem Korollar zu Lemma 2. Sei also v(W) # 0 und o € R mit
v(e(W)) = a - v(W). Wir miissen zeigen, dass a < ¢. Konstruiere nun rekursiv eine
Folge (Wy)ren von kompakten Wiirfeln mit

v(e(Wi)) = a - v(Wy) (%)

Setze hierzu Wy = W. Zur Konstruktion von Wy, “zerlege” Wy in 2™ viele kompakte
Teilwiirfel von halber Kantenldnge. Unter diesen gibt es dann mindestens einen Wiirfel
Wit1 mit v(e(Wiy1)) > a - v(Wis1). Nach Konstruktion besteht (7, Wi aus genau
einem Punkt a. Setze b = ¢(a). Wegen Translationsinvarianz kénnen wir ohne Ein-
schriankung a = b = 0 annehmen. Sei jetzt my der Mittelpunkt von Wy, und d die halbe
Kantenldnge von W. Nach Konstruktion ist dann Wy, = {z: ||z —my||ec < 27%d}. Wegen
0=uac W gilt [|[mi]lec < 27%d. Sei A = ¢'(0). Wegen ¢(0) = 0 existiert dann eine
in 0 stetige Funktion r*: U — R™ mit 7*(0) = 0 und ¢(x) = Az + r*(2)||z||« fir alle
x € U. Definieren wir also r: U — R"™ durch r(z) = A~'*(x), so gilt auch 7(0) = 0 und
limg 0 r(x) = 0 sowie

p(a) = Az +r(z)]|l2) ()
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Auflerdem existiert fiir alle € > 0 ein &k € N mit
Vi ={z+7@)||z||oc: x € Wi} C Wi :={2: ||z — Mgl < 2_kd(1 +¢e)} (% % %)

denn sei € > 0. Wegen lim; 7(z) = 0 = r(0) existiert ein k¥ € N mit [|r(z)[| < § fiir
alle z € Wy. Wegen ||z]|oo < 2-27%d fiir z € Wy, ist dann fiir x € W},

lz + (@) elloo = mill o < Nz = mplloc + Ir(@)lssllzlloc < 275 +27Fde = 27%d(1 + ¢)

Also ist Vj; € Wy . und somit (* * %) gezeigt.
Ist aber Vi, € Wi, so folgt

e(Wy) = A(Vi) € A(Wy.)

(%)

und somit

v(p(Wi)) < v(A(Vi)) < v(A(Whe)) = [det Ajo(Wk o) = (1 +€)"[| det Allu(W},) <

<
< (1+4¢)"cv(Wy)

Wire nun nicht a < ¢, also ¢ < . Wihle dann £ > 0 so klein, dass auch (1 +¢)"c < a.

Wiéhle hierzu ein k wie in (* x *). Dann gilt v(p(Wy)) < av(Wy), was ein Widerspruch
zu (*) ist. O

Definition. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Ein Punkt 2 € X heifit Randpunkt
von A, wenn in jeder Umgebung von z sowohl ein Punkt von A als auch ein Punkt von
X ~ A liegt. Die Menge aller Randpunkte von A bezeichnen wir mit 0A.

Satz 6. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt

(a) OA ist abgeschlossen.
(b) AN OA ist offen.
(c) AUOA ist abgeschlossen.

Beweis.

zu (a) Esist 0A = (AUOA) N (AN 0DA), alsoist X N0A = (X N (AUJA))U (AN 0A),
was nach (b) und (c) offen ist.

zu (b) Seia € AN OJA. Dann gibt es eine offene Umgebung U von a mit UN (X \A) = 0,
d.h. U C A. Wegen U offen ist aber dann kein z € U Randpunkt von A. Also ist

U C A~ 0A.
zu (c) Sei B = X ~\ A. Nach Definition ist 0A = 9B, also ist nach (b) B \ 90A offen.
Aber X N\ (BN 0A) = (X N\ B)UOA = AUOA. O

Definition. Fiir A C X wie oben setze noch Int(A) = A \ 0A (das Innere von A) und
A= AUOA (die abgeschlossene Hiille von A).

Bemerkung. A ist offen genau dann, wenn A = Int(A). A ist abgeschlossen genau dann,
wenn A = A.
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Lemma 7. Sei p: U — V ein Diffeomorphismus und sei K C U kompakt, deren Rand
eine Nullmenge ist. Setze

c=min{|det ¢'(z)|: z € K}, d=max{|det¢(z)|: z € K}
Dann gilt ¢-v(K) <v(p(K)) < d-v(K).

Beweis. Nach Lemma 25 aus §16 exsitiert eine Folge Wy, W1, ... von kompakten Wiir-
feln, die hochstens Randpunkte gemeinsam haben, mit Int(K) = Jp2, Wi. Da K eine
Nullmenge ist, gilt dann

o0

v(K) = v(Int(K)) = Y _ v(Wi) (1)

k=0

Da ¢ ein Diffeomorphismus ist, bildet ¢ nach Analysis II offene Menge auf offene Mengen
ab. Somit ist @(Int(K)) = Int ¢(K) und daher auch ¢(0K) = d¢(K). Somit ist nach
Korollar zu Lemma 3 0p(K) eine Nullmenge und auch o(W;) N o(W;) = o(W; N W)

sind fiir 4 # j Nullmengen. Somit erhalten wir
v(p(K)) = v(Intp(K)) = Y v(yp (2)
k=0

Nach Lemma 5 gilt aber fir jedes k € N v(o(Wy)) < d-v(Wy). Aus (1) und (2) folgt
dann

v(p(K)) < d-v(K)

Um die andere Ungleichung zu erhalten, wenden wir das schon gezeigte Resultat auf die
kompakte Menge (K ) und den Diffeomorphismus ¢! an. Setzen wir also

b = max{|det (¢! (p(2)))|: z € K}

so gilt v(K) < b-v(p(K)). Fir x € K ist aber (¢71)'(¢(z)) = ¢'(z)~! und somit
det (1) (p(z))) = (det ¢'(z)) L. Also ist b= L. Somit ist

¢ v(K) < v(p(K)) =

Definition. Fiir eine Funktion h: R™ — R sei der Trdger supp(h) von h (oder auch mit
Tr(h) bezeichnet) definiert durch supp(h) = {x € R™: h(z) # 0}.

Lemma 8. Sei f integrierbar tber die offene Menge V. C R™. Dann g¢ibt es zu jedem
e > 0 eine Treppenfunktion g mit supp(g) CV und ||fy —g|1 < e.

Beweis. Sei zuerst h eine Treppenfunktion mit ||fy — k|l < §. Wegen |fy — 1yh| <
|fv — h| gilt dann auch ||fy — 1yh|l1 < §. Sei nun U eine beschriankte offene Menge
mit supp(h) C U, und sei ¢ > 0 eine obere Schranke fiir |h|. Nach Lemma 25 aus
§16 existieren dann endlich viele kompakte Quader Qo,...,Q, € U NV, so dass fir
A = Up—oQr gilt v(UNV) —=v(A) < 5. Dann ist g := 14h eine Treppenfunktion mit
supp(g) € V und |[1yh —glli = |[lunvh — 1ahl1 < c(v(UNV) —v(A)) < 5. Somit ist g
wie gewlinscht. O
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Satz 9 (Transformationssatz). Seien U,V C R™ und ¢: U — V ein Diffeomorphismus.
Weiterhin sei f: V — R integrierbar. Dann ist die Funktion (f o )|det ¢/ (x)| iber U
integrierbar, und es gilt

[ Fe@) et @)lde = [ fw)ay
U |4

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir den Fall, dass fiy eine Treppenfunktion
mit supp(f) C V ist. Wegen Linearitiat konnen wir aber dann sogar annehmen, dass fiy =
1¢ fiir einen Quader @ mit @ C V. Da 9Q eine Nullmenge ist und somit nach Korollar
zu Lemma 2 ¢~ !(0Q) auch, kénnen wir weiterhin annehmen, dass Q abgeschlossen, also
kompakt ist. Da | det ¢/| stetig und ¢ 1 (Q) kompakt ist, ist (1gop)|det ¢/| iiber ¢~1(Q),
also auch iiber U integrierbar. Somit ist nur noch zu zeigen, dass

[ ldetg@)lde= [ 1dy=v(@)
(@) Q

Setze ¢ = p~!. Sei € > 0. Da | det¢'|~! auf der kompakten Menge @ gleichméiBig stetig
ist, gibt es eine “Zerlegung” Q = Qo U ... Q. in kompakte Quader, die héchstens
Randpunkte gemeinsam haben, so dass gilt

max{|det ()| : y € Q;} — min{|det ¢/ (y)| Ly € Q;} <e, firi <m
Setze nun K; = ¢(Q;), ¢; = min{|det ¢/(z)|: € K;} und d; = max{|det ¢'(z)|: z €
K;}. Wegen ¢/ (¢¥(z)) = ¢/(z)~! gilt dann d; — ¢; < ¢ fiir i < m. Nach Lemma 7 gilt
¢i - v(K;) <v(Q;) < d; - v(K;). Natiirlich gilt auch
e - o(Ky) g/ et ' (2)| dz < d; - v(K;)
K;

Also folgt

[ ldet @)l do - 0(Qu) < (6 = (i) < = u()

Da K;NK; = ¢(Q;NQ);) fiir i # j nach Korollar zu Lemma 2 eine Nullmenge ist, erhélt
man nach Summation

<e-o((Q) =%0

’ [ Jdeti@)]do - o(@)
P(Q)

Also folgt die Behauptung.

Sei nun f eine beliebige integrierbare Funktion. Nach Lemma 8 gibt es dann eine Folge
(gx)ken von Treppenfunktion mit limg_,o || fy — gk /|1 = 0 und supp(gx) C V. Wegen Satz
1 aus §17 koénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass die Folge (gx)ken auBerhalb
einer Nullmenge A C V punktweise gegen fy konvergiert. Setze nun gx = (gx o )| det ¢/|
und f = (fy o )| det ¢'|. Nach dem oben gezeigten ist §j, iiber U integrierbar und wenn
wir das oben Gezeigte auf die Treppenfunktion |gx — g,,| anwenden, erhalten wir

Hgk—gmul:/Uwgk—gm\dx:/vwgk—gmrdy:ugk—gmul
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Somit ist (g )ren eine Ll—Cauchyfqlge. Weiterhin konvergiert (gi)ren aufierhalb der Null-
menge o~ (A) punktweise gegen f. Somit ist nach Satz 1 aus §17 f integrierbar und es
gilt
[ F@yde = lim [ gu(a)de = i [ o)y = [ sw)dy =
U k—oo JU k—oo Jv %
Bemerkung. Wenn man den Transformationssatz auf ¢~! anwendet, erhilt man umge-
kehrt aus der Integrierbarkeit von (f o ¢)| det ¢’| auch die Integrierbarkeit von f.

Beispiel (Polarkoordinaten). Sei 7 > 0 und setze K = {z € R?: |lz| < r}. Wir wollen
v(K) berechnen. Setze hierfiir U = (0,7)x (0,27). U ist offen. Definiere ¢: U — R? durch
(s, t) = (scost,ssint). Sei V = p(U). Esist V C K und K \V = {z € R: ||z|] =
r}U{(s,0): 0 < s < r}. Also (!) ist K \ V eine Nullmenge und daher v(K) = v(V).
@ ist injektiv. Um zu zeigen, dass ¢: U — V ein Diffeomorphismus ist, berechnen wir
det ¢'(s,1). Es ist

cost —ssint
sint scost

det ¢(s,t) = det < ) = scos’t + ssin’t = s >0, fiir (s,t) € U.

Somit ist ¢ ein Diffeomorphismus und nach dem Transformationssatz und dem Satz von

Fubini gilt
27 7 2 7“2
U(V)z/ldy:/sd(s,t):/ / sdsdt:/ At = 72
v U o Jo 0o 2

19 1-Formen, Kurvenintegrale

Frage. Sei U C R" offen und g: U — R" stetig. Gibt es dann eine differenzierbare
Funktion f: U — R mit g = f'?

Definition. Eine Funktion g: U — R"™ mit U C R™ bezeichnet man auch als Vektorfeld
auf U.

Bemerkung. Fir n = 2 kann man solch ein g wie in Abbildung 1 gut veranschaulichen.

Statt mit Vektorfelder arbeiten wir im folgenden jedoch mit einer dquivalenten Dar-
stellung. Wir identifizieren R mit dem Dualraum (R™)*. (R™)* besteht aus den linearen
Abbildungen von R™ nach R. (R™)* ist kanonisch isomorph zu R".

Definition. Sei U C R" offen. Eine 1-Form auf U ist eine Abbildung w: U — (R™)*. Ist
also f: U — R differenzierbar, so “ist” f’: U — (R™)* eine 1-Form. Bei dieser Auffassung
schreiben wir df fiir f'.

Notation. Sei n fest. Fiir 1 < ¢ < n definiere die i-te Projektion A;: R™ — R durch
Ai(z1,...,2n) = x;. Dann ist A;, ..., A, die kanonische Basis von (R™)*. )\; ist differen-
zierbar, und es gilt d\;(z) = \; fiir alle x € R™. Wir benutzen nun die Notation

dl‘i = d)\l
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Abbildung 1: Vektorfeld im 2-dimensionalen

NN N

NN = r 7 7 g
NNNNNN SN~ - g g
NNNNN NN s s
T T T T T AN
Vbbb U
Y/ VF Vs = ~ NN\
I AR NA A
IR E NN N\
VNP IS N

VDOV TS G\
K H Y YKo e~~~ R

Ist w: U — (R™)* eine 1-Form, so existieren eindeutig Funktionen fi,...,f,: U — R
mit

Wir schreiben dies etwas ungenau als

w= i fidx;
i—1

Bemerkung. Wir kénnen w mit dem Vektorfeld f = (f1,..., fn): U — R" identifizieren.

Beispiel. Sei f: U — R differenzierbar, U C R"™ offen. Sei 2 € R” und b = f’(x). Dann
gilt fir alle y = (y1,...,yn) € R”

=gl g @ A =3 5

8%

Somit ist

o O

Bemerkung. Beachte, dass (R™)* mit der durch die Abbildungsnorm induzierten Metrik
eine metrischer Raum ist. Also ist klar, was es bedeutet, dass eine 1-Form stetig ist.

Definition. Sei w = >_1" | f;dx; eine 1-Form auf U C R"™. w ist (stetig) differenzierbar,
wenn fi,..., f, alle (stetig) differenzierbar sind.

Bemerkung. Ist w differenzierbar, so ist w stetig.
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Notation. Ist v € (R")* und w € R", so sei vw = v(w).

Definition. Sei w eine 1-Form auf U C R™ und f: U — R. Dann ist f eine Stammfunk-
tion von w, wenn f differenzierbar ist und w = df gilt.

Bemerkung. Nach Analysis II gilt: Ist U zusammenhéngend und sind f und g Stamm-
funktionen von w, so ist f — g konstant.

In der Analysis I erhalten wir Stammfunktionen von stetigen Funktionen durch In-
tegration. Dies wird auch hier, wenn sie existieren, der Fall sein. Wir benétigen aber
Integrale langs Kurven.

Notation. Sei f: X — Y eine Funktion und A C X. Dann bezeichne f|A die Einschran-
kung von f auf A.

Definition. Sei 7: [a,b] — R" eine Kurve. v ist stickweise stetig differenzierbar, wenn
es eine Zerlegung a = ag < a3 < --- < a; = b von [a,b] gibt, so dass 7|[ai, ai11]
fir alle 0 < ¢ < k stetig differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so nennen wir « eine
Integrationskurve.

Definition. Sei nun w eine stetig 1-Form auf U und : [a,b] — U eine Integrationskurve.
Wir definieren das Integral fvw von w langs v wie folgt: Sei a = ag < -+ < ar = b eine
Zerlegung von [a, b], so dass y|[ai, ai4+1] fir alle i < k stetig differenzierbar ist. Definiere
dann

falls t & {ag,...,an}
sonst

/ / t) dt

Ist also w = >1"; fidz; und v = (71,...,7n), so gilt

/W—Z yi(t) dt

i=1"¢

v+ [a, b] —>R”t»—>{

und setze

Bemerkung. Dies ist eine Verallgemeinerung des {iblichen eindimensionalen Integrals,
denn ist w = f dx eine stetige 1-Form auf (a,b) und 7: [a,b] — R die Identitéat, so ist

b
/w:/ £(b) dt
vy a
/01w1+62w2—61/w1+02/w2
v ¥ ¥

b <e¢, f=7lla,b] und J|[b, c], so gilt

e[

Fiir «, 8 und § wie oben, schreibe auch v = 5 & ¢.

Bemerkung. Es gilt

Bemerkung. Ist v: [a,c] —
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Bemerkung. Ist v: [a,b] — U und v~ : [a,b] — U definiert durch v~ (¢) = v(a + b — t),

S0 ist
[om )
v ol

Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung.

Satz 1. Sei f eine Stammfunktion der stetigen 1-Form w: U — (R™)*. Dann gilt fir
jede Integrationskurve v: [a,b] — U

A w=f(1(B) - f(x(a))

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass v stetig differenzierbar ist.
Dann ist f o~ differenzierbar und nach der Kettenregel gilt (fo~)'(¢t) = f/(v(¢))y/(t) fiir
t € [a,b]. Somit ist nach dem Hauptsatz

[w=[ar= [ Fawrma= 60 - 16 0
8! 2! a

Beispiel. Hiermit kénnen wir schon zeigen, dass gewisse stetige 1-Formen keine Stamm-
funktion besitzen. Sei w = y?dz + dy, v: [0,1] = R2, ¢+ (¢,¢) und 6: [0,1] — R? ¢ >
(t,t%). Dann ist (0) = 6(0) und (1) = §(1) und es gilt

1 1 4

/w:/ t2dt+/ dt = =

v 0 0 3
14 1 6
/w:/tdtJrQ/ tdt = =
) 0 0 5

Also hat nach Satz 1 w keine Stammfunktion.
Definition. Eine Kurve v: [a,b] — R"™ ist geschlossen, wenn ~y(a) = y(b) gilt.

Satz 2. Sei U C R"” offen und zusammenhdngend und sei w eine stetige 1-Form aus U.
Dann sind dquivalent:

(1) w besitzt eine Stammfunktion.

(2) Fir jede geschlossene Integrationskurve v: [a,b] — U gilt

/sz
~

(3) Fir je zwei Integrationskurven v: [a,b] — U und ¢: [¢,d] — U mit y(a) = d(c) und

v(b) = 6(d) gilt
A w= /5 w

Beweis.
(1) = (2) folgt aus Satz 1.
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(2) = (3) Seien 7, 0 wie in (3). Setze e = b+ d — ¢. Definiere 3: [a,e] — U durch

B(t) = ~(t) falls a <t <b
C|é(d+b—t) fallsb<t<e

Dann ist 8 geschlossen. Also ist

o:/ﬁw:Lw_Aw

(3) = (1) Sei ohne Einschrankung U # (). Wihle einen festen Punkt a € U. Nach

Analysis II existiert fiir jedes x € U ein Streckenzug S von a nach x mit S C
U. Somit existiert fir jedes x € U eine Integrationskurve 7, : [cz, d;] — U mit
vz(¢z) = a und 7(d,) = x. Definiere nun F': U — R durch

F(x):/zw

Nach (3) héngt diese Definition nicht von der speziellen Wahl von ~, ab. Wir
koénnen also schreiben:

Wir zeigen, dass F' eine Stammfunktion ist. Sie hierzu w = Y"1 ; f; dz;. Es geniigt
zu zeigen, dass F' partiell differenzierbar ist und D;F = f; fir 1 < ¢ < n. Seien
hierzu 1 <4 <n und x € U. Fiir geniigend h # 0 gilt dann

x x+he;
F(x+hei):/w+/ w
a T

und somit

z+he;
F(az—f—hei)—F(:c):/ w

Letzteres Integral berechnen wir mit der Kurve dp: [0,1] — U, die definiert ist
durch 6, (t) = x + the;. Wegen 6}, (t) = he; ist w(dx(t))d7,(t) = hfi(dn(t)), also

1
/ w:h/ fi(x + the;) dt
Op 0

lim F(x 4+ he;) — F(x)
h—0 h

Somit ist

1
= }1113%/0 fi(z +the;) dt = fi(x) i

Beispiel. Sei w = (22 — y)dr — 2 dy. Wihle (0,0) als Startpunkt. Fiir (z,y) € R?
definiere die Kurve v(,,: [0,1] — R? von (0,0) nach (x,y) durch v, (t) = t(z,y).
Definiere f: R? — R durch

1
f(x,y):/ w:/(%x—ty)x—txydt:x2—xy
V(z,y) 0

Man iiberzeugt sich leicht von df = w.
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Definition. Seiw = >_1'; fi dz; eine stetig differenzierbare 1-Form auf U. w ist geschlos-

Sen, wenn

Bemerkung. Sei w eine stetig differenzierbare 1-Form auf U C R™. Besitzt w eine Stamm-
funktion, so ist w geschlossen.

Beweis. Sei g: U — R eine Stammfunktion von w. Dann ist g zweimal stetig differen-
zierbar. Also gilt nach Analysis II fiir 1 <i,5 <n

Dif; = DiDjg = D;Dig = D, f; O

Mit dieser Bemerkung kann man schon fiir viele 1-Formen leicht feststellen, dass sie kei-
ne Stammfunktion besitzen Betrachten wir etwa unser fritheres Beispiel w = y? dz + dy.
Hier ist 5.y~ = 2y aber -2 3z 1 = 0. Fiir beliebige offene U gilt nicht, dass jede geschlossene
1-Form auf U eine Stammfunktion besitzt. Fiir ein Beispiel siche Ubungen. Aber fiir
viele U ist dies richtig.

Definition. Sei U C R™. U heifit sternformig, wenn es ein a € U gibt mit [a,z] C U fiir
allex € U.

Satz 3 (Poincarésches Lemma). Sei U C R™ offen und sternformig. Dann besitzt jede
geschlossene 1-Form auf U eine Stammfunktion.

Beweis. Sei a € U mit [a,z] C U fiir alle z € U. Nach Translation kénnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass a = 0. Sei w = > ' f;dz; eine geschlossene 1-Form
auf U. Fir z € U sei 7,: [0,1] — R” definiert durch v,(t) = tz. 7, ist also eine
Parametrisierung von [0, z]. Definiere nun f: U — R durch

() = /Ew _ /Olf:lfi(tx)xidt

fir x = (z1,...,2,) € U. Wir zeigen, dass f eine Stammfunktion von w ist. Nach
Analysis II ist f differenzierbar und fir 1 < k < n gilt

Dy f(z) /()5£L‘k <Zf7, (tz)z )dt /

=1

-/ té?ﬁj( ) 4+fk<tx>dt=/01t(jtfk) (t) + fi(t) dt =

L g
:/0 = (tfilt) dt = fila) -

Korollar. Sei w eine stetig differenzierbare 1-Form auf U. Dann ist w genau dann
geschlossen, wenn es fir jedes x € U eine offene Umgebung V. C U wvon x gibt, so dass
w|V eine Stammfunktion besitzt.

it + fr(tz)dt

Beweis. Ist die rechte Seite erfiillt, so folgt genau wie in der obigen Bemerkung, dass w
geschlossen ist. Sei andererseits w geschlossen und = € U. Wahle € > 0 mit U.(z) C U.
U:(z) ist sternformig. Also besitzt w|U.(x) eine Stammfunktion. O
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20 Differentialformen, Satz von Stokes

Der Satz von Stokes ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung. Satz 1 aus §19 ist ein Spezialfall hiervon. Zur Motivation beweisen wir
zuerst noch einen weiteren Spezialfall. Sei hierzu @ = [a, b] X [¢, d] ein kompakter Quader
im R? und U C R? offen mit @ C U. Wir parametrisieren den “orientierten” Rand von
Q@ durch die folgenden vier Kurven g, 71, g, 01, die definiert werden durch

Y: [e,d] = Ut — (a,t)
m: [e,d] = Ut — (b,t)
do: [a,b] = U,t — (t,c)
01: [a,b] = U, t — (t,d)
)
gl 1
0 m
ct 5
a b

Léngs dieser Kurven kénnen wir eine 1-Form auf U integrieren. Sei also w = fdxz + gdy
eine stetig differenzierbare 1-Form auf U. Wir setzen

/w::—/w—l— w + w—/w
0Q Yo ) ot 01

Wir integrieren also w ldngs des Randes von ) im Gegenuhrzeigersinn. Nun wollen wir
/. QW berechnen als Integral einer “Ableitung” dw von w iiber @. Es stellt sich heraus,
dass wir hierzu dw definieren missen durch

dw—@—a—f
Oz Oy

Wir wollen also hiermit zeigen, dass

/dw:/ w
Q aQ
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Mit Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

[ [ f 22 [ B [ [ Lo
= [ o) o) ay— [ sed) - sz, da

Nun ist aber wegen ~/(t) = (0,1) und &(¢t) = (1,0)

‘A1W—-Zﬁg®40dy, [;w-zﬁgmdgdy
/61w—/f:):d /w_/fxc
Joe= Lo [ e foo L

Wir wollen dies nun auf héhere Dimensionen verallgemeinern, und zwar gleich so, dass
der Satz 1 aus §19, welcher kurz beschrieben sagt, dass

und

Somit haben wir

Léy—fww»—ﬂﬂ@>

auch ein Spezialfall wird. Der Beweis wird nicht wesentlich komplizierter als im obigen
Spezialfall. Fiir die Formulierung benétigen wir jedoch einen relativ komplizierten Appa-
rat. Dabei starten wir mit Begriffen aus der multilinearen Algebra. Seien im Folgenden
V und W Vektorrdume iiber R.

Definition. Sei k> 1 und f: V¥ — W.
(a) f ist k-linear, wenn fir \, u € R und vy,...,v,0', ... v € V gilt:

flor, .o o+ o’y oo o) = A (v, 0, o) + af (v, k)

(b) f ist alternierend, wenn f(v1,...,v;) = 0 gilt, falls v; = v; fiir ein Paar (7,7) mit
1<i<j<k gilt.

Bemerkung. Sei f: V¥ — W k-linear und alternierend. Wie in der linearen Algebra zeigt
man: Ist ™ € Sk, s0 ist f(vr(1),- - Vr)) = sgn(m) f(v1, ..., Vk)-

Definition. Eine alternierende k-Form w auf V ist eine k-lineare, alternierende Abbil-
dung w: VF - R.

Bemerkung. Ist dim(V') = n, so ist det eine alternierende n-Form auf V.

41



Definition. Fir k£ > 1 setze
AltF(V) = {w: V¥ = R: w ist eine alternierende k-Form auf V'}

Setze noch Alt’(V) = R. Im folgenden ist es giinstig, V° = {0} zu setzen, und R
mit Abb(V? R) zu indentifizieren. Alt*(V) ist mit der offensichtlichen Definition ein
Vektorrdum iiber R. Es ist also Alt'(V) = V* der Dualraum von V. Fiir w € V* und
v €V setze

w-v = {w,v) = w(v)

Definition. Seien ¢, ..., ¢, € V*. Dann wird die Abbildung
YL AN pg: VF SR
definiert durch

(p1,v1) oo (p1,0k)

(1 A A (vt o) =det [ :
{(Prov1) oo @k v)

Bemerkung. Aus den Eigenschaften von det und (-, -) folgt sofot, dass ¢1 A--- A @y eine

alternierende k-Form auf V ist.

Bemerkung. Die Abbildung (¢1,...,0r) +— @1 A--- A g von (V*)F nach Alt*(V) ist

k-linear und alternierend.

Satz 1. Sei k > 1 und sei p1,...,p, eine Basis von V*. Dann bilden die Elemente
Ciy NN, 1<y < -+ <ip <n eine Basis von Altk(V). Insbesondere gilt

dim AltF(V) = ( k)

Beweis. Sei by,...,b, € V eine zu ¢q,...,p, duale Basis, d.h. (¢;,b;) = d;;. Nach
Definition ist dann fir 1 <4y <o < -+ - <ip <nund 1 <j; <--- < jp < n.

1 falls (i1,...,0) = (J1,---Jk)

' S o 0 falls (Zla"'vzk) ?é (]la-'w]k‘)

Sei also nun w € Alt*(V) und setze ity = W(big, ..., b5,) fir 1 <4y < -+ <4 <.
Dann gilt

1<i1 << <n

und offenbar ist diese Darstellung eindeutig. O

Satz 2. Seien 1,...,pr € V*. Weiterhin seien 1, ... ¢, € V* mit ¢; = Z§:1 aij Q5
fir 1 <i<k. Setze A= (aij)i<ij<k- Dann gilt 1 A--- AN =det A- 1 A=+ A .
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Beweis. Es gilt

n
@111/\"‘/\71%:Zaljl"'akijOﬁ/\"‘/\‘pjk:

Jisendk=1
= Z A1r(1) - - - Okr(k)Pr(1) N N Pr(k) =
TESE
= Z SEN(T)Ar(1) « - - Qlr(k)PL A+ A P =
PiESk
=detA -1 A A g O

Sei nun V endlichdimensional.

Satz 3. Sind k,l > 1, so existiert genau eine Abbildung
A AIE(V) x ALY (V) — APV, (w,n) —» w A g

mit den Eigenschaften

(1) A ist bilinear, d.h. (w1 +w2) An=wi An+wa An, wA (M +m2) =wAn +wAn
und Mw An) =IwAn=wA .

(2) Sind wy,...,wg,n1,...m € V*, so gilt

(WA Aw) A A Am) =wi A Awpg A A== Ay

Beweis. Sei zuerst @, ..., eine Basis von V*. Seien w € Alth(V) und n € AltY(V).
Nach Satz 1 kann man w und 7 eindeutig darstellen in der Form

W= E : Qiy,..yip,Piy N\ - N\ P,
1<iy<-<ip<n

N= D0 G A A
1<ji<-<gign

Definiere nun

WA= Z Wiy oy Ojr ot Pin N - N i, Npjy N Ay
1<ig < <ip<n
1<j1<<j<n

Offenbar gelten dann (1) und (2). Die Eindeutigkeit ist klar. O

Definition. Fiir a € R = Alt°(V) und w € Alt*(V) setze
aNw=wANa:=aw
Bemerkung. Fiir wy € Alt*(V), wo € AltY(V) und w3 € Alt™(V) gilt

(w1 /\CL)Q) ANwg = w1 A (CL)Q /\wg)
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Bemerkung. Fiir w € Alt*(V) und n € Alt! (V) gilt
wAn=(=D*pAw

Beweis. Es geniigt dies fiir den Fall w = wi A---Awg und np = n1 A--- Ay mit w;,n; € V*
zu zeigen. Dann gilt es aber, da die Permutation

(1,...kk+1,....,k+1)—(k+1,....k+1,1,....k)
das Signum (—1)* hat. O

Definition. Seien wieder V, W endlichdimensionale Vektorrdume iiber R. Weiterhin sei
T:V — W eine lineare Abbildung. Fiir ein w € Alt*(W) definiere eine Abbildung
T*(w) = T*w von V* nach R durch

T*w(vl, ... ,’Uk) = W(T(Ul)a e 7T(Uk))

Offenbar ist T*w eine alternierende k-Form auf V', die mit T auf V' zuriickgeholte Form.
Es gilt also
T*: AltF(W) — Alt*(V)

Beispiel. Ist w € Alt®(V), so ist T"w = w.
Beispiel. Ist w € Alt!(V), so ist T*"w = wo T.
Satz 4. Seien V und W endlichdimensionale Vektorraume tiber R und T:V — W

linear. Dann gilt:

(a) T*: AltF(W) — Alt*(V) ist linear-

(b) Sind w und n alternierende Formen auf W, so gilt T*(w An) = T*(w) AT*(n).

(c) Ist V=W, dim(V) =n und w eine alternierende n-Form, so ist T*w = det(T') - w.

(d) Ist Z ein weiterer Vektorraum tiber R und S: W — Z linear, so ist (SoT)* = T*oS*.

Beweis.
(a) Klar.

(b) Wegen (a) geniigt es zu zeigen, dass fiir ¢1, ..., € W* gilt:

T (o1 N Npg) =T (1) A=+ AT (p)

Seien hierzu vy, ...,v; € V. Dann gilt

T (o1 A Ap)(vr, - osve) = (@1 A= Ag) (T, . Tog) =

(p1,Tv1) ... (p1,Tvg)

= det : : =
(o, Tvr) ... (n, Tog)
(proT,v1) ... {(p1oT, vg)

= det : : =
(ppoT,v1) ... (pxoT, vg)

= (T (@) A== AT (@) (V1 -+ 0k)
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(c) Sei by,...,by eine Basis von V. Sei T'(bj) = > i, a;;b; und setze A = (asj)1<ij<n-
Nach Definition ist dann det T = det A. Sei 1, ..., @, die zu by, ..., b, duale Basis.
Nach Satz 1 hat w die Form c-pj A- - -Agy,. Sei ohne Einschrankung ¢ = 1. Nach (b) ist

! .
T (1A Npn) =T*(@1) A -ANT*(pp). Aber T*(¢;) = @joT = Y i, ajipi. Somit
ist nach Satz 2 T* (1) A AT* () =det AT - o1 ANy =detT -1 A+ Ay,

(d) Klar nach Definition. O

Im Folgenden betrachten wir dies fiir V' = R™. Dann hat V* die kanonische Basis
Aly..oy Ap, wobei A\;: R™ — R die i-te Projektion ist, d.h. X\;(z1,...,z,) = z;. Nach
Satz 1 bilden die Elemente A\;; A--- AN, , 1 <141 <...ip <n, eine Basis von Altk(R")
fir k > 1.

Definition. Sei U C R" offen. Eine Differentialform der Ordnung k (oder kurz k-Form)
auf U ist eine Abbildung w: U — Alt*(R"). Eine 0-Form ist also einfach eine Abbildung
f: U — R. Fir k = 1 stimmt diese Definition mit der fritheren iiberein. Seien w, wy, ws k-
Formen auf U und f: U — R eine Funktion. Definiere dann die k-Formen fw und wi+ws
durch (fw)(z) = f(z)w(z) und (w1 +w2)(x) = wi(x) +wa(x). Ist weiterhin n eine I-Form
auf U, so kénnen wir die (k + [)-Form w A n definieren durch (w A n)(z) = w(z) A n(x).
Die obigen Rechenregeln {ibertragen sich auf diese Operationen.

Bemerkung. Sei nun k > 1 und w eine k-Form auf U. Dann besitzt w eine kanonische
Darstellung, die sich wie folgt ergibt: Da die Elemente A\;; A---AN;,, 1 <dp < --- <, <,
eine Basis von Altk(R”) bilden, gibt es eindeutig bestimme Funktionen f;; ; : U — R
mit

w(@) = D firin (@) Xy Ao A Xy, =

1< << <n

= Z firyin (@) - dNiy () A AdA, ()

1< << <n

Mit unserer fritheren Konvention dz; = d\; gilt also

W= Z fivooip Ay A Aday,

1<ip < <ip<n
Wir nennen dies die Normaldarstellung von w.

Definition. Ist w wie oben, so heifit w beliebig oft differenzierbar, wenn jedes fi, . .
beliebig oft differenzierbar ist. Im Folgenden setzen wir der Einfachheit halber voraus,
dass jede k-Form beliebig oft differenzierbar ist.

Bemerkung. Das ist unproblematisch, denn sind w, n beliebig oft differenzierbar, so auch
wAM.

Definition. Fir offenes U C R" setze

OF(U) = {w: U — AItF(R™): w ist k-Form auf U}
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Definition. Wir definieren nun fiir jede k-Form w auf U ihre (Gufere) Ableitung dw:
(1) Ist w eine 0-Form, so sei dw die tibliche Ableitung von w.

(2) Sei w eine k-Form mit k£ > 1 und sei

w = Z fivooip Az, Ao Aday,

1<i1 << <n

die Normaldarstellung von w. Setze dann

dw = Z dfi1,...,ik A dxil VANCERWAN dl’ik

1<i1 << <n

Somit gilt also fiir w wie in (2)

n
of; .
dw= Y Z%dx]ﬂdxh A Adag,
1<iyi < <ip<n j=1 J

Bs ist also d: QF(U) — QF1(U).

Beispiel. Sei w = fdx + gdy. Dann ist

_ (94,1 9 ) (89 9 )
dw—(axdx—i-aydy Adx + 8xd$+8ydy A dy
:gda}/\dm+gdy/\da:+@dx/\dij@dy/\dy:
ox dy ox oy
g 3f>
== - = d
(633 3y dz A dy

Analog erhélt man fir w = > ; fi da;, dass

B of;  0fi ‘ ,
dw = Z (0@- 03@) dz; A dz;

1<i<j<n

Satz 5. Sei U C R” offen. Dann gilt:
(a) Sind wi und wy k-Formen auf U und A\, € R, so gilt

d(Awy + pwe) = Adw; + pdws

(b) Ist w eine k-Form auf U und n eine I-Form auf U, so gilt
d(wAn) =dwAn+ (=1)FwAdy

(c) Ist w eine k-Form auf U, so gilt
ddw =0
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Bewess.
(a) Klar.
(b) Sei zuerst k = [ = 0. Dann ist (b) einfach die Produktregel. Seien nun k,I € N

beliebig und sei
W = Z fivooip diy Ao Aday,

1<i1 << <n

und

n= Z Gjr oy ATy A+ AN dy,
1<1<<gi1<n

Wir schreiben hierfiir kurz w = ) ; frdey und n = > ; fydzy. Dann ist w An =
>or. frgrdxr Adzy, also

d(wAn) ZZd(f[gJ)/\dl‘]/\diL’JZZ(ngf[+f]ng)/\d$[/\de=

I,J 1,J
:ZngfI/\da;I/\de—i—(—l)kfjd:cl/\dgj/\dxj:dw/\n—i—(—l)kw/\ dn
1,J

(c) Wegen (a) geniigt es den Fall zu betrachten, dass w = f dx;, A--- Adw;, . Hierfiir gilt
aber

ddw = d(df Adx;, A--- Aday,) =
:ddf/\d.%‘il/\"'/\dl’ik—df/\dl/\dl‘il/\-”/\dxik:
=ddf Adxz;, A--- Aday,

Somit geniigt es zu zeigen, dass ddf = 0 fur eine 0-Form f. Wegen df = >"1 %dlm

ist aber nach obigem Beispiel:

ddf = > (82f of ) dz; Adaj =0 O

1<i<j<n 8l‘il'j 8:1)]':1?1'

Definition. Wir iibertragen nun das “Zuriickholen” von k-Formen auf Differentialfor-
men. Seien hierzu U C R™ und V' C R™ offen sowie ¢: U — V eine beliebig oft differen-
zierbare Abbildung. Fiir jedes z € U ist dann Dy(z): R® — R™ linear und wir kénnen
mit Dy(x) jede alternierende Form auf R™ nach R™ zurtickholen. Sei also w eine k-Form
auf V. Wir definieren dann eine k-Form ¢*(w) = ¢*w auf U durch

(¢*w)(z) = (Dp(x)) w(p(z))
Es gilt also fiir vy,...,v; € R™
(e w)(z)(v1, ..., vk) = w(p(@)) (Dp(z)ve,. .., Do(x)vg)

Bemerkung. Es ist ¢*: QF(V) — QF(U), denn ¢*w ist beliebig oft differenzierbar. Dies
folgt leicht aus den Berechnungen weiter unten.
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Bemerkung. Fir k =0, d.h. ist f eine 0-Form, gilt ¢*f = f o ¢.

Satz 6. Seien u C R"™ und V C R™ offen, sowie p: U — V beliebig oft differenzierbar.
Dann gilt:

(a) @* ist linear.

(b) Sind w und n Differentialformen auf V', so gilt p*(w An) = *w A p*n.

(¢c) Ist m =n und w eine n-Form auf V', so gilt
p*w=det Dp - (wo )
(d) Ist W C RF offen und : V — W beliebig oft differenzierbar, so ist
(Yop)” =g oy®

Beweis. (a), (b) und (c) folgen folgen sofot aus Satz 4. (d) folgt aus Satz 4 und der
Kettenregel

D(tp o p)(x) = Dip(p(x)) - Do(x) 0

Bemerkung. Sei w = > 1< c..cip<m fir,.ip, QWiy A -+ A dy;,, eine k-Form auf V. Fiir
1 < ¢ < m ist nach Definition

(¢ dyi)(x)(v) = dyi(p(z))(Dp(x)v) = dpi(z)(v)

wobei ¢ = (p1,...,¢m). Also gilt *dy; = dp;. Weiterhin ist ¢* f = fo fiir eine 0-Form
f auf W. Somit gilt fiir w wie oben nach Satz 6

Prw = Z (fil,m,ik op)dp, A+ A dy;,
1<ig < <ip<m

Hieraus sieht man sofort, dass ¢*w unendlich oft differenzierbar ist. Speziell gilt fiir
k=1=n

m

p'w =) (fio )¢

i=1
also ¢*w(t) = w(p(t))¢'(t). In diesem Fall ist also ¢*w schon in der Definition des
Kurvenintegrals aufgetaucht.

Sehr wichtig ist die folgende Vertauschbarkeit der Ableitung mit dem Zuriickholen von
Differentialformen.

Satz 7. Seien U C R™ und V C R™ offen, sowie p: U — V beliebig oft differenzierbar.
Dann gilt fiir jede Differentialform w auf V'

" (dw) = d(¢p*w)
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Beweis. Wegen Linearitdt konnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass w = f dy;, A
-+ Ady;, . Sei wieder ¢ = (p1,...,¢m). Wie oben gezeigt ist ¢*dy; = de;. Weiterhin ist

0 0
e (df) = (3 %dyi) =>. <5Tf 0 p)dg; = d(f o )
i—1 9Yi i—1 9Yi
Also gilt wegen d? = 0

d(¢*w) =d((fop)degi, A Adg;,) =d(f o) Adpi, A--- Adg;,

und
e (dw) = " (df Adyi, A---Ady,,,) =d(fop) Adpi, A--- Ady;, O

Wir verallgemeinern nun den Begriff der Kurve:

Definition. Eine k-Fldche im R"™ ist ein Paar (v,Q) mit v: U — V unendlich oft
differenzierbar, U C R* offen, V' C R"™ offen und einem kompakten nichtentarteten
Quader @@ C U. Wir schreiben dies etwas ungenau als v: () — V ist eine k-Flache.

Beispiel. Sei Q = [0,1] x [0,27] und 7: Q — R3 definiert durch

T COS ¢

y(r,p) = [ rsing
0

Dann ist 7 eine 2-Fliache im R3.

Definition. Wir wollen nun k-Formen im R" iiber k-Fldchen im R"™ integrieren. Hierzu
gehen wir wie folgt vor: Sei zuerst w eine k-Form auf U C R* und sei Q C U ein
kompakter nichtentarteter Quader. Dann ist w = fdz; A--- Adag mit f: U — R. Setze

/Qw:—/Qfda:

Sei nun w eine k-Form auf V' C R™ und ~v: @Q — V eine k-Fliche. Setze dann

/w::/v*w
¥ Q

Bemerkung. Dies ist eine Verallgemeinerung des Kurvenintegrals, denn sei v: [a,b] — V
mit V' C R offen eine Kurve. Weiterhin sei w eine 1-Form auf V. Sei alsow = >°7" ;| f dx;.
Dann gilt

n

Yw=> (fior)y

i=1
Also ist nach unserer neuen Definition:

[o=] ”f;fiw(t))v;(t) dt

1=

was mit unserer alten Definition uibereinstimmt.
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Bemerkung. Ein weiterer Spezialfall ist der folgende: Sei v: Q — V eine k-Fliche mit
V C R¥ offen. Weiterhin sei w eine k-Form auf V. Nach Satz 6(c) ist v*w = det Dy-(wo7y).
Sei w= fdx; A--- Adzg. Nach Definition ist dann

/7 w= /Q f(¥()) - det Dy(x) da

Sei nun sogar v: U — V ein Diffeomorphismus. Setze U; = Int(Q) und Vj = ~(Uy).
Dann ist auch v|Uy: Uy — Vi ein Diffeomorphismus. Also gilt nach dem Transformati-
onssatz

[ fG@) - et Dy@)lda = [ 1) dy
Uy Vi

1

Nun sind aber 9Q und 9v(Q) Nullmengen und V; = Int(y(U)). Also erhilt man auch

| 10 - |det Dy@)|do = [ i) dy
Q (@)

Wegen Stetigkeit ist aber det Dy(x) > 0 fiir alle x € @ oder det Dy(x) < 0 fiir alle z € Q.

Also gilt
/wZ/ f(y)dy oder /wz— fly)dy
¥ 7(Q) v 7(Q)

Definition. Schliefflich konnen wir den Formalismus auch noch sinnvoll auf den Fall
k = 0 erweitern. Setze R = {0}. Eine 0-Kurve im R" ist eine Funktion v: R® — V mit
V C R” offen. Fiir eine 0-Form f auf V und eine 0-Kurve v: R? — V setze

[ 1= f60)
v
Definition. Sei nun V C R" offen. Setze
Fi.(V)={y: Q — V: v k-Fliache}
Die k-Kettengruppe Ci (V) wird definiert durch
Cr(V)={C: F(V) = Z: C(vy) # 0 nur fiir endlich viele ~}

Wir schreiben ein C' € C (V') auch als

C=> Clyy

>

Fiir eine k-Form w auf V' und eine Kette C € C (V') definieren wir das Integral durch

/szzcw)/ww

Im Folgenden benutzen wir die Notation (firr Intervalle)
I ><---><1¢,»><---><In =0 X x Ly X [y X --- X Iy

Wir benutzen diese Notation auch fiir andere Objekte.
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Definition. Sei nun v: @ — V eine k-Flache mit £ > 1. Wir definieren auf natiirliche
Weise den orienterten Rand 0y € Ci_1(V) wie folgt: Sei Q@ = I x --- x Ij, wobei
I; = [a;,b]. Fir 1 < i < ksei Q; = Iy x--- X I x - x I, € R*! und definiere
v:Qi—V,j=0,1, durch

’y?(xl,...,fij...,xk) =3(T1, ..,y )
'yil(xl,...,@,...,xk):fy(a:l,...,bi,...,xk)

Dann sind 72 und 7} (k — 1)-Flichen in V. Setze

k
Oy = (=" =)
=1

Satz 8 (Stokes). Sei V. C R"™ offen, k > 1 und w eine (k — 1)-Form auf V. Weiterhin
set v: Q — V eine k-Fliche. Dann gilt

/dw:/w
ol Oy

Beweis. Fir k = 1 folgt die Behauptung aus Satz 1 aus §19. Sei also im Folgenden k > 2.
Weiterhin sei Q = [a1,b1] X -+ X [ag, b;] und setze

—

Qi = [a1,b1] X -+ X [z, b] x -+ x [ag, by]
Sei zuerst v = ¢, wobei «(x) = « fiir alle € U. Insbesondere ist k = n. In Normaldar-
stellung hat w die Form
k —_—
w:Zfid:rl/\---/\d:):i/\---/\dxn
i=1

Wegen Linearitit geniigt es also die Behauptung fiir w = fdz; A--- A (IE A+ Adzy, zu
zeigen. Nun ist

do=df Adzi A Adag A Aday, =

,:181‘]'

= ﬁd:]cmdgclA---Ach\iA---Adazn: (=1)1 of dzy A - Aday,
Wegen v*dw = t*dw = dw folgt also mit Fubini und dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung
) ) b; —
/dw = (-1)"! of dzy ...dzy = (—1)%*1/ / of de;dzy ... dz;...dey, =
v Q Ox; Qi Ja; Oxi

:(—1)i_1/Q.f(:U1,...,bi,...,xk)—f(xl,...,ai,...,zk)dxl...ch\i...dxk
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Wir berechnen nun [, w. Es ist

/{hw:zk:(—l)j_l ([y1w—LQw

Jj=1 J J

)=S0 ([ oo [ o)

j=1
Seinun fir 1 <j <k, m <1, 797" = (7]7-”71, .. ,'yglk) die Komponentenzerlegung. Dann ist
(V") w=(foy)dy i A AdYVEA - Ady

Nun ist aber v = ¢, d.h. ’yﬁ(ml,...,@,...,xk) =y fiir [ # j und

e a; firm =0
I b, fiirm=1

Somit ist dyj; = 0, also (7]*)*w = 0 fiir j # i. Weiterhin ist dv}} = dx; fiir I # i, also

[ o= (f ehre- [ ahre) =

:(—1)1'71/ (fo%-l—fo’y?)dxl...a—x\i...dwk:

i

:(—l)i_l/.(f(q:l,...,bij...,azk)—f(:cl,...,ai,...ja:k))dazl...(Ta:\i...dq:k

Damit ist der erste Fall bewiesen.
Sei nun ~ beliebig. Wie oben sei ¢: U — U die Identitat. Dann gilt

= dw:/v*(dW)I/d(v*w) =/ Yw =
~ Yot L L O

S (e ) -Eor (L L) -

7=1 J Jj=1
k 5
:;(w 1(/7;00/7#):/8* 0

21 Die [P-Raume und Fourierreihen

Definition. Sei f: R® — R. f heifit messbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktionen
gibt, die fast iiberall punktweise gegen f konvergiert. Insbesondere ist jede integrierbare
Funktion messbar.

Satz 1. Sei f: R® — R. Dann ist f messbar genau dann, wenn fq fir alle Quader
Q C R™ messbar ist.

Beweis. Die Richtung von links nach rechts ist trivial. Sei also die rechte Seite erfiillt.
Wéhle dann eine Folge (Q;)ien von paarweise disjunkten Quadern mit R" = (J;cn Qi-
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Wihle fiir jedes i € N eine Folge (s;1)reny von Treppenfunktionen und eine Nullmenge
A; mit

lim s;(x) = fo,(x), furallez € R" N A;.

k—o00
Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass s;x(x) = 0 fiir z € R™ \ @;. Setze nun
A = U;en Ai- Dann ist A eine Nullmenge. Fiir £ € N setze

k
Sk = Z Sik-
i=0
Dann ist s eine Treppenfunktion, und es gilt
lim () = f(2)
k—o00
fir alle z € R™ ~ A. Also ist f messbar. O

Bemerkung. Aus Satz 1 folgt, dass jede lokal-integrierbare Funktion auf R™ messbar ist.

Satz 2. Seien f,g: R™ — R messbar. Dann gilt:
(a) [+ g und fg sind messbar.

(b) Ist {x € R™: f(x) = 0} eine Nullmenge, so ist % messbar.
(c) Ist I ein Intervall und h: I — R stetig sowie f(R™) C I, so ist ho f messbar.

Beweis. (a) und (b) sind klar. Sei etwa I = [a, b) mit a,b € R. Wihle eine Folge (f)ren
von Trepppnfunktionen die fast tiberall gegen f konvergiert. Wihle ein b’ € (a,b) und
definiere fi: R™ — R durch

fe(z) falls fr(x) eI
fe(x)=1<a falls frx(z) < a
v falls fr(z) > b

Dann ist ( fk)keN auch eine Folge von Treppenfunktionen, die fast iiberall punktweise
gegen f konvergiert, und es gilt natiirlich, dass fk(R”) C I. Setze nun hj, = ho fj.
Wegen der Stetigkeit von h konvergiert (izk) ren fast iiberall gegen ho f. Setze schliefllich
Qr = [k, k|" und hy = hy, - 1g,. Dann ist (hy)ren eine Folge von Treppenfunktionen,
die fast iiberall gegen h o f konvergiert. O

Satz 3. Sei f: R" — R. Dann sind dquivalent:
(1) f ist integrierbar.

(2) f ist messbar und es existiert ein integrierbares g: R™ — R mit |f| < g.

Beweis. (1) = (2) ist trivial. Sei zuerst f > 0 und (fj)zen eine Folge von Treppen-
funktionen, die fast iiberall punktweise gegen f konvergiert. Wéhle ein integrierbares
g: R" = R mit f < g und setze f; = min(fy,g). Dann ist f}, integrierbar, |f;| < g und
(fx)ren konvergiert fast iiberall punktweise gegen f. Also ist nach Lebesgue f integrier-
bar. Ist f beliebig, so erhilt man, dass f™ und f~ integrierbar sind, und daher auch die
Integrierbarkeit von f. O
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Korollar. Seien f: R™ — R" messbar und beschrankt und g: R® — R integrierbar.
Dann ist fg integrierbar.

Beweis. Sei ¢ € R mit |f| < c¢. fg ist messbar und es gilt |fg| < ¢|g|, wobei c|g]
integrierbar ist. O

Satz 4. Sei (fx)ren eine Folge messbarer Funktionen, die fast iberall punktweise gegen
f: R™ = R konvergiert. Dann ist f messbar.

Beweis. Sei zuerst |f;| <1 fiir alle £ € N. Nach Satz 1 geniigt es zu zeigen, dass f - 1¢g
fiir jeden Quader @ C R™ messbar ist. Sei also @ C R" ein Quader. Nach dem obigen
Korollar ist dann fj, - 1 fiir jedes k € N integrierbar. Auerdem gilt | f; - 1g| < 1g. Aber
(fx - 1g)ren konvergiert punktweise fast iiberall gegen f - 1g. Also ist nach Lebesgue
f - 1 sogar integrierbar.

Sei nun fj, beliebig und h: R — [—1, 1] eine injektive stetige Funktion. Dann ist nach
Satz 2 (h o fi)ken eine Folge messbarer Funktionen, die fast iiberall punktweise gegen
h o f konvergiert. Wegen |h o fr| < 1 ist also h o f messbar. Somit also nach Satz 2
f=h"1'oho f messbar. O

Konvention. Sei f: A — R, A C R"™. Wir sagen, dass f messbar ist, wenn f4 messbar
ist. AuBlerdem setzen wir || f||1 := || fall1-

Definition. Sei A C R™ messbar und p € R mit p > 1. Sei dann .£?(A) die Menge aller
messbaren f: A — R, fiir die |f|P integrierbar ist. Es ist also nach Satz 3 .Z'(A) die
Menge aller integrierbaren f: A — R. Fir f € ZP(A) setze

i1l = ([ 157 as)?

Bemerkung. £P(A) ist ein Vektorraum iiber R, denn offenbar ist .#?(A) abgeschlossen
unter Skalarmultiplikation. Weiterhin seien f,g € ZP(A). Nun sind f + ¢ und |f + g|P
messbar. Weiterhin ist |f + g|P < (2max(|f], |g]))” = 2P max(|f[?, |g|P). Also ist nach
Satz 3 |f + g|P integrierbar und daher f 4 g € £P(A).

Bemerkung. Wir wollen zeigen, dass || - ||, eine Halbnorm ist. Offenbar ist fir ¢ € R und

feLr(A) 1 )
el = ([ lesira)” = (1w [ 177 ae)” = sl

Fiir die Dreiecksungleichung brauchen wir noch zwei Vorbereitungen.

Lemma 5. Seien a,b > 0 und p,q > 1 mit % + % = 1. Dann gilt

alP bl
ab < — + —
P q

1
Beweis. Es ist zu zeigen (durch einfache Substitution), dass t» < %—l—% flr t > 1 gilt. Nun
ist dies richtig fiir t = 1. Differenziert man beide Seiten nach ¢, so gilt die Ungleichung

1
fir t > 1, denn %ﬁ_l < %. Hieraus folgt die Behauptung. O
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Satz 6 (Holdersche Ungleichung). Seien p,q > 1 mit % +% = 1. Weiterhin seien f €
ZLP(A) und g € L9(A). Dann ist fg integrierbar und es gilt

Ifglly <[ fllpllgllq

Beweis. Seien ohne Einschrankung || f||,,||gllq # 0. Fiir € A gilt nach Lemma 5
[f@)llg(=)] _ 1 (If(ff)|>p+1 <|9($)|>q (%)
£ llpllglla = 2 \ [1fllp g\ llgllq

Da die rechte Seite integrierbar und fg messbar ist, ist nach Satz 3 fg integrierbar.
Weiterhin ergibt sich aus (%) durch Integration

1 1 1 1
e, < ARVt g fy P =4 g =1 .
Satz 7. Seien f,g € LP(A). Dann gilt || f + gllp < [ fllp + 19]lp-
Beweis. Fiir p = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also p > 1 und setze ¢ = 17% = %, SO
dass % + é = 1 gilt. Dann gilt p — 1 = L. Fiir h € £P(A) ist also |n|P~1 e i?q(A). Wir

erhalten
If+glP =[f+gllf +gl" " <|FIf+ gl +1gllf +glP!
Dabei sind |f|,|g] € LP(A), |f +g|P~! € L9(A). Somit gilt nach Satz 6:

/A |f + gl dz < (| FllplI1F + 9P~ g + lgllpll f + 9P~ lg =

= ([l£1lp + llgllp) </A ‘f+g|pd$>é

Ist |f + g| = 0 fast tberall, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls folgt sie durch
1
Division durch ([, |f + gP dx)q. O

Nun ist || - ||, auf £P(A) nur eine Halbnorm, denn es gilt
| fllp =0 <= f =0 fast tiberall

Wir 16sen dieses Dilemma, indem wir faktorisieren.

Definition. Sei
N(A):={f: A— R: f =0 fast tiberall}

und LP(A) = ZP(A)/N(A) der Quotientenvektorraum nach diesem Untervektorraum.
Hqrtsxklt*(217k9. Die Elemente von LP(A) sind also Aquivalenzklassen beziiglich der
Aquivalenzrelation ~, definiert durch

frpg = f—geN(4)

fir f,g € LP(A). Setze [f] = {g € LP(A): [ ~, g} fur f € LP(A). Wir kénnen dann
| - |lp auf LP(A) definieren durch ||[f]||, = ||f||p. Dies ist wohldefiniert und liefert eine
Norm auf LP(A).
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Bemerkung. Wir unterscheiden im Folgenden nicht zwischen ZP(A) und LP(A) und
schreiben f € LP(A) fir f: A — R statt [f] € LP(A). Sofern notig, notieren wir Elemente
von ZP(A) mit rosa Schrift.

Wir wollen zeigen, dass LP(A) eine Banachraum ist. Hierzu benotigen wir:

Satz 8 (Fatou). Sei (fx)ren eine Folge integrierbarer Funktionen auf R™, die fast tiber-
all punktweise gegen f konvergiert. Sei fi > 0 fir alle k und die Folge ([ fr dx)ken
beschrinkt. Dann ist f integrierbar und es gilt

/fdx < liminf/fkdx

k—o00
Beweis. Fiir h,j € N setze g, ; = min(fg, ..., fk+;) und definiere g;: R® — R durch
gr(z) = inf{fi(x): i > k}. Nach dem Satz von Levi ist dann g, integrierbar, da (gi ;);jen
punktweise monoton fallend gegen g konvergiert. Sei c eine obere Schranke fir ([ fi dz)ken.
Die Folge (g )ken konvergiert fast iiberall punktweise monoton wachsend gegen f. Also
ist nach Levi f integrierbar und es gilt

/fda:: lim /gkdxgc.
k—o0
Da dies auch fiir jede Teilfolge von (gx)ken gilt, folgt die Behauptung. O

Satz 9 (Riesz-Fischer). LP(A) ist ein Banachraum.

Beweis. Fiir p =1 haben wir das schon gezeigt. Sei als p > 1 und schreibe LP fiir LP(A).
Sei (fr)ken eine Cauchyfolge in LP. Wir suchen f € LP mit limy_, || fx — f||, = 0. Hierzu
konstruieren wir zuerst einen Kandidaten f. Sei hierzu kg < k1 < ko < ... mit

1 .
ka_sznpéﬁ ful" allek:ZkZ

Wir wollen zeigen, dass (fi,)ien fast iiberall punktweise konvergiert. Schreibe hierzu
fe, = fuo + ;;B(fij — fr;)- Setze nun g; = fi.., — fx;- Es geniigt zu zeigen, dass
Z‘;’;O g; fast iiberall konvergent ist, es geniigt sogar dies auf jedem Quader ¢ C R"
zu zeigen. Setze hierzu ¢ = p/(p — 1). Da 19 € Z7 ist, gilt nach Satz 6, dass g;lg
integrierbar ist und

/ (Zgle) ar <Y lslly - el < Iall
7=0

§=0

Nach Levi ist also Z;?io g; fast iiberall absolut konvergent. Somit konvergiert auch
(fx;)ien fast iiberall gegen eine Funktion f: A — R. Wir zeigen nun, dass f € LP.
Da alle fj, messbar sind, ist nach Satz 4 auch f messbar. Weiterhin konvergiert die
Folge (| fx,|?)ien fast tiberall punktweise gegen |f|P. Nach Fatou ist also | f|P integrierbar,
und somit insgesamt f € LP. SchlieBlich zeigen wir noch, dass (fx,)ien beztiglich || - ||,
gegen f konvergiert. Sei dazu i € N. Betrachte die Folge (| fx, — fi,|");>i- Es gilt fiir j > i
‘fkj - sz‘p > 0,

1
/!fkj = fwlPdz = e, = fullp < S,

56



und (|fx; — fr;[P)j>i konvergiert fast iiberall punktweise gegen |f — fi,[P. Nach Fatou
folgt also [ |f — f, [P dz < ﬁ Somit konvergiert also ( fi,)icn beziiglich || - ||, gegen f.

Da aber (f;)ken beziiglich || - ||, eine Cauchyfolge ist, gilt dies auch fiir diese Folge. [

Korollar. Falls (fi)ren beziglich || - ||, gegen f konvergiert, so existiert eine Teilfolge
von (fx)ken, die fast iberall punktweise gegen f konvergiert.

Satz 10. Seip > 1, L? = LP(R").

(a) Die Treppenfunktionen sind dicht in LP.

(b) Die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger sind dicht in LP.
Beweis.

(a) Sei f € LP und ¢ > 0. Wir suchen eine Treppenfunktion h mit || f—hl|, < e. Sei hierzu

zuerst f beschriankt mit kompaktem Trager. Da f messbar ist, gibt es eine Folge
(hi)ken von Treppenfunktionen, die fast tiberall punktweise gegen f konvergiert.
Sei etwa |f| < ¢ und @ ein kompakter Quader mit supp(f) C Q. Wir kénnen o.E.
annehmen, dass |hy;| < ¢ und supp(hg) C @ gilt. Dann gilt |~y — f|P < (|hi|+|f])P <
(2c)P-1g € Z* und (Jhi, — f|P)ken konvergiert fast iiberall punktweise gegen 0. Nach
dem Satz von Lebesgue konvergiert also ||h — f||b gegen 0, was das Gewiinschte in
diesem Fall liefert.
Fiir beliebiges f € LP und k € N sei Qi = [—k, k|” und f, = min{max{f, —k},k}1q,.
Dann ist fi messbar und beschrankt mit kompaktem Trager, also fi € .£P. Weiter-
hin |f — fil? < |f|P € £ und (|f — fx|P)ken konvergiert punktweise gegen 0. Nach
Lebesgue konvergiert also auch | f — fi[[} gegen 0. Indem man den ersten Teil auf
fr anwendet, folgt die Behauptung.

(b) Wegen (a) geniigt es zu zeigen: Fiir jede Treppenfunktion h und alle € > 0 gibt
es eine stetige Funktion ¢ mit kompaktem Tréger, sodass ||h — g, < e. Wegen
Dreiecksungleichung geniigt es dies fiir den Fall zu zeigen, dass h = 1¢ fiir einen
Quader @ C R™. Dabei kénnen wir annehmen, dass Int(Q) # @, da sonst v(Q) = 0.
Sei ¢ > 0. Wihle einen offenen Quader R mit @ C R und v(R) < v(Q) + ¢'/P. Man
sieht leicht, dass es eine stetige Funktion g: R® — R gibt mit

glQ=1 g|R"~R=0 0<g-1p<1

Dann gilt 0 < g — 1o < 1p — 1g und [g — 1P < g — 1@, dann
lg =10l < [ (1~ 1g)dw < &7 0

Bemerkung. Von besonderem Interesse sind die Riume L2(A). In diesem Fall ist die
Norm || - || durch ein Skalarprodukt induziert. Wir kénnen némlich fiir f,g € L?(A)
setzen

(fo)= [ sado
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Nach Satz 6 ist fg integrierbar. Offenbar ist dann (-,-) ein Skalarprodukt und es gilt
I fll2 = V/{f, f). L?(A) ist also ein Hilbertraum, d.h. ein Vektorraum mit Skalarprodukt,
fiir den der zugehorige normierte Raum vollstédndig ist. Man kann alles auf komplexwer-
tige Funktionen erweitern. Dabei definieren wir:

Definition. Ist A C R™ und f: A — C, so ist f messbar (integrierbar) genau dann,
wenn Re f und Im f messbar (integrierbar) sind. Ist solch ein f integrierbar, so setzen

wir
/fd:)::/Refd:B—i—i/Imfd:r.
A A A

Fiir p > 1 und messbares A C R" sei dann .£?(A, C) die Menge aller messbaren f: A —
C, fur die |f|P integrierbar ist. Fir f € ZP(A,C) setze

i1l = ([ 147 as)”

LP(A,C) ist dann die Faktorisierung von £?(A, C) nach {f: A — C: f = 0 fast iiberall}.
Auf L%(A, C) haben wir ein Skalarprodukt

()= [ fgda

mit || f]l2 = /(f, f). Also ist L?(A,C) ein komplexer Hilbertraum.

Wir untersuchen nun Hilbertrdume im Allgemeinen. Sei also V' ein reeller oder kom-
plexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-). Die Norm || - || auf V sei definiert durch

]l = v/ (2, ).

Definition. Eine Familie (¢;);cs aus V ist ein Orthonormalsystem (ONS), wenn (ej, e) =
;1 fiir alle j, k € J gilt.

Beispiel. Sei I = [0,27] und V = L?(I,C) mit dem etwas modifizierten Skalarprodukt

2
(f9) =5 | Fgds

Fiir k € Z definiere fj: I — C,t + e'**. Dann ist (fy)rez ein Orthonormalsystem, denn
es gilt

Lo e —an L2 ey
ki) = o= [ eettar= o [Tl ar = oy,

fir alle k,1 € Z.
Beispiel. Sei I = [0,27] und V = L%*(I) mit dem etwas modifizierten Skalarprodukt

21

(f.9) fgdt.

_7[-0

Dann ist (%, sin z, cos z, sin(2z), cos(2x), . . . ) ein ONS. Dies folgt unmittelbar aus cost =

%(eit + e*it) und sint = %(eit N eiit),

o8



Lemma 11. Seien ey, . .., ey orthonormale Vektoren in V und sei W = span{eq, ..., en}.
Fiir f € V setze Pw(f) = 272 (f, ej)ej. Dann gilt fir alle f € V:

(a) f—Pw(f) LW.

(b) If — Pw(f)|| = min{||f —g||: g € W} und Pw(f) ist der einzige Punkt in W, in

dem das Minimum angenommen wird.

Beweis.
(a) Es gilt fiir alle k =0,...,m

< i (f:¢€j eya€k>:<f76k>—(f,ek><ek,ek>:0.

(b) Fir g € W gilt
f=g=(f-Pw(f))+ (Pw(f) —9),

—_———

cew
also folgt mit (a) || —gll* = I|f — Pw (I + 1Pw () — gl = |If — Pw (f)|*. Hieraus
folgt die Behauptung. O

Konvention. Eine Reihe ;5 f ist die Folge (3°3L_,, fk),, oy der Partialsummen. Ist
> rez fr konvergent, so bezeichnen wir mit ), ., fr auch den Grenzwert.

Sei nun (e;) ey ein ONS in V, wobei J = N oder J = Z. Wir untersuchen die Frage,
ob es eine Reihe 3 c ; aje; mit Skalaren a; gibt, so dass f = ;¢ ; aje; fiir ein gewéhltes
f eV gilt.

Bemerkung. Da das Skalarprodukt wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung stetig ist,
gibt es nur einen Kandidaten fiir solch eine Reihe, denn ist f = 3 ;¢ ; aje;, so gilt fir

ke J:
(f,ekr) <Z a]ej,ek> = Zaj(ej,ek> = ay.
jeJ jeJ
Definition. Fiir f € V sei die Fourierreihe von f beziiglich (e;);e.; definiert durch
F(f) =) (f.ej)e;.
Jj€J

Die (f, e;) heilen Fourierkoeffizienten von f. Mit .%,(f) bezeichnen wir die n-te Partial-
summe von .7 (f).

Satz 12. Sei (ej)jes ein ONS im Hilbertraum V. Fir f € V gilt dan
(a) die Besselsche Ungleichung

DI fenl < IIFIP.

jeJ

(b) Die Fourierreihe F (f) ist konvergent.
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(¢) Die Parsevalsche Gleichung
Do = lIF1IP
jedJ
gilt genau dann, wenn F(f) = f gilt, d.h. wenn die Fourierreihe von f gegen f

konvergiert.

Beweis.

(a) Fiir m € N sei Wy, = span{e;: j € J,|j| < m}. Dann ist mit der Notation des obigen
Lemmas Py, (f) = Zm(f) und es gilt nach Lemma 11

AP = 1 Zm (DI + 1L = Fa( DI = [ Fm (£,

Daraus folgt die Behauptung, da (e;);ecs ein ONS ist.

(b) Nach (a) ist >=;c; [(f, e;)|? konvergent. Somit existiert fiir alle € > 0 ein mg mit
IZ(f) = Fam(DI? < e
fiir alle [,m > mg. Somit erfullt #(f) die Cauchy-Bedingung, ist also wegen der

Vollstandigkeit von V' konvergent.

(¢c) Nach dem bisher Bewiesenen gilt

AP = I Zm (O + 1 f = Zam (I,

Hieraus folgt die Behauptung. O

Definition. Sei (ej);cs ein ONS ins V' wie oben und W = span{e;: j € J}. Dann ist
(e;)jes vollstindig, wenn W = V.

Satz 13. Sei (ej) e ein vollstindiges ONS im Hilbertraum V', wobei J = N oder J = 7.
Dann konvergiert fiir jedes f € V die Fourierreihe von f gegen f.

Beweis. Sei W = span{e;: j € J} und fir m € N sei W,,, = {e;: j € J,|j| < m}. Sei
f €V und € > 0. Wegen der Vollstédndigkeit von (e;);jcs existiert dann ein g € W mit
|| f—g|| < e.Dann existiert ein mg mit g € W,,,. Sei nun m > mg. Dann ist auch g € W,
und somit gilt nach Lemma 11

If = Fm(NDI < If —gll <e. O

Beispiel. Sei I = [0,27] und wieder V = L?(I,C) mit dem etwas modifizierten Skalar-

produkt
21

(h.9) =5 [ -9

Fiir k € Z definiere fy: I — C durch fi,(t) = €™**. Dann ist (f)rez ein ONS in V. Wir
wollen zeigen, dass (fi)rez vollstdndig ist. Sei hierzu W = span{ fi: k € Z}. Weiterhin
sei S die Menge alle stetigen Funktionen h: I — C mit h(0) = h(27). Nach Analysis 2
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ist dann S C W. Aber nach Satz 10 (etwas modifiziert) ist S dicht in V', d.h. S =V, also
W = V. Also ist (fx)rez vollstindig. Somit konvergiert fiir alle f € V die Fourierreihe
von f beziiglich (fi)rez gegen f (in V). Wir schreiben noch einmal hin, was dies explizit
bedeutet. Sei f € L?(I,C). Fiir k € Z setze

I T P
ap = f-e dt.
21 Jo

Dann konvergiert die Reihe 3,5 are™ beziiglich || - ||2 gegen f, d.h. es gilt

21 2
lim dt =0.
m—00 0

= 3 ape

k=—m

Analog zeigt man, dass das ONS (%, sin z, cos , sin(2x), cos(2z), . .. ) vollsténdig ist (im
modifizierten L?(I)).

Schliefllich behandeln wir noch die Frage, wann im obigen Fall die Fourierreihe von f
punktweise oder sogar gleichméflig gegen f konvergiert. Dabei setzen wir f 27-periodisch
auf ganz R fort.

Definition. Sei f: R — C 27-periodisch. f ist stickweise (stetig) differenzierbar, wenn
es eine Unterteilung 0 = ap < a1 < --- < a, = 27 von [0, 27| gibt, sodass f|[ak, axt1] fir
k < r (stetig) differenzierbar ist.

Satz 14. Sei f: R — C eine stetige 2mw-periodische Funktion, die stiickweise stetig diffe-
renzierbar ist. Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleichmdfig gegen f.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Fourierreihe von f gleichméfig konvergiert, denn
ist dann g der punktweise Limes, so folgt, dass f = ¢ fast iiberall ist, da ja diese
Fourierreihe auf [0,2n] beziiglich || - ||l2 gegen f konvergiert. Sei nun 3.y are*® die
Fourierreihe von f. Da ||age’*® + a_pke || < |ax| + |a_x| gilt, geniigt es zu zeigen,
dass Y ,cz |ak| beschrankt ist. Nach Voraussetzung ist f’ stiickweise stetig, und daher

f'I[0,27] in eine Fourierreihe 3",y aje* entwickelbar. Dabei gilt

2T . 12T 27 .
oma), = / f(t)e *tdt = f(t)e—““t‘o + ik / f(t)e ™ dt = 2rikag.
0 0

Somit gilt |ag| = % < 3(|aj,|*+ %) fiir k # 0. Aber 3¢z |aj,|? ist nach der Besselschen
2

Ungleichung konvergent und » ;. k% =5 O

61



	Das Lebesgue-Integral im Rn
	Konvergenzsätze, Satz von Fubini
	Der Transformationssatz
	1-Formen, Kurvenintegrale
	Differentialformen, Satz von Stokes
	Die Lp-Räume und Fourierreihen

