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9 Gleichmalliige Konvergenz, Taylorreihen

Definition. Sei D C R. Fiir n € N sei f,,: D — R. Weiterhin sei f: D — R.
(a) Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise gegen f, wenn fiir alle z € D die Folge
(fn(x))nen gegen f(x) konvergiert.
Vee D:Ve>0:ImeN:Vn>m: |f,(z)— f(z) <e

(b) Die Folge (fn)nen konvergiert gleichmdfig gegen f, wenn gilt:
Ve>0:d3meN: Ve e D:Vn>m: |fu(x) — f(z)] <e

Bemerkung. Wenn (fy,)nen gleichméfig gegen f konvergiert, so konvergiert (f,,)nen auch
punktweise gegen f.

Beispiel. Sei I = [0,1] und f,,: I — R,z + x/n. Weiterhin sei f = 0. Dann konvergiert
(frn)nen gleichméfig gegen f. Denn sei € > 0. Wéhle m € N mit 1/m < e. Dann gilt fiir
alle x € I und alle n > m

|fa(z) = f(@)|=2/n<1/n<1/m<e

Zur Erinnerung: Fir f: D — R sei || f|| = sup{|f(x)|: z € D}.

Bemerkung. Seien f,: D — R, f: D — R. (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f,
wenn

lim || fn — fIl =0
n—00

Bemerkung. Sei I = [a,b]. Ein f: I — R ist Regelfunktion genau dann, wenn es eine
Folge (fn)nen von Treppenfunktionen gibt, die gleichméfig gegen f konvergieren.

Satz 1. Sei (fn)nen eine Folge von stetigen Funktionen auf D, die gleichmdfig gegen f
konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Sei a € D. Wir miissen zeigen, dass f stetig in a ist. Sei also € > 0. Da (fy,)nen
gleichméfig gegen f konvergiert, existiert ein m € N mit |f,,(x) — f(x)| < /3 fiir alle
x € D. Da f, stetig in a ist, existiert ein 6 > 0 mit | f,(z) — fin(a)| < /3 fir alle z € D
mit |z — a| < 4. Dann gilt fir alle x € D mit |z —a| < ¢

|f(@) = fa)l = [(f (@) = fin(2)) + (fm(2) = fm(a)) + (fm(a) = f(a))] <
<|f(@) = fn (@) + [fm(@) = fm (@) + [fm(a) = f(a)] <
<e/3+¢/3+¢/3=¢ O

Bemerkung. Dies gilt nicht bei punktweiser Konvergenz. Sei I = [0,1] und definiere
fni I — R,z — 2™ Die f, sind stetig und es gilt fir x € 1

0 1
lim f,(z) = lim 2" = z#
1 r=1

Also konvergiert (f,)neny punktweise gegen f: I — R mit f(z) = 0,1. f ist aber in 1
nicht stetig.



Satz 2. Sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall. Sei (fn)nen eine Folge von Regelfunktionen
auf I, die gleichmdfig gegen f konvergiert. Dann ist auch f eine Regelfunktion und es
qgilt

/fdx— hm fndx

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f eine Regelfunktlon ist. Hierzu miissen wir zeigen, dass
fiir alle & > 0 eine Treppenfunktion g: I — R existiert mit ||f — g|| < &. Sei also £ > 0.
Da (fn)nen gleichméfig gegen f konvergiert, gilt lim,,—,o || fn — f|| = 0. Also existiert ein
m € Nmit || f,, — f]| < &/2. Da f,, eine Regelfunktion ist, existiert eine Treppenfunktion
g: I = Rmit || fyu—g]| < /2. Dann gilt aber | f—gl < [l — fuall+ | fm—gll < =/2-+2/2 =
€. Wir zeigen nun f;fda: = lim, o0 f; frndz. Dies ist trivial fiir a = b. Sei also a < b.
Sei nun € > 0. Wegen lim,, o || frn — f|| = 0 existiert m € N mit || f, — f|| <&/(b—a) fiir
alle n > m. Somit gilt fiir alle n > m:
b
JEEE
a

/abfdx—/abfnda: =

Satz 3. Sei I ein echtes Intervall. Sei (fn)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funk-
tionen auf I, die punktweise gegen f konvergiert. Weiterhin konvergiere die Folge der
Ableitungen (f])nen gleichmifig gegen g. Dann ist f auch stetig differenzierbar und

=g
Beweis. Nach Satz 1 ist g stetig. Also geniigt es zu zeigen, dass f differenzierbar ist
und [/ = g gilt. Wéahle hierzu ein festes a € I. Sei nun z € I. Natiirlich konvergiert

< (b—a)llfu—fll <e 0

auch die Folge der Einschréinkungen von f], auf [a,z] (bzw. [z,a]) gleichméRig gegen die
Einschrankung von g auf [a, z]([z, a]). Also folgt aus Satz 2
l 7g&/f' = tim (fa(2) — fala) = F(@) ~ f(a)

d.h. f(z) = f(a) + fa g(t) dt. Somit ist nach Satz 7 aus §7 f differenzierbar und es gilt
=g O

Bemerkung. Wenn in Satz 3 I = [a, b] kompakt ist, so folgt automatisch, dass (fy)nen
sogar gleichméfig gegen f konvergiert, denn fiir all = € [a, b] gilt:

|nuw<ﬂwh{(lﬂwww—[f¢ww)+uuw—fw»s

x’ﬂ—g®d4+VA®—fWN§

< (0 —=a)llfn =gl + fula) = f(a)] — 0

n—oo

Also ist limy, o0 || fn — fIl = 0.

Definition. Sei D C R. Fiir k£ € N sei fi: D — R. Die Reihe Y o2 fi konvergiert
punktweise (bzw. konvergiert gleichmdfig) gegen f, wenn die Folge der Partialsummen
>0 fk)en Punktweise (bzw. gleichmifig) gegen f konvergiert. Wir schreiben dann

Z;é“;ofk =f



Satz 4 (Konvergenzkriterium von Weierstral). Seien fi: D — R Funktionen fiir k € N.
Ist > 02 o || fill konvergent, so ist Y2 fi gleichmdfiig konvergent.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Y .-, fr punktweise konvergiert. Sei hierzu z € D.
Da |fr(z)] < ||fill fir alle £ € Nist Y 72 fr(x) absolut konvergent. Definiere also
f:D—= R,z > 72 fr(z). Dann konvergiert Y~ fr punktweise gegen f. Wir zeigen
nun, dass >, fr sogar gleichméRig gegen f konvergiert. Sei also ¢ > 0. Da Y 72 o || fx||
konvergiert, existiert mn € N mit Y o> || fx|| < e. Dann gilt fir alle z € D und alle
n>m:

[e.9] o0

<D A@IS Y0 Ml <e

k=n+1 k=n+1

> filx)

k=n+1

S fila) - f(a)
k=0

O]

Beispiel. Sei Y -, apz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Sei 0 < ¢ < r und
setze I = [—c,c]. Fiir k € N definiere fy: I — R, 2 — azz*. Dann ist fiir alle & € N und
allex e

k‘ _

|fr(@)] = |aga®| = Jag|2]* < |axc|

also || fx|| < |axck|. Da Y252, axck absolut konvergiert, ist also Y e || x| absolut kon-
vergent. Somit ist nach Satz 4 > 77 fr gleichméfig konvergent. Mit Satz 1 folgt also,
dass > o2 fr stetig ist.

Definition. Sei a € R. Eine Potenzreihe mit Mittelpunkt a ist eine Reihe der Form
S22 o ak(r — a)* mit aj, € R. Sie konvergiert (bzw. divergiert) an der Stelle b € R, wenn
S22 g ax(b — a)* konvergiert (bzw. divergiert).

S22 g ax(x — a)* konvergiert natiirlich an der Stelle b genau dann, wenn Y o, agz®
an der Stelle b — a konvergiert. Somit kénnen wir alle Ergebnisse von frither auf diesen
allgemeineren Begriff iibertragen. Setzen wir also

oo
I= {b eR: Z ax(z — a)* konvergiert an der Stelle b}
k=0

so ist I ein Intervall mit Mittelpunkt a. Den Radius von I nennen wir den Konver-
genzradius von Y 32, ax(z — a)k. Die zugehérige Funktion wird definiert durch f(b) =
S o ak(b—a)k. f ist stetig und in I differenzierbar und es gilt fiir b € T

F10) =" kap(b— a)*
k=1

Damit ist f in I natiirlich beliebig oft differenzierbar. Man kann nun folgende Frage
stellen: Sei g: I — R beliebig oft differenzierbar und I ein Intervall. Sei a € I. Gibt es
dann eine Potenzreihe > 72 ax(z — a)® mit Mittelpunkt a und Konvergenzradius r > 0
und ein 0 <7 < 7, so dass g(b) = S 72 ar(b—a)* fiir alle b € I mit |[b—a| < 7. Leider ist



dies nicht immer der Fall. Nach dem Identitétssatz gibt es aber nur einen Kandidaten.
Man kann sogar die Koeffizienten bestimmen. Es muss nédmlich gelten

9% (a)
il

ap —

Definition. Sei I ein Intervall, g: I — R eine in I beliebig oft differenzierbare Funktion
und a € I. Setze dann

T(g,a) =

T(g,a) ist die Taylorreihe von g mit Entwicklungspunkt a. Wir bezeichnen mit T'(g, a)
auch die zugehorige Funktion.

Ist der Konvergenzradius r von T'(g, a) echt grofer als 0 und gibt es ein 0 < 7 < r mit
g(b) = T(g,a)(b) fir alle b € I mit |b — a| < T, so sagen wir g besitzt im Punkt a ein
Taylorentwicklung. Dies motiviert folgendes:

Definition. Seien f: I — R, I ein Intervall, a € I. Sei f n-mal differenzierbar in a.

Setze dann .
Tn(fa CL) = Z
k=0

T.(f,a) ist das n-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt a. Wir betrachten
T,.(f,a) als Funktion I — R.

(z - a)t

Satz 5 (Taylorsche Formel). Sei I ein Intervall und f: I — R eine (n+1)-mal differen-
zierbare Funktion, und sei a € I. Dann gilt fiir alle x € I:

flz) =T,(f,a)(x) + Ryy1(x) wobei Rpii(x) = ;l/x(x — ) e ()
Beweis. Durch Induktion iiber n.
e Induktionsanfang: Es ist f(z) = f(a) + [ f'(t)dt = To(f,a)(x) + Ri(x).

e Induktionsschritt:

Ruia(@) =5 [ (o =000 dt =

= [ e <<nf):>“> at=

r—t)" ! z r— )" 1
_f(n+1)(t)((n_i)1;!— _ +/ f(n+2)(t)((nf)1; dt =
f(”+1) a n 1 * n n

:(”“()!)(x_w o (n+1)!/a (v — )" F (1) dt =

B f(n+1)(a)

= (z —a)"" + R, ()



Also ist nach Induktionsvoraussetzung

f(x) =Tn(f,a)(z) + Rpy1(x) =

B f(n+1)<a)
= Tu(f,a)(x) + NCESE

— Tora(f, @)(@) + Rusalo) -

(x —a)"™ + Ryia(z) =

Korollar (Langrangesches Restglied). Sei I ein Intervall und f: I — R eine (n+1)-mal
stetig differenzierbare Funktion. Weiterhin seien a,x € I. Dann existiert ein & zwischen

a und x mait
()

(n+1)! y

f(x) = To(f, 0)(x) +

(x—a

Beweis. Sei Ryi1(z) = 2 [F(z — tyr frED () dt = [r f("“)(t)% dt wie in Satz 5.
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein & zwischen a und x, so dass
gilt

x—t)"

T T — )" z (n+1)
Rua(@) = £ (g) [ (=t e

_ _ p(n+1) _ :L,_anl
n! dt = —f"70() (n+1)! B (n—i—l)!( "

t=a

Korollar. Sei I ein Intervall und f: I — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion.
Weiterhin sei a € I. Dann gibt es eine stetige Funktion r: I — R mit r(a) = 0 und

f(x) = Tu(f,a)(x) + r(x)(x —a)"
fiir alle x € 1.
Beweis. Fiir n = 0 setze r(z) = f(z) — f(a). Sei also n > 0. Definiere r: I — R durch
_ {(x}awm ~Tu(foa)(z)) @ #a
r(z) =
0 T=a

Offenbar ist f(x) = T,(f,a)(x) +r(z)(x —a)" fir x € I, denn T,,(f,a)(a) = f(a). Weiter
ist r stetig in I \ {a}. Wir miissen also nur noch zeigen, dass r stetig in a ist. Sei also
(zk)ken eine folge aus I\ {a}, die gegen a konvergiert. Dann ist

F(@k) = ——— (F(@y) — Tulf, @) (wx)) =
(zg —a)
() (q
=L ) - T () on) - LDy —a ) =
(ka a) n!
() (g
= () - Tea(haa) - L
(z — a) n!

Nach obigem Korollar existiert ein & zwischen a und xj mit

(n)
7o) = Tua(f () = T (e




Dann ist r(x) = %(f(”)(gk) — ™ (a)). Wegen limy,_, o, 1 = a ist aber auch limy_;o0 & =
a. Da f(™ stetig ist, folgt als limy_,o 7(2) = 0. O

Satz 6. oSei f: I = R n-mal stetig differenzierbar, wobei I ein Intervall ist und n > 2.
Seia € I und es gelte f*)(a) =0 fir 1 <k <n, aber f(a) # 0.

(a) Ist n gerade und f™(a) > 0, so besitzt f in a ein lokales Minimum.
(b) Ist n gerade und f(a) < 0, so besitzt f in a ein lokales Mazimum.
(c) Ist n ungerade, so besitzt f in a kein lokales Extremum.

Beweis. Nach Voraussetzung ist T,,—1(f,a) = f(a).

zu (a) Sei n gerade und f(™(a) > 0. Wegen (™ stetig und a € I existiert ein & > 0 mit
U.(a) C I und f™(b) > 0 fiir alle b € U.(a). Sei nun z € U.(a),  # a. Nach dem

ersten Korollar zu Satz 5 existiert ein £ zwischen a und x mit

Dann ist aber f((£) > 0 und wegen n gerade ist auch (z — a)” > 0. Also folgt
f(x) > f(a).

zu (b) wende (a) auf —f an.

zu (c) Sei nun n ungerade. Sei 0.E. £ (a) > 0 (sonst betrachte —f). Sei e > 0. Es ist zu
zeigen, dass o, 21 € U.(a) NI existieren mit f(z¢) < f(a) < f(x1). Wegen ()
stetig in @ und a € I existiert ein § > 0 mit § < & und Us(a) C I und £ (b) >0
fiir alle b € Us(a). Wahle xg, z1 € Us(a) mit zy < a < x1. Dann existiert wieder
&; zwischen a und x; mit

f(zi) = f(a) +

Dann gilt £ (¢;) > 0. Wegen n ungerade ist aber (zg—a)" < 0 und (z; —a)" > 0.
Also f(zo) < f(a) < f(z1). O

Beispiel. (a) Definiere f: R — R durch

exp(—1/z?) x#0
flx) =
0 z=0
f ist beliebig oft differenzierbar und es gilt (™ (0) = 0 fiir ale n. Die Taylorreihe von f
mit Entwicklungspunkt 0 ist also identisch 0. Somit besitzt f keine Taylorentwicklung
in 0.



(b) Frither wurde gezeigt

In(1+b) = i(—l)k—ll}: Vb e (—1,1)

k=1
Also - i}
In(z) = Z(—l)k_l(x_kl) Vz € (0,2)
k=1

Also besitzt In eine Taylorentwicklung im Punkt 1.

10 Metrische Raume

Wir wollen nun R™ untersuchen. Fiir beliebige n ist R™ nicht mehr ein Kérper. Aber R
ist noch ein R-Vektorraum, d.h. wir haben Addition und Skalarmultiplikation. Wir haben
auch ein Analogon zum Absolutbetrag. Hierzu setzen wir fir a = (ay,...,a,) € R”

k=1

||-|| ist die euklidische Norm. Fiir a € R ist ||a|| = |a|. Fiir die euklidische Norm ||-||: R® —
R gilt:

(N1) ||z]| =0<=2=0
(N2) Yz € R": VA € R: || Az|| = |Al]|z||
(N3) v,y e R™: [lz +yll < [lz]| + [yl

Beweis. Seien x = (1,...,Zn), ¥y = (Y1, -, Yn)-

n
(N ] = (| S a2 =04 o1 = =2y =0 4= 2 =0
k=1

n

(N2) [IAz] = | > zg)? = [A

k=1

n
> 2t =l
k=1
(N3) Setze (z,y) = > jp_; zryk. Wir zeigen zuerst die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(@) < llzlPllyll?



Dies ist trivial fiir y = 0. Sei also y # 0. Setze A = (x,%)/||y|*>. Es ist:

n

0< o= Myl> = (an — Myw)® =
k=1

n
= Z(m% — 2 zpyk + N2yp) =
k=1

n n n
S Y g 23—
k=1 k=1 k=1
= [l2|® = 2X{z, y) + A?|lyl®
Durch Multiplikation mit [|y/|? also
0 < [lz[Pyll* - 2(z,9)* + (z,y)

also (z,9)? < ||z|?||y||* Dann gilt aber

n n

2+ gl = @k +u)® =D (@7 + 2xwyn + v) =
k=1 k=1

n n n
=D ak 2D mikt ) v =
k=1 k=1 k=1
= llz]2 + 2(z,y) + ly]1* <

< Jlal® + 2llz ] lly]l + lyll* =
= (Il + Ily1)?

Also [z +yll < [zl + [l -

Definition. Sei V ein R-Vektorraum und ||+ ||: V' — R*. Dann ist || - || eine Norm, wenn
gilt:

(N1) ||lz]| =0<=2=0

(N2) Vz e V: VX e R: [[Az] = |A|||z|

(N3) Va,y € V' z -+l < 2l +

V mit || - || heifst dann normierter Vektorraum.

Sei nun V' mit || - || ein normierter Vektorraum. Wir kénnen dann den Abstand zwischen
zwei Punkten z,y € V definieren durch d(z,y) = ||z — y||. Hierfiir gilt dann d: V2 — RT

(M1) d(z,y) =0<=z =y
(M2) Vz,y € V:d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

(M3) Vz,y,z € V:d(x,z) <d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)



Beweis. (M1) d(z,y) =0<= [z —y[|=0+=2-y=0<=z=y

(M2) d(z,y) = [z =yl = | = (v =) = [ = Ully — 2] = lly — z]| = dly, =)

(M3) d(z,2) = [l —z[| = [[(z —y) + (y = 2)| < lz =yl +ly — 2[| = d(x,y) +d(y,2) O
Definition. Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Funktion d: X? — R* mit
(M1) d(z,y) =0<=z=y

(M2) Vz,y € X: d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie)

(M3) Va,y,z € X: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

X mit d ist ein metrischer Raum.

Wir sagen auch einfach ,, X ist ein metrischer Raum* und bezeichnen dann die Metrik mit
d. Dies machen wir auch fiir verschiedene Radume. Speziell ist also jeder R™ ein metrischer
Raum mit der euklidischen Metrix d(z,y) = ||z — yl|. Dies benutzen wir immer auf dem
R™. Sei nun X ein metrischer Raum.

Definition. Fiir x € X und € > 0 setzen wir
Ue(z) ={y € X: d(z,y) <e}
Ue(zx) ist die e-Umgebung von X.

Definition. Seiz € X und U C X. U ist eine Umgebung von x, wenn ein € > 0 existiert
mit Ug(x) C U. Speziell ist also fiir € > 0 U.(z) eine Umgebung von X.

Satz 1 (Trennungseigenschaft von Hausdorff). Zu je 2 verschiedenen Punkten x,y € X
gibt es Umgebungen U von x und V vony mit UNV = @.

Beweis. Seien x,y € X, x # y. Setze ¢ = d(x,y). Dann ist ¢ > 0 nach (M1). Setze
d=¢/2und U = Us(z) und V = Us(y). Dann ist U Umgebung von x und V' Umgebung
von y. Es ist U NV # &, denn nehme an, dass z € U NV. Dann ist

20 =d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) =d(z,2) +d(y,z) <d+0 =26

was ein Widerspruch ist. Ist X ein metrischer Raum und A C X, so ist A mit der auf A
eingeschrankten Metrix selbst ein metrischer Raum. Auf diese Weise wird insbesondere
jede Teilmenge von R™ zu einem metrischen Raum. 0

Im folgenden seien X,Y,Z stets metrische Raume.

Definition. Sei (ay)nen eine Folge von X und a € X. Die Folge (ay)nen konvergiert
gegen a, wenn gilt: fiir alle € > 0 existiert ein m € N mit d(ay,a) < ¢ fir alle n > m. a
ist dann Grenzwert (oder Limes) von (ap)nen.

Wir konnen dies auf verschiedene Weise umformulieren.

Bemerkung. (an)nen konvergiert gegen a genau dann wenn lim, o d(an,a) =0

10



Bemerkung. Es ist dquivalent:
1. (an)nen konvergiert gegen a.
2. fiir alle € > 0 existiert ein m € N mit a,, € U.(a) fiir alle n > m.
3. fiir alle Umgebungen U von a existiert ein m € N mit a,, € U fiir alle n > m.

Aus Satz 1 folgt also, dass jede Folge hochstens einen Grenzwert besitzt. Wir kénnen
also schreiben:

lim a, =a fir ,,(an)nen konvergiert gegen a*
n—oo

Definition. Eine Folge (ay,)nen aus X ist beschrankt, wenn ein b € X und r > 0 existieren
mit a,, € U,(b) fiir alle n € N.

Bemerkung. Jede konvergente Folge ist beschréankt.

Beweis. Sei limy,_,o0 a, = a. Dann existiert ein m € N mit a,, € Ui(a) fur alle n > m.

Setze r = max{d(ag,a): k < m} + 1. Dann gilt a,, € U,(a) fiir alle n. O

Satz 2. Sei (ap)ren eine Folge aus R™ und b € R™. Sei b = (by,...,b,) und ap =

(ak1y .-y agn). Dann gilt limg_,o ap = b genau dann, wenn k]im ap; = by fir allel <1<
—00

n.

Beweis. Sei limy_,o a = b. Dann gilt limg_,o d(ag,b) = 0. Sei 1 <[ < n. Dann ist fiir
keN

0 <law —bi| <

Also hmk_mo |akl - bl| = O, d.h. limk_mo Al = bl-
Sei umgekehrt limg oo ar; = b fir alle 1 < | < n. Dann ist fir alle 1 <[ < n
limkﬁoo(akl - bl) = 0. Also ist

lim d b) = li
Jim_ d(ax,b) = lim

> (ar; —b;)? =0

Jj=1

Damit folgt sofort fiir Folgen (ag)ken, (bx)ren und c € R.

lim (ap + b;) = lim a; + lim by

k—o00 k—oo k—o00
lim (cag) = ¢ lim ag O
k—o0 k—o0

Definition. Sei (ay)nen Folge aus X und a € X. a ist Haufungspunkt von (a,)pen, wenn
es fiir jede Umgebung U von a unendlich viele n gibt mit a, € U.

Bemerkung. a ist ein Haufungspunkt von (ay,)nen, wenn es eine Teilfolge von (ap)nen
gibt, die gegen a konvergiert.

11



Beweis. Wie in Analysis I.
Satz 3 (Bolzano-Weierstraf). Im R™ besitzt jede beschrinkte Folge einen Hdaufungspunkt.
Beweis. Durch Induktion iiber n.

e Induktionsanfang (n = 1): nach Analysis I

e Induktionsschritt: Sei (ay)ren beschrinkte Folge in R"+1. Sei aj, = (a1, . . . s O nt1)
fir k € N. Setze by, = (ag1,...,ak,). Dann ist (bg)gen eine beschriankte Folge in
R™. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt also (by)ken eine konvergente Teilfolge
(bk(l))leN- Nach Analysis I besitzt die beschrinkte Folge (ak(l),n+1)l€N eine konver-
gente Teilfolge (ay()(j)n+1)jen- Nach Satz 2 ist dann (ay()(;))jen eine konvergente
Teilfolge von (ax)ken- O

Definition. Eine Folge (ay)nen aus X ist eine Cauchy-Folge, wenn gilt:
Ve >0:3Im e N:Vn>m: dlap,am) <€
Bemerkung. Ist (a,)nen eine Cauchy-Folge, so gilt stiarker:
Ve > 0: 3Im € N: Vk,n > m: d(ap,ar) < €
Beweis. Wie in Analysis |

Bemerkung. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge. Die Umkehrung gilt nicht in
beliebigen metrischen Réumen.

Beweis. Sei lim,, o a;, = a. Sei € > 0. Dann existiert m € N mit d(a,,a) < /2 fiir alle
n > m. Dann ist aber fiir n > m d(an, am) < d(an,a) + d(am,a) <e/2+e/2 =¢. O

Beispiel. Sei X = (0,1) ein offenes Intervall. In X ist (1/n)nen eine Cauchy-Folge, die
in X (!) nicht konvergiert.

Definition. Ein metrischer Raum ist vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge aus X kon-
vergiert (in X).

Satz 4. R™ ist vollstindig.

Beweis. Sei (ay)ren eine Cauchy-Folge aus R™. Sei ay, = (ag1, . .., agy,). Dann ist fiir jedes
1 <1< n (ag)ren eine Cauchy-Folge in R, denn 0 < |ay — aji| < d(ag, a;) fiir alle k, j.
Also ist (ag)ken konvergent. Somit ist nach Satz 2 (ax)ren konvergent. O

Definition. Sei f: X - Y, a € X.

1. f ist stetig in a, wenn fiir alle € > 0 ein 6 > 0 existiert mit d(f(z), f(a)) < € fiir
alle z € X mit d(x,a) < 9.

2. f ist stetig, wenn f in jedem Punkt a € X stetig ist.

Bemerkung. Somit sind also folgende Aussagen dquivalent:
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1. f ist stetig in a
2. Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0 mit f[Us(a)] C U(f(a))
3. Fir alle Umgebungen U von f(a) existiert eine Umgebung V von a mit f[V] CU

Bemerkung. Eine Funktion f: X — Y ist genau dann stetig im Punkt ¢ € X, wenn
fiir jede Folge (zp)nen, die gegen a konvergiert, die Bildfolge (f(zy))nen gegen f(a)
konvergiert.

Beweis. Wie in Analysis [
Beispiel.

e Sei 1 < i < n. Definiere p;: R — R durch pi(x1,...,2,) = x;. p; ist die i-te
Projektion. p; ist stetig. Das folgt sofort aus Satz 2.

e Die Funktion +: R? — R ist stetig.
e Die Funktion -: R? — R ist stetig.

e Sind f,g: X — R stetig, ¢ € R, so sind f + g, f - g, cf stetig (entsprechend
abgedndert gilt das auch fiir 1/g).

Satz 5. Seien f: X =Y und g: Y — Z. Die Funktion f sei in a € X stetig und g sei
in f(a) €Y stetig. Dann ist go f in a stetig.

Beweis. Sei U eine Umgebung von (go f)(a) = g(f(a)). Wegen ¢ in f(a) stetig existiert
dann eine Umgebung V von f(a) mit g[V] € U. Wegen f in a stetig existiert eine
Umgebung W von a mit f[W] C V. Dann ist (g o f)[W] = g[f[W]] C g[V] C U. O

Beispiel. Die Funktion || - ||: R” — R ist stetig. Denn

(@1, -zl =
Definition. Sei f: X — R”. Dann existieren eindeutig bestimmte Funktionen fi,..., f,
von X — R mit f(z) = (fi(x),..., fu(z)). fi ist die i-te Komponentenfunktion von f.
Wir schreiben hierfiir etwas ungenau f = (f1,..., fn)-

Satz 6. Sei f: X = R", f=(f1,...,fn), und sei a € X. Dann ist f genau dann in a
stetig, wenn jedes f; mit 1 < i < n in a stetig ist.

Beweis. Sei f in a stetig. Es ist f; = p;o f. Da p; stetig ist, ist f; in a stetig. Sei umgekehrt
jedes f; in a stetig. Sei limg_,oo xx = a. Dann ist limg_,o fi(zg) = fi(a) fir 1 < i < n.

Also Timy o f(zx) = (f1(a),.., fula)) = f(a). 0

Definition. Sei A C X und b € X. b ist Haufungspunkt von A, wenn in jeder Umgebung
von b ein Element von A liegt, das von b verschieden ist.
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Bemerkung. Seien A,b wie oben. Es sind dquivalent:
1. b ist ein Haufungspunkt von A
2. Es gibt eine Folge aus A\ {b}, die gegen b konvergiert
3. In jeder Umgebung von b liegen unendlich viele Elemente von A.

Definition. Seien A C X und f: A — Y und b € Y. Weiterhin sei a € A oder a ein
Héaufungspunkt von A. Dann ist lim,_,, f(x) = b, falls fiir jede Folge (a,)nen aus A, die
gegen a konvergiert, die Folge (f(an))nen gegen b konvergiert.

Definition.

1. Eine Teilmenge A von X ist abgeschlossen, wenn sie jeden ihrer Haufungspunkte
enthalt.

2. Eine Teilmenge U von X ist offen, wenn fiir alle x € U U eine Umgebung von x
ist.

Beispiel. Seien a € X und € > 0. Setze U = U.(a). Dann ist U offen.

Beweis. Sei x € U. Setze 6 = e — d(x,a) > 0. Dann ist Us(z) C U, denn sei z € Us(x).
Dan ist d(z,a) < d(z,z) + d(x,a) < 0 + d(z,a) = €. Somit ist U Umgebung von X. [O

Bemerkung. Sei U C X. Dann ist U offen genau dann, wenn X \ U abgeschlossen ist.

Beweis. Sei also U offen. Dann ist kein « € U ein Haufungspunkt von X \ U, denn fiir
x € U ist U Umgebung von x mit U N (X \ U) = @. Also ist X \ U abgeschlossen. Sei
umgekehrt X \ U abgeschlossen und x € U. Dann ist x kein Haufungspunkt von X \ U.
Somit existiert eine Umgebung W von z mit W N (X \U) C {x}. Wegen x € U ist dann
W CU. Also ist U Umgebung von z. O

Satz 7. Sei f: X — Y, Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f st stetig
2. Fiir alle offenen U CY ist f~1[U] offen.
3. Fiir alle abgeschlossenen A CY ist f~[A] abgeschlossen.
Bewets.

1. Sie f stetig und U C Y offen. Sei a € f~![U]. Wir miissen zeigen, dass f~![U] eine
Umgebung von a ist. Nun ist f(a) € U. Wegen U offen ist also U eine Umgebung
von f(a). Wegen f stetig existiert also eine Umgebung V' von a mit f[V] C U.
Dann ist aber V C f~1[U]. Also ist f~![U] Umgebung von a.

2. Sei A C Y abgeschlossen. Dann ist nach obiger Bemerkung Y \ A offen. Also
f7HY \ A] offen. Aber f~1Y \ A] = X \ f~![A]. Also ist f~![A] abgeschlossen
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3. Sei ¢ € X. Wir miissen zeigen, dass f in a stetig ist. Sei also € > 0. Setze U =
U-(f(a)). Wegen U offen ist dann Y \ U abgeschlossen. Also f~[Y\U] = X\ f~1[U]
abgeschlossen. Somit ist V = f~1[U] offen. Wegen a € V ist also V eine Umgebung
von a mit f[V] CU. O

Beispiel. Sei f: X — R stetig, b € R. Dann ist A = {z € X: f(z) = b} abgeschlossen
und B = {z € X: f(z) < b} offen. Denn A = f~L[{b}], B = f~![(—00,b)].

Definition. Eine Teilmenge A von X ist kompakt, wenn jede Folge aus A einen Hau-
fungspunkt besitzt, der in A liegt.

Definition. Eine Teilmenge A von X ist beschrinkt, wenn es ein b € X und r > 0 gibt
mit A C U,(b) oder wenn A = &.

Satz 8. Jede kompakte Teilmenge von X ist abgeschlossen und beschrdnkt.

Beweis. Sei A C X kompakt. Wir zeigen zuerst, dass A abgeschlossen ist. Sei hierzu
a ein Haufungspunkt von A. Dann existiert eine Folge (ay)nen aus A\ {a}, die gegen
a konvergiert. Also ist a der einzige Haufungspunkt von (ay),en. Wegen Kompaktheit
von A ist also a € A. Weiterhin kann A nicht unbeschréankt sein. Denn nehme an, dass
dies der Fall ist. Dann ist natiirlich X # @. Sei also x € X Wenn A unbeschrankt
ist, dann ist fiir alle n > 1 A keine Teilmenge von U, (z). Wahle also fiir jedes n > 1
ein a, € A mit a, ¢ U,(x) und setze a9 = x. Dann besitzt offenbar die Folge (an)nen
keinen Haufungspunkt, denn jede Teilfolge von (ay,)nen ist unbeschrankt. Also ist A nicht
kompakt. O

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 8 gilt aber nicht in jedem metrischen Raum.

Beispiel. Sei X = {1/(n+1): n € N}. Dann ist X abgeschlossen (in X!) und beschrénkt.
Aber X ist nicht kompakt in X, da (1/(n + 1))pen in X keinen Héufungspunkt besitzt.

Satz 9. Sei A C R"™. Dann ist A genau dann kompakt, wenn A abgeschlossen und
beschrankt ist.

Beweis. Ist A kompakt, so ist A abgeschlossen und beschrinkt nach Satz 8. Sei also
umgekehrt A abgeschlossen und beschrankt. Wir miissen zeigen, dass A kompakt ist. Sei
hierzu (an)nen eine Folge aus A. Wegen A beschrankt ist dann auch (ay,)nen beschréankt.
Nach Satz 3 besitzt dann (ap)nen einen Haufungspunkt a. Wegen A abgeschlossen ist
a € A. O

Definition. Sei 2/ C P(X) und A C X. U ist offene Uberdeckung von A, wenn gilt:
1. Jedes U € U ist offen
2. Fiir alle a € A existiert U € Y mit a € U.

Satz 10 (Heine-Borelscher Uberdeckungssatz). Eine Teilmenge A von X ist genau dann
kompakt, wenn es fiir jede offene Uberdeckung U von A endlich viele Uy, ..., U, € U gibt
mit ACU U...UU,.
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Beweis. Von links nach rechts: Sei A C X kompakt. Sei I eine offene Uberdeckung von
A. Fiir § > 0setze As = {x € A: 3U € U: Us(x) C U}. Wir zeigen zuerst (x) es existiert
0 > 0 mit As = A.

Beweis von (x): Nehme an, dass dies nicht der Fall ist. Dann existiert fiir alle n > 1 ein
T, € Amit z, ¢ Ay/,. Wegen A kompakt besitzt die Folge (2,,),>1 einen Haufungspunkt
x € A. Dann existiert U € Y mit x € U. Wegen U offen gibt es ein € > 0 mit U.(z) C U.
Sei m € N mit 1/m < ¢/2. Da x ein Haufungspunkt von (z,)n>1 ist, gibt es ein k > m
mit d(z, ) < 1/m. Dann ist aber fiir z € Uy 1,(w)

d(z,z) < d(z,z) + d(zg,z) < 1/k+1/m <2/m<e

Somit ist Uy (zx) C Ue(w) C U. Also wy € Ay, was ein Widerspruch zur Wahl von zy,
ist. Wahle nun 6 > 0 wie in (x). Es geniigt natiirlich nun zu zeigen, dass es z1,...,z, € A
gibt mit A C Us(z1)U...UUs(x). Nehme an, dass dies nicht der Fall ist. Dann kénnen
wir rekursiv eine Folge (2, )nen definieren mit z, € A\ (Us(xo) U... U Us(xy—1)). Dann
gilt aber fir alle m,n € N mit m < n, dass d(xm,z,) > 0. Offenbar hat aber dann
(zn)nen keinen Haufungspunkt. Dies ist aber ein Widerspruch zur Kompaktheit von A.

Von rechts nach links: Die andere Richtung des Satzes zeigen wir indirekt. Sei also A C
X nicht kompakt. Dann gibt es eine Folge (2, )nen aus A, die keinen Haufungspunkt in A
besitzt. Somit existiert fiir jedes 2 € A eine offene Umgebung V,, von 2 mit {n € N: z,, €
V,.} ist endlich. Setze nun U = {V,.: x € A}. Dann ist U eine offene Uberdeckung von A.
Sind aber V., ..., V. endlich viele Elemente von U, soist {n € N: z, € V,, U...UV, }
endlich. Alsoist AZ V,, U...UV,,. O

Satz 11. Sei f: X — Y stetig und A C X kompakt. Dann ist f[A] kompakt.

Beweis. Sei (yn)nen eine Folge aus f[A]. Dann existiert fiir jedes n € N ein x,, € A mit
Yn = f(zn). Da A kompakt ist, besitzt (z,)nen eine Teilfolge (z,x))ren, die gegen ein
x € A konvergiert. Wegen f stetig gilt aber dann

k—o0

Definition. Sei f: X — Y. f ist gleichmdfig stetig, wenn gilt:
Ve >0:36 >0:Vz,2' € X: (d(z,2)) <5 = d(f(z), f(z')) <¢)
Satz 12. Ist f: X — Y stetig und X kompakt, so ist f sogar gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Seie > 0. Wegen f stetig gibt es zu jedem x € X ein 6(x) > 0 mit f [U(;(x)(a:)] -
U/ (f(2)). Setze U = {Us(y)/2(x): = € X }. Dann ist U eine offene Uberdeckung von X.
Wegen X kompakt gibt es also nach Satz 10 x1,..., 2, € X mit X = Usy,)/2(z1)U. .. U
Us(zn)/2(Tn). Setze 6 = min{d(x1)/2,...,(x,)/2} > 0. Seien a,a’ € X mit d(a,a’) < 4.
Dann gibt es ein 1 < j < n mit a € Us(y,)/2(7;). Wegen d(a,a’) < 0(z;)/2 ist dann

a' € Us(z,)(;), denn d(a’,z;) < d(d’,a) + d(a,z;) < 6(x;). Somit

d((f(a), f(a)) < d(f(a), f(z;)) +d (f(z)), f(a)) <e/2+¢e/2=¢ -
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Definition. Zwei Mengen A, B heifen disjunkt, wenn AN B = & gilt.

Definition. Eine Teilmenge A von X ist zusammenhdngend, wenn es keine disjunkten

offenen Mengen U,V gibt mit ACUUV, UNA#@und VNA#OI.

Satz 13. Eine Teilmenge von R ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie ein Intervall
15t.

Beweis. Die Richtung von links nach rechts zeigen wir indirekt. Sei also A C R kein
Intervall. Dann gibt es Punkt u,v € A mit u < v und ein x € X mit v < z < v und
x & A. Setze U = (—o0,x) und V = (z,00). Dann sind U,V disjunkt, beide offen, und
esgilt ACUUV, UNA#2und VN A# . Also ist A nicht zusammenhéngend.

Sei umgekehrt I ein Intervall. Sien U,V offen mit I e UUV, UNI # @ und VNI # @.
Wir miissen zeigen, dass U,V nicht disjunkt sind. Wahle hierzu u € UNT und v € VN1I.
Wenn v = v sind wir fertig. Wir kénnen also o.E. annehmen, dass v < v. Da [ ein
Intervall ist, gilt [u,v] C I. Sei s = sup(U N [u,v]). Ist s € U, so wegen U offen s = v.
Also ist in diesem Fall UNV # @. Sei also s € U. Wegen s € I ist dann s € V.. Wegen V
offen existiert dann £ > 0 mit (s —e,s+¢) C V. Somit aber nach Definition von s auch
Unv #o. O

Satz 14. Sei f: X — Y stetig und A C X zusammenhdingend. Dann ist f[A] zusam-
menhdngend.

Beweis. Seien U,V offene Teilmengen von Y mit f[A] C UUV, UnN f[A] # @ und
VN f[A] # 2. Wegen f stetig sind f~1[U] und f~![V] offen. AuRerdem gilt A C f~[U]U
V], An f7HU] # @ und AN f71[V] # @. Wegen A zusammenhiingend ist also
FUUINf V] £ 2. Also UNV # 2. O

Definition. Fiir n € Nseien f,: X — Y Funktionen. Weiterhin sei f: X — Y Funktion.

1. Die Folge (fn)nen konvergiert punktweise gegen f, wenn fir alle z € X gilt, dass
limy, 00 fn(z) = f(2).

2. Die Folge (fn)nen konvergiert gleichmdf$ig gegen f, wenn gilt:

Ve >0:3meN: Vo € X:Vn>m: d(fn(z), f(z)) <e

Satz 15. Konvergiert eine Folge (fy)nen von stetigen Funktionen f,: X — Y gleichmd-
Big gegen f, so ist auch f stetig.

Beweis. Wie in §9.

11 Kurven

Definition. Eine Kurve im R"™ ist eine stetige Funktion f: I — R"™, wobei I ein echtes
Intervall ist. Sei f = (f1,...,fn). f ist (stetig) differenzierbar, falls fi,..., f, (stetig)
differenzierbar sind. Man definiert dann f': I — R™ durch f'(t) = (f{(t),..., f}(t)) fiir
tel.
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Beispiel.
1. f:[0,27] — R? definiert durch f(t) = (rcost,rsint) (Kreis mit Radius 7 > 0)

2. Sei g: I — R stetig, I echtes Intervall. Dann ist f: I — R? definiert durch f(¢) =
(t,g(t)) eine Kurve.

Definition. Sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall mit a < b.

1. Eine Zerlegung von I ist eine endliche Folge (to, ...,y ) mit

a=tg<t1 <ta<...<tp, =0b

2. Sei f: I — R" eine Kurve. Fiir eine Zerlegung Z = (to,...,tm) von I setze
pr(Z) =Y IIf(t) = F(te-)ll
k=1

Definition. Sei f: I — R eine Kurve, wobei I = [a,b] mit a < b. f ist rektifizierbar,
wenn Py := {ps(Z): Z Zerlegung von I} beschrinkt ist. Ist dies der Fall, so heift L :=
sup Py die Lénge von f.

Notation. Sei f: [a,b] — R™ eine Kurve, und sei f = (f1,..., fn). Setze dann

/abf(t)dt: (/abfl(t)dt /abfn(t)dt)

zur Erinnerung: Fir v = (u1,...,uy) € R” und v = (vy,...,v,) € R" hatten wir
gesetzt (u,v) = Y " | u;v; und gezeigt |(u, v)| < [lul|||v|.

Lemma 1. Sei g: [a,b] — R"™ eine Kurve. Dann gilt

] / bg(t)dtH </ ooy at

Beweis. Sei g = (g1,...,9n) und setze fir 1 < k < n u, = f;gk(t) dt, sowie u =
(u1,...,uy). Dann gilt

n b b n b b
lull> = ug - (t)dt = urge(t)dt = [ (u,g(t)) dt < lul [ [lg(2)|| dt
; . /(191@ /GZ K9k /a g /a g

k=1

Hieraus folgt die Behauptung, da sie fiir v = 0 trivial ist. O

Satz 2. Jede stetig differenzierbare Kurve f: [a,b] — R™ ist rektifizierbar und hat die
Linge

b
L= / 1))l dt
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Beweis. Setze L = ff |lf/(t)]| dt und I = [a,b] und sei f = (f1,..., fn). Wir zeigen zuerst,
dass f rektifizierbar ist. Hierzu zeigen wir, dass ps(Z) < L fiir jede Zerlegung Z von I.
Sei also Z = (to,...,tn) eine Zerlegung von I. Dann gilt

I
NE

pi(2) 1 () — k-1l =

i
I

1(f1(t) = fr(th-1)s s () = fa(te-1)ll =

th—1 th—1
m t b

< £ @ldt = [ If @)l dt
X e

Wir zeigen nun, dass L die Lange von f ist. Hierzu miissen wir noch zeigen, dass fiir
jedes K < L eine Zerlegung Z von I existiert mit ps(Z) > K. Sei also K < L und setze
e =L— K > 0. Wegen I kompakt sind f{,..., f gleichméRig stetig. Also existiert ein
0 > 0 mit

tr t
< fie)yde, ..., A0 dt) H —

123

I
M= 11z TM:

Ft)dt

tk—1

i

1

5
Vb= a)

fir alle 1 < k£ < n und alle ¢,d € I mit |c — d| < 6. Wéahle nun eine Zerlegung
Z = (toy...,t,) von I so fein, dass fiir alle 1 < k < n tx —tp_1 < ¢ gilt. Nach dem Mittel-
wertsatz der Integralrechnung gibt es ny € [tg—1, ) mit L = D> 7 ([ ()| (tk — te—1).
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es &k1,...,&kn € [tr—1, k] mit
fi(te) = fi(t—1) = f(&ks) (b — te—1) fiir j € {1,...,n}. Dann gilt | — &k;j| < . Setzt
man also v = (f1(&k1),- - f1(Ekn)), so gilt

[fi(e) = fr(d)| <

1) —vill = \/(FL ) — F1 &)+ + (Falme) — FolEkn))? <

< LJr + S
n(b—a)? nb—a)? b-a
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Somit erhalten wir

L—pp(Z) =S 1 Om)llt — tre1) = > (k) — Flte—)]| =
k=1

e
Il
—

I
NE

(L Ome) (te = te—n) | = 11£ (1) = F(te—1)]) <

=
Il
N

1" () (b = te—1) = (f (k) — f(te—1)) || =

NE

£
Il
—_

1" () (e = th1) — vi(tr — tr1)|| =

I
NE

B
Il
—

I Om) = well (b = tho1) < 5 - D (05— i) =<

k=1

I
NE

£
Il
—

Somit ist ps(Z) > K. O

Beispiel. Sei f: [0,27] — R2 ¢t +— (rcost,rsint) der Kreis mit Radius r. Dann

o 2w
L= \/T20032t+r2sin2tdt—/ rdt = 27r
0 0

12 Mehrdimensionale Differenzierbarkeit

Wir bendtigen hier elementare Kenntnisse und Notationen aus der linearen Algebra.
Konvention.
e Matrix = reelle Matrix

e Im Zusammenhang mit Matrizenrechnungen betrachten wir Elemente von R" als

Spaltenvektoren, d.h. fiir eine m x n-Matrix A und = = (x1,...,x,) € R" ist:
1
Ax=A
Tn

e Auflerdem unterscheiden wir nicht zwischen m x n-Matrizen und linearen Abbil-
dungen R™ — R™. Ist also A eine m x n-Matrix, so ist A: R" — R™,x — Aux.
Beachte, dass A stetig ist.

Frage. Sei f: U CR" — R™ a € U. Wann ist f differenzierbar in a € U? lim W

Tr—a
gibt keinen Sinn.
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Wir hatten im Fall m = n = 1 aber schon umformuliert. Es gilt (falls ¢ Hiufungspunkt
von U): f ist differenzierbar in a genau dann, wenn gilt:

Es gibt ein ¢ € R und eine in a stetige Funktion 7: U — R mit 7(a) = 0 und f(z) =
f(a) + ¢(x — a) + 7(z)(x — a) fiir alle x € U. Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt und es gilt
c= f'(a).

Wir kénnen (1) noch geringfiigig dquivalent umformulieren zu:

Es gibt ein ¢ € R und eine a stetige Funktion r: U — R mit r(a) = 0 und f(x) =
f(a) + ¢(x —a) + r(z)|z — a| fir alle z € U. Dies geht einfach durch die Festsetzung

r(z) = 7(x) falls a < x
| —F(x)  fallsz<a

Die Bedingung lasst sich kanonisch auf den mehrdimensionalen Fall iibertragen.
Definition. Sei f: U — R™, wobei U C R" offen sei. Weiterhin sei a € U.

e fist differenzierbarin a, wenn es eine m x n-Matrix C und eine in a stetige Funktion
r: U — R" gibt mit 7(a) = 0 und f(z) = f(a) + C(z — a) + r(z)||z — al| fir alle
rxeU.

e f ist differenzierbar in einer Teilmenge D C U, wenn f in jedem a € D differen-
zierbar ist.

e f ist differenzierbar, wenn f in jedem a € U differenzierbar ist.

Fiir m = n = 1 ist dies also dquivalent zur fritheren Definition. Wir wollen zeigen, dass
die Matrix C durch f und a eindeutig bestimmt ist.

Lemma 1. Sei f: U — R™ mit U C R" offen. Sei f differenzierbar in a € U und
seien daher C € R™™ und r: U — R™ eine in a stetige Funktion mit r(a) = 0 und
f(x) = fla) + C(x —a) + r(z)||x — al|| fir allex € U.

Dann gilt fir alle x € R™:

o flat i)~ f0)
t—0 t

Beweis. Fiir t # 0 mit a + tz € U gilt:
flattx) — fla) _ f(a)+ Clo+r(a+tz)|tz| — fla) _

t t
lallEgl

=Cx+r(a+tx)

Wegen r stetig in @ und r(a) = 0 ist aber lim; ,or(a + tz) = 0. Insgesamt folgt also die
Behauptung. O

Ist also f differenzierbar in @ und C' m x n-Matrix wie in Definition, so ist C' eindeutig
bestimmt durch f,a. Wir nennen also C' die Ableitung (Differential, Jacobimatrix) von
f im Punkt a und setzen:

C = f'(a) =Df(a)
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Beispiel. 1. Sei f: R™ — R™ eine konstante Abbildung, d.h. etwa f(z) = c fiir alle
xz € R™. Dann ist fiir alle a € R" f’(a) = 0, denn:

f(z) = f(a) +0(x — a) + O]z — a

2. Sei f: R — R™ linear, d.h. etwa f(z) = Bz fiir alle x € R™. Dann ist fiir alle
a € R" f'(a) = B, denn:
f(z) = f(a) + B(x —a) + 0|z —a|| fiir alle x € R"

Satz 2. Sei f: U — R™ mit U C R" offen, und sei a € U. Ist f differenzierbar in a, so
ist f stetig in a.

Beweis. Sei f differenzierbar. Dann existiert r: U — R™ mit r stetig in a und r(a) =0
mit f(z) = f(a) +Df(a)(x —a)+r(x)||x — al|. Da Df(a) als lineare Abbildung stetig ist,
ist also auch f in a stetig. O

Satz 3. Sei f: U — R™ mit U C R™ offen, und sei a € U. Weiterhin sei f =

(f1,--+y fm). Dann ist f differenzierbar in a genau dann, wenn f1,..., fm differenzierbar
m a sind.
Ist dies der Fall, so gilt:
fi(a)
ffla)y=1
fm(a)

Beweis. Sei f differenzierbar in @ € U. Dann existiert eine in a stetige Funktion r: U —
R™ mit r(a) = 0 und f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + r(z)||z — a| fir alle x € U. Seien
r=(ry,...,myn) und vy, ..., v, die Zeilen von f'(a). Ist dann 1 < k < m, so ist ry stetig
in a, und es gilt rp(a) = 0. Aukerdem ist fr(x) = fr(a) + vi(x — a) + ri(x)||z — al| fir
alle x € U. Also ist fj, differenzierbar in a, und es gilt f;(a) = vy.

Die andere Richtung folgt analog. O

Satz 4 (Linearitéit). Seien f,g: U — R™ differenzierbar in a, U C R™ offen, und sei
¢ € R. Dann sind auch f + g und cf differenzierbar in a und es gilt:

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a)
(cf)(a) = cf'(a)

Beweis. Seien r,s: U — R™ in a stetig und r(a) = s(a) = 0 und fiir alle x € U:

fx) = f(a) + f'(a)(z — a) + r(z)]|z — a
g9(x) = g(a) + ¢'(a)(x — a) + s(z)||lz — a|

Dann ist fiir alle x € U

(f +9)(2) = f(z) + g(x) = (f + 9)(a) + (f'(a) + ¢'(a)) (z — a) + (r(z) + s(z))[|lz — a
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und
(cf)(x) = cf(@) +cf'(a)(x — a) + cr(z) ||z — af

Weiterhin sind r + s und ¢r in a stetig und (r + s)(a) = 0 = cr(a). Hieraus folgt die
Behauptung. O

Definition (Die Abbildungsnorm). Sei A eine lineare Abbildung von R™ nach R™. Wir
setzen dann:
[A[l = sup{[|Az[|: x € R" und ||z < 1}

| Al| ist die Norm von A. Es ist ||A|| < oo, denn S = {x € R™: ||z|| < 1} ist abgeschlossen
und beschrénkt in R”, also kompakt. Weiterhin ist g: R” — R,z +— ||Ax| stetig. Also
ist g(S) kompakt und daher beschriankt, woraus ||A|| = sup g(5) < oo folgt.

Man rechnet leicht nach, dass die Abbildungsnorm eine Norm auf dem Vektorraum
Hom(R™,R™) ist. Weiterhin gilt fiir alle x € R™:

[Az]| < [[Alll=]

denn sei x € R™. Fiir z = 0 ist die Behauptung trivial. Sei also z # 0. Setze dann
2 = e Also ist [|Az|| = [[A(z]|2)]| = 2] Az]| = =]l A=]l < [|A[]l=]l

K3

Satz 5 (Kettenregel). Seien U C R™ und V. C R™ offen, und sei f: U — R™ und
g: V = RF mit f(U) C V. Sei f in a differenzierbar und g in f(a) differenzierbar. Dann
st go f in a differenzierbar, und es gilt:

(g0 f)(a) =g (f(a)) f'(a)

Beweis. Seien C := f'(a), D := ¢’(f(a)) und setze b := f(a). Also ist zu zeigen, dass
(go f)(a) = DC. Es existieren Funktionen r: U — R™ und s: V — R¥ mit r stetig in
a, s stetig in b und r(a) = 0 = s(b), sowie fir alle x € U und y € V:

~

—

&
I

fla) + C(z — a) + r(z)||z — d
g(y) = g(b) + D(y — b) + s(y)|ly — 0|

Dann ist fiir alle x € U

(90 f)(@) = g(f(x)) = g(b) + D(f(x) = b) + s(f(x))[|f(x) - b]
=9(b) + D(C(x — a) + r(z)||z — al) + s(f(2))[ f(z) - b]
=9(b) + DC(z — a) + n(x)||x — al
mit
(2) = Dr(x) + s(f(x)) Hﬂf—a_\l\)u fir z # a
= 0 firx=a

Somit geniig es zu zeigen, dass 7 stetig in a ist, d.h. dass lim,_,, n(z) = 0. Nun ist aber
lim,_,q r(x) = 0, also lim,_,, Dr(z) = 0. Weiterhin ist f stetig in a, also ist wegen s

stetig in f(a) limgq s(f(2)) = s(f(a)) = 0.
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Also geniigt es zu zeigen, dass eine Umgebung W von a existiert und ein K € R mit
7 (2)=b < K fiir alle x € UNW mit  # a. Nun ist aber fiir x € U, x # a

[[z—all

1f(z) —bll _ [C(z —a) + r(z)[lx — alll

|z — al |z — al
< 1€ = a)|| + [Ir(z)[[x — alll
- |z —al
< IClllz = all + [Ir(=)llz - all
- |z —a
< IC1 + [l ()l
Da r stetig in a ist, folgt also das Gewiinschte. O

Sei f: U — R™ differenzierbar in a € U, wobei U C R" offen. Wie berechnet man

f'(a)?
Ist f = (f1,...,fm), so gilt nach Satz 3

fi(a)

flla)=|

fin(a)
Es geniigt also den Fall m = 1 zu betrachten. Sei also f/(a) = v = (¢q,...,¢,). Nach
Lemma 1 gilt dann fiir alle x € R®

fla+tx) - f(a)

vr = lim
t—0 t
Speziell also fiir die Einheitsvektoren ey, ..., e,
t L) —
¢; = ve; = lim f(a + 61) f(a)
t—0 t
Setzt man also fur 1 < i < n E; = {z €R: (a1,...,0i-1,%,0i+1,...,an) € U} und
definiert ¢;: E; — R,z — f(a1,...,0;—1,%,Qi41,...,0y), SO ist
¢; = lim f((l =+ 61) + f((l) — lim gz(az + ) gz(az) _ g:;(ai)
t—0 t t—0 t

Damit ist alles auf den eindimensionalen Fall zuriickgefiihrt, wenn wir wissen, dass f in
a differenzierbar ist.
Dies motiviert folgende Definitionen:

Definition. Sei U C R™ offen, f: U - R,a € U.

1. Sei v € R™. Existiert der Grenzwert lim;_,q w, so nennt man ihn die
Ableitung von f im Punkt a in Richtung v und bezeichnet ihn mit D, f(a).

2. ist e; der i-te Einheitsvektor im R", so setzen wir D; f(a) := D, f(a). D; f(a) heift
die i-te partielle Ableitung von f in a. Statt D;f(a) schreibt man auch gT{i'
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3. f ist partiell differenzierbar in a, falls D;f(a) fiir alle 1 < i < n existiert. Ist dies
der Fall, so setzt man

Vf(a)=(D1f(a),...,Dnf(a))
V f(a) ist der Gradient von f im Punkt a.
4. f ist partiell differenzierbar, falls f in jedem a € U partiell differenzierbar ist.

Bemerkung. f,U,a wie oben, 1 < i <n, E;, = {z € R: (a1,...,0i-1,,0i41,...,a,) €
U}. Definiere g;: E; — R,z — f(a1,...,ai—1,2,ai4+1,...,n). Dann ist D; f(a) = gi(a;).

Beweis.

Dif(a) = Jim L@ 1) = 1(@) _y, gilai +1) — gi(ai)

t—0 t t—0 t 9 (al) =

Beispiel. Sei f: R? — R, (z1,22,73) = x12273 + 23w + 2223, Dann ist fiir =
(w1, 2,23) € R3:

le({L‘) = xox3 + 22122

Dof(x) = x123 + 2% + 23

Dgf(x) =219 + 2%2.@3

Der folgende Satz ist nur eine Umformulierung eines Spezialfalls von Lemma 1.

Satz 6. Set U C R" offen und f: U — R sei differenzierbar in a. Dann existiert fir
alle v € R™ die Ableitung von f im Punkt a in Richtung v, und es gilt D, f(a) = f'(a)v.
Insbesondere gilt also f'(a) = V f(a).

Beweis. Nach Lemma 1 ist

fla+tv) — f(a)

f'(a)v = lim - = D, f(a)
Sei f'(a) = (c1,-..,¢n). Dann gilt fiir 1 <i<n
c; = f'(a)e; = Dif(a)
Also ist f(a) = (c1,...,cn) = Vf(a). 0

Korollar. Sei U C R" offen und f: U — R™ differenzierbar in a. Sei f = (fi,..., fm)-
Dann gilt
Vfi(a) Difi(a) -+ Dnfi(a)
=1 : |=| :

Vin@)) \Difm@) - Dufm(a)
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Beweis. Nach Satz 3 sind fi, ..., fi, differenzierbar in a, und es gilt
fi(a)
fllay=|
fm(a)
Somit folgt aus Satz 6 die Behauptung. O

Aber aus der partiellen Differenzierbarkeit von einer Funktion f: U — R in a folgt
nicht die Differenzierbarkeit von f in a. Es folgt nicht einmal, dass f stetig in a ist.

Beispiel. Sei f: R> — R definiert durch:

S122, fir (x1,x 0,0
flz1,30) = {S%H% (z1,22) # (0,0)

sonst

f ist partiell differenzierbar, denn:
Sei (z1,72) € R2. Ist (x1,22) # (0,0), so ist f offenbar partiell differenzierbar in (1, 2).
Weiterhin:

f(t,O) - f(0,0)

f ist jedoch in 0 nicht stetig, denn sei ax = (1/k,1/k). Dann ist limg_,o, ar = 0, aber
limy o0 £(1/k, 1/k) = limp_y00 1/2 = 1/2 £ 0.

Satz 7. Set U C R" offen und f: U — R partiell differenzierbar. Sind alle partiellen
Ableitungen von f in a € U stetig, so ist f differenzierbar in a.

Beweis. Sei v = V f(a) = (D1f(a),...,Dypf(a)). Definiere dann den Rest r: U — R
durch

lz—all

(z) [@jla)—v@=a) )15 2 € U\ {a}
r(x) =
0 falls x = a

Dann ist fiir alle x € U:
f(z) = f(a) +v(z —a) +r(z)||z — af

Also geniigt es zu zeigen, dass r in a stetig ist, d.h. dass gilt lim,_,, 7(z) = 0.
Sei hierzu € > 0. Da D1 f,..., D, f in a stetig sind, existiert § > 0 mit Us(a) C U und

|D;f(z) — D;f(a)| < S firallex € Us(a) und alle 1 <7 <n
n

Wir zeigen, dass |r(x)| < e fir alle z € Us(a). Sei also x € Us(a), x = (1,...,Zn).
Weiterhin sei a = (ay,...,a,). Ohne Einschrankung sei = # a. Fir i < n setze v; =

(T1,. .., %, Qi41,---,apn). Dann ist d(v;,a) = \/22:1(9% —ag)? < \/2211(1:19 —ag)? =
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d(xz,a) < d. Also v; € Us(a). Beachte, dass v9 = a und v, = z, also f(z) — f(a) =
Yoy f(vi) = f(vi—1). Nun existiert fir alle 1 < i < n eine w; € Us(a) mit

f(vi) = f(vie1) = Dif(wi) (7 — a;)

Ist z; = a;, so ist die Behauptung trivial. Sei also x; # a; und etwa a; < z;. Dann ist
(x1,... @iz, t,aix1, ..., an) € Us(a) fir alle ¢ € [a;, z;]. Wir konnen also g¢;: [a;, z;] = R
definieren durch g;(t) = f(x1,...,2-1,t,ai41,...,ay,). Nach Voraussetzung ist dann g;
differenzierbar, denn es ist g.(t) = D;f(x1,...,%i—1,t,ai41,...,a,). Nach dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung existiert also ein & € (a;, ;) mit g;(x;) — gi(a;) =
gi(&)(xi — a;). Setze dann w; = (x1,...,2i—1,&, Qit1, - - -, ay). Dann ist

fi) = f(uic1) = gi(x) — giai) = gi(&) (i — a;) = Dif (w;) (i — a;)
und w; € Us(a). Falls z; < a; betrachte analog [z;, a;]. Insgesamt erhalten wir schlieflich

_|f@) = fa) ~ vl —a)

|r(x)

|l — all
_ it fo) = fuica) = 305, Dif(a)(wi — ai)| _
I — all

_ 2 (Dif (wi) = Dif(a) (@i — ai)| _

I — all N
SZ\Dif(wi)Dif(a)|H<”;:5 N

=1
<1

Korollar. Sei U C R" offen und f: U — R™ und sei f = (f1,..., fm). Seien fi1,..., fm
partiell differenzierbar. Sind alle partiellen Ableitungen von f1,..., fm in a € U stetig,
so ist f in a differenzierbar.

Beweis. Nach Satz 7 sind fi,..., fi, differenzierbar in a. Also ist f differenzierbar in
a. O

Definition. Sei U C R” offen, f: U — R™ und sei f = (f1,...,fm). [ ist ste-
tig differenzierbar, wenn f differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen D;f; fiir
1<i<n,1 <5 < m stetig sind.

Bemerkung. Sei f wie oben differenzierbar. Wir konnen eine m x n-Matrix A = (a;;)i ;
mit dem Vektor
mn
(an,...,aln,...,aml,...,amn) cR

identifizieren. Dann ist f stetig differenzierbar genau dann, wenn die Abbildung f’: U —
R™" stetig ist. (Dies gilt auch fiir die Abbildungsnorm!)

Definition. Fiir a,b € R" sei [a,b] = {a+t(b—a): 0 <t < 1}. [a,b] ist die Strecke von
a nach b.

Bemerkung. Fiir a,b € R, a < b stimmt diese Notation mit der Intervallnotation iiberein.
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Satz 8 (Mittelwertsatz). Sei U C R"™ offen und f: U — R™ stetig differenzierbar.
Weiterhin seien a,b € U und [a,b] C U. Dann gilt:

1
£(b) — fla) = /0 [+ tb - a))(b—a)dt

Beweis. Sei V = {t € R: a +t(b—a) € U}. Dann ist V offen und nach Voraussetzung
[0,1] C V. Definiere g: V. — R™ durch g(t) = f(a +t(b— a)). Also ist g(0) = f(a) und
g(1) = f(b). Nach Kettenregel ist g differenzierbar, und es gilt:

g(t)=f(a+td—a)b-a)

Da f/ stetig ist, ist also auch ¢’ stetig. Sei jetzt g = (g1, ..., gm). Dann gilt:

f(b) = f(a) = g(1) — g(0)
= (91(1) = g1(0), ..., gm(1) — gm(0))

Bemerkung. Sei oben m = n = 1. Dann hat man

1 1
f(b)—f(a):/o f/(a-l—t(b—a))(b—a)dt:(b—a)/o fla+tb—a))dt

Aber nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein 0 < £y < 1 mit

1
/0 flla+tb—a))dt = f(a+ty(b—a))

Setze also &y = a + to(b — a). Dann gilt f(b) — f(a) = f'(&)(b — a).

Satz 9 (Schrankensatz). Seien U C R™ offen und f: U — R™ stetig differenzierbar.
Weiterhin seien a,b € U mit [a,b] C U. Setze M = sup{||f'(z)|: = € [a,b]} < co. Dann

gilt || £(b) = fla)ll < M|[b— al|.
Beweis. Beachte, dass M = sup{||f'(a + t(b — a))||: t € [0,1]}. Setze zur Abkiirzung
h(t) = f'(a+t(b—a))(b— a). Nach Mittelwertsatz gilt:

1
10~ @ =| [ noat]
Da h stetig ist, gilt nach Lemma 1 aus Paragraph 11

H/Ol h(t) dtH < /01 b dt

Setze nun M* = sup{||h(¢)||: t € [0,1]}. Dann gilt fol |h(t)|| dt < M*. Aber fur t € [0, 1]
ist B = 1f'(a + b — )b — )| < [If'(a+ (> — a)l|Ib — all < M- ] Also st
M* < M||b — al|. Insgesamt || f(b) — f(a)|| < M||b—al|. O
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Bemerkung. Beachte, dass in Satz 9 M < oo, da die Abbildungsnorm stetig ist und [a, b]
kompakt ist.

Bemerkung. Im Schrankensatz wird die Schranke M mit Hilfe der Abbildungsnorm de-
finiert. Fiir m = 1 oder n = 1 stimmt diese aber mit der euklidischen Norm {iber-
ein. Sei zuerst m = 1. Sei also v = (v1,...,v,),v # 0 und |v|" die Abbildungs-
norm, ||v| die euklidische Norm. Fiir (z1,...,2,) = ¢ € R" mit |lz|| < 1 gilt dann
lvz|| = [[{v, )] < |[vllllz]] < ||v||. Also |[v||" < ||v]|. Andererseits gilt fir © = %, dass

o]
z]| = 1 und vz = &% = ||v||. Also ||| < ||v||"-

f[vll
Seinunn =1,v = (v1,...,v,) € R™ und |jv|| die Abbildungsnorm, ||v|| die euklidische

Norm. Dann gilt

o] = sup{[vz|: = € R, x| < 1} = sup{lz|[|v]: z € R, |z < 1} = ||v]

Definition. Fiir ag,...,ar € R" setze
k
lag, a1, ..., ag] :== U[ai—l,ai]
i=1
[ag, a1, ...,ak] ist ein Streckenzug von ag nach ay.

Lemma 10. Sei U C R” offen. Dann ist U genau dann zusammenhdngend, wenn es fir
alle a,b € U einen Streckenzug S von a nach b gibt mit S C U.

Beweis. Sei U zusammenhéngend und seien a,b € U. Setze
Vo = {2z € U: 35 Streckenzug von a nach .5 C U}.

1. Vj ist offen, denn sei z € Vj. Wegen U offen existiert ein € > 0 mit Ug(x) C U.
Dann ist aber auch U.(z) C V,, denn sei w € U.(z). Wegen = € Vj existiert ein
Streckenzug S = [ag, ..., ax] von a nach x mit S C U. Wegen w € U.(z) ist aber
[z,w] C Ug(x) CU. Also ist T' = [ao, . .., ax, w] ein Streckenzug von a nach w mit
T CU. Somit ist w € Vy. Also ist Uz(z) C Vp.

2. Vi1 = U\ 'V, ist offen, denn sei z € Vj. Wegen U offen existiert ein £ > 0 mit
Us(z) C U. Dann ist aber auch U.(z) C Vi, denn andernfalls existiert ein w €
Ue(z) mit w ¢ Vi. Also ist wegen w € U w € Vp. Also existiert ein Streckenzug

= [ao,...,ax] von a nach w mit S C U. Nun ist aber [w,z] C U.(x) C U. Also

ist T' = [ag, ..., ak, z] ein Streckenzug von a nach  mit 7' C U. Somit wére z € Vj,
was ein Widerspruch ist.

n

Somit ist U = Vo U Vi, Vp und Vj sind offen, Vo NV = (. Wegen a € Vj ist Vp # 0.
Da U zusammenhingend ist, ist also V; = 0, d.h. Vj = U. Somit ist b € Vj, woraus das
Gewiinschte folgt.

Sei umgekehrt die rechte Seite von Lemma 10 erfiillt. Wir miissen zeigen, dass U
zusammenhéngend ist. Seien Vp, V; offen mit U C Vo UV, UNVy # 0 # U NVy. Wir
miissen zeigen, dass Vo N'Vy # (). Wihle hierzu a € U N Vy und b € U N V4. Sei also
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S = lag, . ..,ak] ein Streckenzug von a nach b mit S C U. Definiere f: [0, k] — R"™ durch
fG+1t) = a; +tlajp1 — aj) fiirj € {O,...,k — 1} und 0 < t < 1. Dann ist f stetig
und f ([0, k]) = S. Also sind f_ (Vo) und f_ (V1) offen (in [0,k]), f=1(Vo) N[0, k] # 0 #
F7Y(V1) N[0, k] und [0,k] € f=1(Vo) U f~1(V1). Wegen [0, k] zusammenhiingend ist also
FYVo) N f~1(V1) # 0 und somit Vo N Vy # (. O

Satz 11. Seien U C R" offen und zusammenhdingend und f: U — R™ differenzierbar.
Ist f' =0, so ist f konstant.

Beweis. Seien a,b € U. Wir miissen zeigen, dass f(a) = f(b). Nach Lemma 10 existiert

ein Streckenzug S = [ag, ..., ax] von a nach b mit S C U. Nach dem Schrankensatz gilt
dann, dass f(aj+1) — f(a;) = 0 fiir alle j < k. Also f(a) = f(ag) = f(a1) = -+ =
flar) = f(b). O

Definition. Seien U C R" offen und f: U — R differenzierbar.
1. f ist zweimal differenzierbar, wenn f’ auch differenzierbar ist.
2. f ist zweimal stetig differenzierbar, wenn f’ sogar stetig differenzierbar ist.

Bemerkung. Sei f zweimal differenzierbar. Dann ist nach Satz 6 f' = (Dif,..., Dnf).
Wegen f' differenzierbar ist also nach Satz 3 fir 1 < ¢ < n D;f differenzierbar. Nach
Satz 6 ist aber dann D;f partiell differenzierbar. Fiir 1 < j < n existieren also D;D; f.
Ist f sogar zweimal stetig differenzierbar, so ist D;D; f stetig.

Satz 12 (Satz von Schwarz). Seien U C R" offen und f: U — R zweimal stetig diffe-
renzierbar. Dann gilt fir alle 1 <i,5 <n

DiD;f = DiD;f

Beweis. Da ja bei der partiellen Differentiation nach x; die anderen Variablen fest gehal-
ten werden, kénnen wir o.E. annehmen, dass n = 2,4 =1, j = 2. Sei nun a = (a1, az) €
R2. Wir wollen zeigen, dass Do D1 f(a) = D1Dsf(a). Wegen U offen existiert ein p > 0
mit Uy(a) C U. Setze € = p/v2 und V = {(z1,22) € R%: |71 — a1| < e A|v2 — ag| < e}
Dann ist V' C Uy(a) € U. Fiir 0 < 0 < ¢ setze V5 = {(x1,22) € R?: |21 — a1 <
I A |za — ag] < §}. Wir zeigen zuerst fiir alle 0 < § < ¢, dass w,x € Vj existieren mit
DyD; f(w) = D1Dsof(x). Sei dafiir 0 < § < € und by = ay + ¢ fiir &k = 1,2. Definiere
g: la1,b1] — R durch g(t) = f(t,b2) — f(t,az2). Da g differenzierbar ist, existiert ein
f S [(ll,bl] mit g(bl) - g(al) = g'(ﬁ)(bl - al) = (le(f,bz) - le(f,ag)) - §. Definiere
nun h: [ag, be] — R durch h(t) = D1f(§,t). Da auch h differenzierbar ist, existiert nach
dem Mittelwertsatz ein 1 € [ag, bo] mit h(b2) — h(a2) = h'(n)(ba — a2) = DaD1f(€,n) -0
Insgesamt erhalten wir also (£,7) € Vs und

f(b1,b2) — f(b1,a2) — f(a1,b2) + f(a1,a2) = g(b1) — g(a1) =
= (D1f(&b2) — D1f(€,a2)) - 6
= (h(b2) — h(az)) - 6 = DaD1f(&, 1) - 6
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Indem wir analog die Funktion g: [ag,b2] — R definiert durch g(t) = f(b1,t) — f(a1,1)
betrachten, finden wir (£,7) € Vs mit

F(b1,b2) = flar,ba) — f(br,a2) + f(a1,a2) = §(b2) — G(az) = D1Daf (7)) - 6

Setze nun w = (£,7), x = (£,7). Dann sind w, z € V5 und damit Dy D1 f(w) = DDy f ().
Also kénnen wir nun zwei Folgen (wy)ken und (2 )gen aus U definieren mit limy_, o wi, =
a = limy_, o x und Do Dy f(wy) = D1 Do f(xx). Da DaDy f und DD f stetig sind, folgt
dann
Dngf(a) = lim DQle(wk) = lim DlDQf(JZk) == Dngf(a) O]
k—o0 k—o0

Definition. Seien U C R™ offen und f: U — R zweimal differenzierbar. Fiir a € U
setzen wir dann

Hess f(a) = (DiD; f(a))
Hess f(a) ist die Hessesche Matriz von f im Punkt a. Hess f(a) ist also eine n x n-Matrix.
Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist nach Satz 12 Hess f(a) symmetrisch, d.h. falls
Hess f(a) = (aij)i<ij<n, 50 aijj = aj; fiir alle 1 < 4,5 < n.

Bemerkung. Es ist einfach Hess f(a) = f”(a).

1<i,j<n

Satz 13 (Taylorformel vom Grad 2). Seien U C R"™ offen und f: U — R zweimal
stetig differenzierbar. Weiterhin sei a € U und sei A = Hess f(a). Dann ezistiert eine
in a stetige Funktion r: U — R mit r(a) = 0 und f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + & (z —
a)TA(z — a) + r(z)||z — a|?

Beweis. Definiere r: U — R durch

f@) = f(a) = f'(a)(= —a) — 5(z — ) "A(z — a)

r(z) = |z — alf?

falls x # a

falls . = a

Wir miissen zeigen, dass r in a stetig ist. Hierzu zeigen wir: Sei ¢ > 0 mit Us(a) C U.

Dann existiert fiir alle x = (z1,...,2,) € Us(a) \ {a} ein & € [a, z] mit
1< Ti—a; T;—a;
r(z) =5 D (DiD;f(§) = DiD; f(2)) - Ty
21.;1 ’ ! lz —all |z — al

Hieraus folgt das Gewiinschte. Denn sei ¢ > 0. Wegen D;D; f stetig fiir 1 < 4,5 < n
existiert dann § > 0 mit Us(a) C U und |D;D;f(w) — D;D;f(a)| < e/n? fiir alle 1 <
i,7 < n und alle w mit ||w — al| < §. Sei nun = = (z1,...,2,) € Us(a) \ {a}. Wihle
hierzu § € [a, ] wie oben. Dann ist £ € Us(a), also ||§ — a|| < 0. Somit gilt

n

Z; a; mj—a]
r(z)| < (DiD; f(§) — DiDjf(a)) - :
2 (DDA = DDy @) g =g
- |z, —ai| |z — a4 €
< D;D; f(£) — DD, N . R L
_ijz:l| i ]f(g) i ]f(a)’ lz—a] |z —a n n2 €
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Jetzt bleibt noch die obige Behauptung zu zeigen. Sei hierzu 6 > 0 mit Us(a) C U
und z = (x1,...,z,) € Us(a) \ {a}. Setze z = = — a, und sei z = (z1,...,2,). Sei
V={teR:a+tz € U} und definiere g: V' — R durch ¢(¢) = f(a + tz). Dann ist V'
offen und nach Kettenregel ist

Jgt)=fla+tz) 2= ZDjf(a+tz)-zj
j=1

Somit ist auch ¢’ differenzierbar und es gilt

Jg'(t) = Z((Djf)’(a +tz)-2) 2= Z Z D;Djf(a+tz)ziz;

j=1 i=1 j=1

Nach der Taylorformel aus §9 (Lagrangesches Restglied) angewandt auf g im Punkt 0
existiert ein ¢ € [0,1] mit g(1) = g(0) + ¢'(0) + 3¢"(t0) = g(0) + ¢'(0) + 1¢"(0) +
(9" (to) — ¢"(0)). Setze nun £ = a + toz € [a, z]. Dann gilt

n

F(#) = 9(1) = f(@) + (@)= + 57z + 5 3 (DD () ~ DiD;f(a)zizy
i,j=1

also n
@)= 5 3D = DD @) -
1,j=1

Definition. Seien U C R"” offen, f: U - Rund a € U.

e f hat in a ein lokales Maximum, wenn eine Umgebung W von a existiert mit

f(z) < f(a) fir alle z € WNU.

e f hat in a ein lokales Minimum, wenn eine Umgebung W von a existiert mit

f(z) > f(a) fir alle zx € WNU.

e f hat in a ein lokales Extremum, wenn f in a ein lokales Maximum oder ein lokales
Minimum hat.

Satz 14. Seien U C R" offen und f: U — R partiell differenzierbar in a € U. Besitzt f
in a ein lokales Extremum so gilt V f(a) = 0.

Beweis. Sei 0.E a € U lokales Maximum von f (sonst betrachte —f). Dann existiert
e > 0mit Us(a) CU und f(z) < f(a) fir alle x € U.(a). Sei nun 1 < j < n. Wir miissen
zeigen, dass D;j f(a) = 0. Nun ist fiir alle t € (—¢,¢) a+te; € U-(a) € U. Wir kénnen also
gj: (—e,e) — R definieren durch g;(t) = f(a + te;). g; besitzt in 0 ein lokales Maximum
und ist in 0 differenzierbar, da ¢'(0) = D; f(a). Also ist 0 = g}(0) = D; f(a). O

Definition. Sei A eine symmetrische n x n-Matrix.

o Aist positiv definit, falls 27Ax > 0 fiir alle z € R\ {0}.
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o A ist negativ definit, falls z7Az < 0 fiir alle z € R™ \ {0}.
o A ist indefinit, falls es x,y € R™ gibt mit 27Az > 0 und 3 Ay < 0.

Satz 15. Seien U C R" offen und f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Weiterhin
sei a € U mit f'(a) =0. Dann gilt

(a) Ist Hess f(a) positiv definit, so hat f in a ein lokales Minimum
(b) Ist Hess f(a) negativ definit, so hat f in a ein lokales Mazimum
(c) Ist Hess f(a) indefinit, so hat f in a kein lokales Extremum

Beweis. Sei A = Hess f(a). Nach der Taylorformel existiert wegen f’(a) = 0 eine in a
stetige Funktion 7: U — R mit r7(a) = 0 und f(z) = f(a)+3(z—a)T A(z —a)+7r(z)||z —
al|? fiir alle z € U.

zu (a): Sei A positiv definit. Setze K = {z € R": ||z|| = 1}. Da K kompakt und = —
wTAz stetig ist, existiert ein z € K mit 2742 = min{2z"Az: r € K} = . Da A
positiv definit ist, ist « > 0. Wegen lim,_,, r(x) = 0 existiert also ein § > 0 mit
Us(a) € U und |r(x)| < a/2 fir alle z € Us(a). Nun gilt aber fiir alle y € R”
yTAy > ally||?, denn fiir y # 0 ist ”—zH € K, also a < %Aﬁ Somit erhalten wir
fiir alle x € Us(a)

f(x)

f(a) + 5(z — @) " A(z — a) + r(2) ||z - af®
< f(a) + §llz — al® + r(@)[|lz — al|?
fla) +(§ +r(@))llz — al* > f(a)

Also hat f in a ein lokales Minimum.

zu (b): Wegen Hess(—f)(a) = — Hess f(a) und (—A positiv definit gdw. A negativ defi-

nit) konnen wir einfach (a) auf — f anwenden.

zu (c): Sei A indefinit. Wihle also ug,u; € R™ mit ufAug > 0 und ufAuy < 0. Sei W
Umgebung von a. Wir miissen zeigen, dass es vg,v1 € U N W gibt mit f(vg) <
f(a) < f(v1). Setze hierzu o := ul Aug. Dann existiert ¢ > 0 mit a +tug € UNW
und |r(a + tug)| < a/(2||uol|?). Somit gilt

1
fla+tug) = f(a) + §t“0A75U0 +7(a + tug)|tug* =

1
= f(a) + §t2a +7r(a+ tuo)tQHUDH2 =

= J(@) + 2 luol? (

[0
2] ol

+7r(a+ tu0)> > f(a)

Analog findet man vp € UNW mit f(vg) < f(a), indem man u; betrachtet. [

Bemerkung. Sei A eine symmetrische n x n-Matrix. Ist n = 1 und A = (a), so gilt
natiirlich:
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(1) A positiv definit gdw. o > 0
(2) A negativ definit gdw. oo < 0
(3) A ist niemals indefinit
Sei nun n = 2 und etwa A = (g 5) Setze A = det A = ary — 2. Dann gilt:
(1) Ist A > 0 und o > 0, so ist A positiv definit
(2) Ist A >0 und o < 0, so ist A negativ definit
(3) Ist A <0, soist A indefinit
Beweis. Fiir w = (z,y) € R? gilt
awAw = a(az? + 2Bzy + yy?) =
= o?2? + 2aBzy + ayy? =
= (a®2? + 2aBzy + B2?) + (ayy? — B*?) =
= (az + By)* + Ay > 0

Hieraus folgt (1) und (2). Sei nun A < 0. Ist a = 0, s0 8 # 0 und (x, 1)TA(x, 1) = 28z+7.
Also A indefinit. Ist « # 0, so gilt fiir v = -/«

alz,1)TA(z,1) = A <0 und a(1,0)TA(1,0) = a* >0
Also ist A indefinit. O
Beispiel. Sei f: R? — R definiert durch f(z,y) = 23 + zy? + 2% — 3. Es ist
fx,y) = (32% +y* + 22,2(x — 1)y)
Also sind die Nullstellen von f’ (0,0) und (—2/3,0). Weiterhin ist

6z + 2 2
Hess f(z,y) = < 2 - g 2>

Es gilt det Hess f(0,0) = —4 < 0 und det Hess f(—2/3,0) = 20/3 > 0 und die erste
Komponente von Hess f(—2,0): 6(—2/3) +2 = —2 < 0, also ist (—2/3,0) ein lokales
Maximum.

13 Umkehrsatz, Implizite Funktionen

Sei R™*"™ der Vektorraum der m x n-Matrizen. Wir konnen natiirlich R™*" kanonisch
mit R™" identifizieren, aber wir nehmen auf R™*" die Abbildungsnorm, die definiert

war durch
| Al = sup{[|Az[|: z € R" A[[z|| < 1}

Nun hatten wir viele Satze nur flir den R™ mit der euklidischen Norm bewiesen. Es gilt
aber
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Satz 1 (Norméquivalenzsatz). Sei ||-|| die euklidische Norm auf R™ und ||-||* eine weitere
Norm auf R™. Dann existieren co,c1 > 0 mit collz| < ||z]|* < c1||z| fir alle z € R™.

Beweis. Sei ey, ..., e, die kanonische Basis des R". Fiir x = (x1,...,z,) € R" gilt dann
n *
)" = Z-’L‘k@k < Z |zker|” Z |k lllex]|” =
k= k=1
= ((lz1],- .,!xnl)v(Helll v llenll™) <
<z, lznDI- el s llenl )= Cleal, - - lleal I - Iz
Wir kénnen also ¢; = ||(Jler],- .., |len|")|| wéhlen. Somit gilt also auch ||z — y[|* <
c1||z—yl| fir alle z,y € R™. Alsoist ||-||* stetig (bzgl. ||-||). Seinun S = {z € R": ||z| = 1}.
Wegen S kompakt und || - ||* stetig nimmt also || - ||* auf S ihr Minimum. Setze also
co = min{||z||*: x € S}. Dann ist ¢g > 0. Sei nun x € R,z # 0. Dann ist z/||z| € S.
Somit gilt cog < ||z/[|z|||* = ||z|*/||z| und daher collz| < ||z|*. Fir z = 0 gilt dies
natiirlich auch. O

Damit hangt aber z.B. der Konvergenzbegriff auf R™ nicht von der speziell gewéhlten
euklidischen Norm auf R™ ab. Ist || - ||* eine weitere Norm auf R", so gilt fiir eine Folge
(z)ken: (||zk|)ken ist Nullfolge genau dann wenn (||zg||*)ren eine Nullfolge ist.

Definition. Sei x = (z1,...,2,) € R™. Setze dann ||zl = max{|z;|: 1 <i<n}. ||
ist die Mazimumsnorm.

Bemerkung. Sei U € R" offen und f: U — R differenzierbar. Dann ist f stetig differen-
zierbar genau dann, wenn f’: U — R™*" stetig ist. Dies erhalt man durch Anwendung
des Aquivalenzsatzes auf die Abbildungsnorm.

Bemerkung. Seien A € R¥*™ und B € R™*". Dann gilt |AB|| < ||All||B]|.

Beweis. Sei x € R"™. Dann gilt [|[ABz|| < | A||||Bx| < ||A||||B]||||x]|. Also

[AB| = sup{[|ABz|: x € R" A ||z[| < 1}
< sup{|[[A[|[|BIl[|z]: = € R" A[lz] < 1}
= 1Al B ]

Definition. Fiir n € N sei GL(n) = {4 € R"*": A invertierbar}.

Lemma 2. GL(n) ist offen und die Abbildung Inv: GL(n) — GL(n) definiert durch
Inv(A) = A1 ist stetig.

Beweis. Die Determinantenabbildung det: R™*™ — R ist stetig und GL(n) = {A €
R™ 7 det(A) # 0} = det™*(R\ {0}). Also ist GL(n) offen. Nach der Cramerschen Regel
sind die Komponentenfunktionen von Inv rationale Funktionen, also stetig. ]

Wir untersuchen nun die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion.
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Satz 3. Seien U C R™ und V. C R™ offen und sei f: U — V bijektiv. Weiterhin sei
a € U und seien f in a differenzierbar und f=1 in f(a) differenzierbar. Dann gilt m = n,
Df(a) ist invertierbar und es ist Df~1(f(a)) = (Df(a))~* .

Beweis. Setze A = Df(a) und B = Df (f(a)). Weiterhin seien idy die identische
Abbildung auf U und idy die identische Abbildung auf V. Dann gilt natiirlich D idy (z) =
E,, die n-te Einheitsmatrix, fiir alle x € U und Didy (y) = E,, die m-te Einheitsmatrix,
fiir alle y € V. Wegen f~'o f = idy und fo f~! = idy gilt somit nach Kettenregel
BA = E, und AB = FE,,. Hieraus folgt nach linearer Algebra die Behauptung. ]

Frage. Wann ist f~! differenzierbar? Das folgende Kriterium werden wir spéter noch
wesentlich verstarken.

Lemma 4. Seien U,V € R" offen und sei f: U — V bijektiv und stetig differenzierbar.
Weiterhin sei f~1 stetig und fiir alle x € U sei Df(x) invertierbar. Dann ist f~1 stetig
differenzierbar.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f~! in jedem Punkt b = f(a) € V differenzierbar ist.
Dabei konnen wir 0.E. a = 0 und f(a) = 0 annehmen, denn sonst betrachte die Funktion
g(z) = f(x + a) — f(a). Aukerdem geniigt es die Differenzierbarkeit von (C'o f)~!in 0
zu zeigen, wobei C' = (D f(0))~!. Es ist aber D(C o f)(0) = CDf(0) = E,, wobei E,, die
n-te Einheitsmatrix ist. Also kénnen wir auch o.E. annehmen, dass D f(0) = E,,. Wegen
f differenzierbar in 0 existiert eine in 0 stetige Funktion r: U — R"™ mit r(0) = 0 und
f(x) = f(0) + Epz + r(z)||z|| = = + r(z)||z| fir alle x € U. Definiere nun s: V. — R”
durch

llll
0 falls y =0

Dann gilt fiir alle y = f(x) € V mit y # 0
FHy) =2 = fla) —r(@)|z) =

r(@)|z||
[yl
=y+sylyll =

= F7H0) + Eny + s(y)ly]

Natiirlich gilt dies auch fiir y = 0. Also geniigt es zu zeigen, dass s in 0 stetig ist. Sei
also € > 0, wobei 0.E. ¢ < 1. Da r stetig ist in 0 und r(0) = 0 gibt es ein > 0 mit
()| < /2 fiir alle z mit ||z|| < y. Da f~! in 0 stetig ist und f~1(0) = 0 sowie V offen
gibt es ein 6 > 0 mit ||f~1(y)|| < n fiir alle y mit ||y|| < 6. Dann gilt fiir alle y = f(x)
mit ||y|| <0 und y #0

{—"@’”x” falls y # 0, y = f(x)

lyll =

el = lly = r(@)llzlll < llyll + @)l < llyll + ll=]l/2
also ||z|| < 2|ly|| und somit auch

s = K@M o) <

Iyl
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Somit ist f~! differenzierbar. Wir zeigen nun noch, dass D f~! stetig ist. Nach Satz 2 ist
Df~tof=InvoDf, also Df ' = InvoDfo f~'. Nach Lemma 2 ist Inv stetig. Df und
£~ sind auch stetig. Also ist Df~! stetig. O

Wir werden spéter zeigen, dass man in Lemma 4 die Voraussetzungen, dass V offen
ist und f~! stetig ist, weglassen konnen.

Definition. Sei X ein metrischer Raum und f: X — X. f ist eine Kontraktion, wenn
ein ¢ < 1 existiert mit d(f(x), f(y)) < cd(z,y) fir alle z,y € X.

Bemerkung. Jede Kontraktion ist stetig.

Satz 5 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei X # @ ein vollstandiger metrischer Raum.
Weiterhin sei f: X — X eine Kontraktion. Dann besitzt f genau einen Fizpunkt, d.h.
einx € X mit f(x) =x.

Beweis. Sei ¢ < 1 mit d(f(z), f(y)) < cd(z,y) fir alle z,y € X. Wir zeigen zuerst die
Eindeutigkeit. Seien dazu z,y € X Fixpunkte von f. Dann gilt d(z,y) = d(f(z), f(y)) <
cd(z,y). Wegen ¢ < 1 also d(x,y) = 0, d.h. x = y. Sei fiir die Existenz a € X beliebig.
Definiere dann eine Folge (z,)nen rekursiv durch xg = a und z, 1 = f(x,). Wir sagen
zuerst durch Induktion, dass fiir alle n € N gilt

d(ﬂjna $n+1) < cnd(ﬂjO’ 751)
Der Fall n = 0 ist trivial. Auferdem gilt nach Induktionsvoraussetzung
d(l’n+1, anrQ) = d(f(xn)a f($n+1)) < Cd(l'n, -'En+1) < Cn+1 d(xO; fEl)

Somit gilt fiir k,n € N

o
A
T
AN

d(wna l’n+k) < d(xn+j> 5Un+j+1) < Cn+jd($01 I‘l) =

Cn

1—c

d(l‘o,iﬁl)

<
Il
o

<
Il
o

Wegen ¢ < 1 ist aber (%d(l‘o,xl)neN eine Nullfolge. Somit ist (zp)nen eine Cauchyfol-
ge, denn sei ¢ > 0. Dann existiert n € N mit l%nc (xo,x1) < e. Also ist d(zp, Tpir) <
%d(l‘o,l‘l) < ¢ fiir alle & € N. Wegen der Vollstandigkeit von X ist somit (x,)nen
konvergent. Sei also x = lim, o x,. Da f stetig ist, gilt f(z) = limy—eo f(zn) =
limy, 00 Tnt1 = . ]

Um den folgenden Satz zu motivieren, betrachten wir folgende Situation im eindimen-
sionalen Fall. Seien U C R offen und f: U — R stetig differenzierbar. Weiterhin sei a € U
mit f'(a) # 0. Sei etwa f'(a) > 0. Da f’ stetig ist, existiert ein offenes Intervall I C U mit
a € I und f'(x) > 0 fiir alle x € I. Somit ist h = f|; streng monoton wachsend. Also ist
W = f(I) offen und h=1: W — R ist stetig differenzierbar, denn (h~1)(y) = m

Wir verallgemeinern dies auf den mehrdimensionalen Fall.
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Satz 6 (Lokaler Umkehrsatz). Seien U C R™ offen und f: U — R™ stetig differenzierbar.
Weiterhin sei a € U mit D f(a) invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung V- C U
von a derart, dass W := f(V) offen ist, die Einschrinkung h = f|y injektiv ist und
h=1: W — R” stetig differenzierbar ist.

Beweis. Sei C = Df(a)~!. Es geniigt den Satz fiir C o f zu beweisen. Nun ist aber
D(C o f)(a) = CDf(a) = E,. Weiterhin kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen,
dass a = 0 = f(a), denn sonst betrachte die Funktion g(z) = f(x 4+ a) — f(a). Somit
nehmen, wir also insgesamt an, dass a = f(a) = 0 und Df(0) = E,,.

Wegen Df stetig in 0 und Df(0) = E,, sowie U offen existiert eine ¢ > 0 mit K =
{z e R": ||z|| < e} CU und |E, — Df(z)|| < 1/2 fiir alle x € K. Beachte, dass K
abgeschlossen ist.

Fir y € R" definiere g,: U = R", 2z — y + x — f(z). Es gilt also

gy(r) =x = f(x) =y

Auferdem ist g, (0) = y— f(0) = y. Weiterhin ist Dg, = E,—D f. Mit dem Schrankensatz
erhalten wir

1 .
(1) llgy(z2) = gy(z)ll < 5 llz2 — 21 fir alle 21, 22 € K.

denn sind z1,x9 € K, so ist

1
lgy(z1) = gy(@2)ll < sup{|[| Dgy()||: = € o1, za]} w2 — 22| < Sllwa — 2]
Somit gilt
(2) [lgy(2)|| < e fiir alle z,y mit ||z]| <eund [|y]| < 5.
denn fiir solche z,y ist

gy (@)1l = [[(gy(x) — 94(0)) + yll < llgy(z) — g4 (O + [yl (% Hg;” +llyll <e

Setze nun W = U,/5(0). W ist offen. Fiir y € W gilt nach (2), dass g,: K — K. Da K
abgeschlossen ist und R” vollstdndig, ist K ein vollstandiger metrischer Raum. Weiterhin
ist nach (1) fir y € W g, (eingeschriankt auf K') eine Kontraktion. Somit existiert nach
dem Fixpunktsatz fiir jedes y € W genau ein ¢ € K mit g(z) = z, d.h. mit f(z) = v.
Setze nun V = f~1[W]. Dann ist wegen f stetig V eine offene Umgebung ovn O mit
V C K C U und fiir die Einschréankung h von f auf V ist h: V' — W bijektiv. Auferdem
ist W offen. Wir miissen noch zeigen, dass h~! stetig differenzierbar ist. Hierzu wollen
wir Lemma 4 auf h anwenden. Wir miissen also noch zeigen, dass k™' stetig ist und fiir
alle x € V' Dh(x) invertierbar ist.

Wir zeigen zuerst die Stetigkeit von h~!. Seien y1,90 € W und setze x1 = h™(y1),
x9 = h™!(y2). Dann ist x5 — 1 = (go(22) — go(x1)) + (f(22) — f(x1)). Also nach (1)
|z —a1]| < gllwz—a1l|+ | f(22) = f(x)ll d-be 27 (y2) = A ()|l < 2[ly2 —y1 - Hieraus
folgt die Stetigkeit von h~! sofort.

Sei schlieklich € V. Wir miissen zeigen, dass Dh(z) = D f(z) invertierbar ist. Wegen
V C K gilt |[E, — Df(z)|| < 3. Also gilt fiir alle v € R" |[v— D f(z)v|| < %||v| und somit
Df(z)v # 0 fiir alle v # 0. Somit ist D f(x) injektiv, d.h. invertierbar. O
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Korollar. Seien U C R"™ offen und f: U — R"™ stetig differenzierbar und D f(x) inver-
tierbar fir alle x € U. Dann ist f[U] offen.

Beweis. Sei b € f[U]. Wéhle a € U mit b = f(a). Nach Satz 6 existiert eine offene
Umgebung V' C U von a mit W = f[V] offen. Wegen b € W ist W eine offene Umgebung
von b und W = f[V] C f[U]. Also ist f[U] offen. O

Korollar. Seien U C R" offen und f: U — R™ eine injektive stetig differenzierbare
Funktion mit D f(z) invertierbar fiir alle x € U. Dann ist f[U] offen und f~1: f[U] — R"
ist stetig differenzierbar.

Beweis. Nach obigem Korollar ist f[U] offen. Sei nun b € f[U] und sei a = f~1(b). Nach
Satz 6 existiert eine offene Umgebung W C f[U] von b derart, dass f~! eingeschrinkt
auf W stetig differenzierbar ist. Hieraus folgt die Behauptung. O

Beispiel (Polarkoordinaten). Sei f: (0,00) x (0,27) — R? definieret durch f(r,¢) =
(rcosg,rsiny). f ist injektiv und stetig differenzierabr. Es ist

F(r, o) = (cosgo —r sincp)

sinp rcose

Somit det f/(r, @) = rcos? p+rsin?p = r > 0. Also ist f/(r, ¢) invertierbar. Sei g = f~1.
Fir (z,y) = f(r,¢) gilt

g’(x,y)Z(f'(r,cp))l=( Cosp  sing ) :( TeegT “<y“>

—*Sin = COS — T
P SHLE 5 COSE Tyl Tayl?

Sei nun F: R? — R und sei F(a,b) = 0. Wir suchen Bedingungen fiir die eindeutige
Losbarkeit der Gleichung F'(z,y) = 0 in Abhéngigkeit von x in einer Umgebung von

(a,b).

Beispiel. F(z,y) = z—y% Esist F(1,1) = 0. Definiere g: (0,00) — R durch g(z) = /z
ist die Losung in Umgebung von (1,1).

Wir machen dies etwas allgemeiner und fiihren hierzu einige Notationen ein.

Notation. Fiir die Funktion g: X — Y sei Graph(g) = {(z,g9(z)): x € X} der Graph
von g.

Bemerkung. Seien (u,v) € R¥ x R™ und W eine Umgebung von (u,v). Dann existieren
Umgebungen Wy von v und Wi von v mit Wy x Wy C W.

Beweis. Fiir x = (x1,...,2x) € R¥ und y = (y1,...,ym) € R™ ist ||(z,y)||? = [|=||* +
lyl* < ([l + Iyl)? also ||(z, y)Il < llz]l + |lyll. Wahle also e > 0 mit Uz((u,v)) S W.
Dann ist Uejo(u) X Ug/a(v) € Ue((u,v)) € W. O
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Notation. Seien nun U; € RF und Us € R™ offen und sei F: Uy x Uy — R™ differen-
zierbar. Weiterhin sei F' = (Fi,..., Fy,). Fir (a,b) € Uy x U setze

OF DlFl(a, b) PN DkFl(a, b)
%(a, b) - e
DlFm(a, b) PN Dka(a, b)
OF Dk+1F1 (a, b) ce Dk+mF1(a, b)
aiy(a; b) = .
Dk+1Fm(a, b) . Dk+mFm(a, b)

Es gilt also

DF(a,b) = @1:(&7@ ‘ gj(a, b))

Somit ist fiir (u,v) € RF x R™

F F
DF(a,b) - (u,v) = a—(a,b) 'u+%y

o (a,b) - v

Satz 7 (Implizite Funktionen). Seien U; C R* und Uy C R™ offen, und sei F': Uy x Uy —
R™ stetig differenzierbar. Weiterhin sei (a,b) € Uy x Uz mit F(a,b) = 0 und %—i(a,b)
invertierbar. Dann ¢ibt es offene Umgebungen Vi C Uy von a und Vo C Us von b sowie
eine stetig differenzierbare Funktion g: V3 — Vo mit

Graph(g) = {(z,y) € Vi x Va: F(z,y) =0}

Weiterhin gilt

() = - (% b))_l o ab)

Beweis. Definiere H: Uy x Uy — R¥™ durch H(z,y) = (v, F(x,y)). Wegen I stetig
differenzierbar ist auch H stetig differenzierbar. Es ist

DH(a,b) = (gg(a, b) 5 (a, b)>

wobei Ej, die k-te Einheitsmatrix ist. Es ist det(DH (a, b)) -det(%—i(a, b)) = det(%—i(a, b)).
Wegen %—Z(a, b) invertierbar ist also auch DH(a,b) invertierbar. Wir kénnen also auf H
den lokalen Umkehrsatz in (a,b) anwenden. Somit gibt es eine offene Umgebung V' C
Uy x Uy von (a,b) und W C R¥+*™ von H(a,b) derart, dass die Einschrankung h von H
auf V eine Bijektion von V auf W ist, fiir die h~! stetig differenzierbar ist. Natiirlich
existiert eine Funktion h*: W — R™ mit h=!(u,v) = (u, h*(u,v)) fiir alle (u,v) € W.
Dann gilt

V(z,y) e V: <F(x,y) =0<= H(z,y) = (2,0) <=y = h*(x,O)) (%)
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Nach Bemerkung existieren offene Umgebungen W7 von A und V5 von b mit Wy x Vo C V.
Nun ist h*(a,0) = b, da F(a,b) = 0, und wegen h~! stetig ist die Abbildung x ~— h*(x,0)
stetig. Also existiert eine offene Umgebung V3 C W; von a mit h*(z,0) € V3 fir alle
x € V4. Definiere nun g: V; — V, durch g(z) = h*(x,0). Wegen h~! stetig differenzierbar
ist auch g stetig differenzierbar. Weiterhin gilt

Graph(g) = {(z,y) € Vi x Va: F(z,y) = 0}

,C* Sei z € V5. Dann (z,g(x)) € Vi x Vo C V und g(x) = h*(x,0). Also nach (x)
F(z, (9(z)) = 0.

»,2" Sei (x,y) € Vi x Vo mit F(z,y) = 0. Dann (x,y) € V. Also nach (%) y = h*(x,0) =
9(x), d.h. (z,y) = (z,9(z)) € Graph(g).

Nun noch zum Zusatz. Es ist F(a,g(a)) = 0, da g(a) = b, und F differenzierbar in

(a,g(a)) und g differenzierbar in a. Also gilt nach Kettenregel fir G(z) = F(z, g(x)), da
G in der Umgebung von a konstant null ist

o= 0t = oria (1,

Nun ist DF(a,b) = (8—F(a, b)’%—g(a, b)) Also erhélt man

ox
oF oF
0= %(G, b) + afy(% b) - Dg(a)
und daher .
oF T OF
Dy(a) = - (Go@n) It 0

Beispiel. F(z,y) = 2% + y*> — 1. Definiere go: (—1,1) — R durch go(z) = v/1 — 22 und
g1 (=1,1) = R durch g;(z) = —v/T — 22,

e g ist Losung an den Stellen (a,b) mit b > 0.
e ¢ ist Losung an den Stellen (a,b) mit b < 0.

e Anden Stellen (—1,0) und (1, 0) gibt es keine Losung, da %—5(—1, 0)=0= %—5(1, 0).

Satz 8 (Lokale Extrema mit Nebenbedingung). Seien U C R™ offen und sei f: U — R
stetig differenzierbar. Setze M = {x € U: f(x) = 0}. Seia € M mit f'(a) # 0. Weiterhin
sei h: U — R eine stetig differenzierbare Funktion, die in a ein lokales Mazimum (bzw.
Minimum) unter der Nebenbedingung f = 0 besitzt, d.h. es gebe eine Umgebung V- C U
von a mit h(a) > (z) (bzw. h(a) < h(zx)) fir alle x € V.0 M. Dann gibt es ein A € R
mit h'(a) = Af'(a). (Solch ein A heifit Lagrangescher Multiplikator )

41



Beweis. Wir nehmen o.E. an, dass D,, f(a) # 0. Sonst nummeriere die Koordinaten um.
Sei 0.E. n > 2, da sonst die Behauptung trivial ist. Sei a = (ay,...,a,) und setze
¢ = (a1,...,an—1). Nach Satz 7 gibt es offene Umgebungen V' von ¢ und W von a,
mit V' x W C U und eine stetig differenzierbare Funktion g: V' — W mit Graph(g) =
M N (V x W). Aukerdem gilt

~Dif(a)
Dy f(a)
Sei nun h* definiert durch h*(z) = h(z, g(x)). Da fir alle z € V' (z,g(x)) € M, besitzt

nach Voraussetzung h* in ¢ ein lokales Extremum. Weil h* differenzierbar ist, ist also
Dh*(c) = 0. Somit gilt nach Kettenregel

Dig(c) = firl<i<n-1 (%)

0 = D;h*(c) = D;h(a) + Dyph(a) - Dig(c) firl <i<mn-—1
Setze nun A = Dyh(a)/D, f(a). Fir 1 <i <n —1 gilt dann

Dih(a) = —Dyh(a) - Dig(c) 2 AD; f(a)

Diese Gleichung gilt auch fiir ¢ = n. Also ist h'(a) = Af'(a). O

Beispiel. Man bestimme diejenigen Punkte auf der Kugeloberfliche S? = {(z,y, 2): 2>+
y?+22 =1}, die von dem Punkt a = (1,1,1) den kleinsten bzw. groften Abstand haben.
Definiere hierzu f,h: R? — R durch

flz,y,2) =2 + >+ 22 -1
h(ﬂj‘7y7 Z) = ||(93,y,2) - (I||2 = (SC - 1)2 + (y - 1)2 + (Z - 1)2

Gesucht sind globale Extrema von h mit der Nebenbedingung f = 0. Es ist D f(x,y, z) =
(2z,2y,22) und Dh(z,y, 2) = (2(x—1),2(y—1),2(z —1)). Ist Dh(z,y,z) = ADf(z,y, 2)
und (z,y,2) € %, soist (1 —1) = Az, y—1=Ayund z — 1 = Az und 2% + 3? + 22 = 1.
Alsox =y =2z=1/(1 - \). Wegen (z,y,2) € S? also 3/(1 —\)2 =1, also A = 1 + /3.
Somit ist (x,y,2) = i%(l,l,l). Setze a1 = %(1,1,1) und ay = —%(1,1,1). Da h
stetig ist und S? kompakt ist, existieren by, by € S% mit h(by) < h(z) < h(bg) fiir alle
x € S Nun ist aber Df(b1) # 0 und Df(bs) # 0, da by, by € S?. Nach Satz 7 existieren
also A1, A2 € R mit Dh(b;) = M Df(b1) und Dh(b2) = A2 D f(b2). Wegen h(ay) < h(ag)
ist also nach obiger Rechnung b1 = a1 und by = as. Somit gilt

o %(1, 1,1) ist der Punkt aus S? mit kleinstem Abstand von (1,1,1)

o —%(1, 1,1) ist der Punkt aus S? mit groftem Abstand von (1,1,1)
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14 Parameterabhangige Integrale

Satz 1. Seien a,b € R mit a < b, D C R"™ und ¢,v: D — R stetig mit a < ¢(y) <
Y(y) < b fir alle y € D. Weiterhin sei f: [a,b] x D — R stetig. Dann ist die Funktion
g: D — R stetig, welche definiert ist durch

P(y)
o(y) = / f(x,y) da
(y)

Beweis. Sei ¢ € D und (yg)ken eine Folge in D mit limg 00 yx = ¢. Wir miissen zeigen,
dass limy 00 9(yx) = g(c). Sei hierzu € > 0. Setze nun Q = {y;: k € N} U {c}. Dann ist
Q@ kompakt. Also ist auch K = [a,b] x @ kompakt. Somit ist die Einschrénkung von f
auf K gleichméfig stetig. Daher gibt es ein § > 0 mit

(1) |f(z,y) — fx,2)| < ﬁ fiir alle = € [a,b] und alle y, 2z € Q mit ||y — z|| <.
Weiterhin existiert M mit

(2) |f(z,y)| < M fiir alle (z,y) € K.
Wegen limy_, yr = ¢ und @9 stetig existiert m € N mit fiir alle £ > m

(3) lly — cll < 8 und (i) — ()], (o) — B(O)] < 557
Dann gilt fiir alle &k > m

¥(c)

femyde = [ fac)da

v(c)

Y (yx)
<

9() — 9(0)] = /

(yr)

(yr) P(c)
/ fa g de — [ fley) de

IN

o (yr) @(c) (c)
s (e) -
<|[ e [ ) o) + 5=l - el <
o(c) (k) (b—a)
g g g &
SM"@(yk)—<P(C)|+M‘W(C)—¢(yk)|+§<§+§+§=5 O

Satz 2. Seien a,b € R mita < b, U CR" offen und f: [a,b] x U = R, (z,y1,...,yn) —
f(zyy1, ... yn) stetig. Ist f beziglich y; stetig partiell differenzierbar, so ist auch die
Funktion g: U — R definiert durch g(y) = fabf(:):,y) dx beziiglich y; stetig partiell diffe-

renzierbar und es gilt
dg bor
= d
0 () /a 9y, DY) d

Beweis. 0.E. sei n = 1. Sei ¢ € U und (c)ken eine Folge aus U \ {c}, die gegen ¢
konvergiert. Wir miissen zeigen

limM = /ngf(x,c)dx

k—0 Cp — C
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Sei also € > 0. Setze fi(z) = (f(:n,ck) — f(.r,c))/(c;g - c). Dann gilt

—qlc b b
9<0k>9<>/ Dgf(:c,c)dwz/ (fo(@) = Dof(z,c)) da (1)

ek —c
Wiéhle p > 0 mit Q = [c — p,c+ p] C U. Nach dem Mittelwertsatz gilt
fir alle k£ und alle = € [a, b] existiert y € [cg, ¢] mit fi(z) = Daf(z,y) (2)

Setze K = [a,b] x Q. K ist kompakt und daher Dsf eingeschrinkt auf K gleichméfig
stetig. Somit gibt es ein 0 < d < p mit

|Daof(x,y) — Daf (z,c)| < ﬁ fir alle z € [a,b] und alle y mit |y —c| <d  (3)
Wegen limy_, o ¢ = ¢ existiert ein m mit
ek, —c| <0 fir alle k > m (4)

Fiir £ > m gilt dann

‘gw—g@_ /aszf(%C)

cp— ¢

<

L sup{Ifi(e) - Daf(w.)|: v € [a, b)) - (b a) <

(2

% sup{| Dz f(x,y) — D2f(w,c)|: @ € [a,0] Ay € [ck,c]} - (b—a) <
(374) £
<
“b—a

(b—a)=¢ O

15 Approximationssatze

Sei X ein kompakter metrischer Raum. Sei dann C'(X) die Menge aller stetigen Funk-
tionen von X nach R. Fiir f,g € C(X) und « € R definiere f + g, af durch

(f +9)(x) = f(z) + g(x)
(af)(z) = af(z)
fir alle z € X. Mit dieser Operation ist C'(X) ein R-Vektorraum. Wir kénnen auf C'(X)
eine Norm definieren durch (fir f € C(X))

If1l = sup{[f(z)[: = € X}

Weil X kompakt ist, ist auch f[X] kompakt und daher beschrankt. Also || f|| < co.( Wir
benutzen die obige Notation auch fiir beliebige Funktionen von X nach R.) Man rechnet
leicht nach, dass || - || eine Norm ist (die Supremumsnorm). Somit ist C'(X) mit | - ||
ein normierter Vektorraum. Insbesondere ist es also ein metrischer Raum mit der Metrik

d(f,9) = If = gll
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Satz 1. C(X) ist vollstindig.

Beweis. Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in C(X). Da ja fiir alle myn € N und z € X
| fr (@) = fro(z)] < || frn — full gilt, ist fir jedes x € X (fn(z))nen eine Cauchy-Folge in R
und daher konvergent. Sei fir x € X f(z) = limy, o0 fn(z). Wir zeigen, dass f: X — R
stetig ist und (f,)nen gegen f konvergiert (in C'(X)). Hierzu zeigen wir

fiir alle € > 0 existiert ein m € N mit ||f,, — f|| < 2¢ fiir alle n > m (%)

Dann konvergiert also f, ,,gleichmifig” gegen f. Wie in §9 folgt dann, dass f stetig ist,
da alle f, stetig sind. Somit konvergiert (f,)nen gegen f (in C(X)).

Nun zum Beweis von (). Sei m € N mit || f, — fx|| < e fiir alle k,n > m. Sei nun
n>mund z € X. Wahle ein & > m mit |fi(x) — f(z)] < e. Dann ist |f,(x) — f(z)| <
|fiu(x) = f(z)| + | fn(z) = fu(z)] <e+|fo — frl| <e+e=2e Also ||fn — fl| < 2. O

Definition. Sei Y ein metrischer Raum und A C Y. A ist dicht in Y, wenn fiir alle
y € Y und alle € > 0 ein z € A existiert mit d(y, z) < e.

Bemerkung. Seien A,Y wie oben. Dann gilt: A ist dicht in Y genau dann, wenn fiir alle
y € Y eine Folge (a,)nen aus A existiert, die gegen y konvergiert.

Sei weiterhin X ein kompakter metrischer Raum. Wir interessieren uns fiir dichte
Teilmengen von C'(X). Fiir f,g € C(X) definiere fg: X — R durch (fg)(z) = f(x)g(x)
fir x € X. Also fg € C(X).

Definition. Sei A C C(X). A ist eine Algebra, wenn A # & und fiir alle f,g € A und
c € R gilt, dass f + g, fg,cf € A.

Beispiel. Sei X = [a, b] ein kompaktes Intervall. Dann ist die Menge aller Polynomfunk-
tionen auf X eine Algebra.

Definition. Sei A C C(X). A trennt die Punkte von X, wenn fir alle z,y € X mit
x#yein f € Amit f(z) # f(y) existiert.

Bemerkung. Ist A wie im obigen Beispiel, so trennt A die Punkte von X, denn wir kénnen
einfach als f die Identitdt wahlen.

Bemerkung. Sei A C C(X) eine Algebra. Setze
A={f € C(X): es existiert eine Folge (f,)nen aus A, die gegen f konvergiert}
Dann ist A eine Algebra.

Beweis. Um z.B. zu zeigen, dass f + g € A fiir f,g € A, benutze die Tatsache, dass

wenn (fn)nen gegen f und (gn)nen gegen g konvergiert, folgt, dass (f, + gn) gegen f+g
konvergiert. O

Lemma 2. Sei X = [a,b] ein kompaktes Intervall. Definiere f: X — R durch f(x) =
|x|. Dann existiert eine Folge von Polynomfunktionenen auf X, die gleichmaf$ig gegen f
konvergiert.
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Beweis. Der Beweis folgt am Ende der Vorlesung. O

Definition. Seien f,g: X — R. Definiere die Funktionen max(f, g) und min(f, g) von
X nach R durch (fir z € R)

max(f,g)(x) = max(f(z),g(x))
min(f, g)(z) = min(f (), g(x))
(entsprechend fiir endlich viele Funktionen)

Bemerkung. Es gelten

Beweis. Nur die erste Gleichung. Aus Symmetriegriinden gilt o.E. max(f(z),g(x)) =
f(x). Aber f(x) = 3(f(z) + g(x)) + 3(f(z) — g(x)). O

Satz 3 (Satz von Stone-Weierstrak). Sei X ein kompakter metrischer Raum, und sei
A C C(X) eine Algebra, welche die konstanten Funktionen enthdlt und die Punkte von
X trennt. Dann ist A dicht in C(X).

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, dass fiir A zusétzlich gilt:

Vf,g€ A: max(f,g), min(f,g) € A (%)

Nun gilt
Ve,y e X,a,eR: x #Ay=Jh € A: h(z) =aANh(y) =0 (+)

Denn seien z,y, «, 8 wie in (+). Da A die Punkte von X trennt, gibt es ein g € A mit
g(x) # g(y). Definiere nun h: X — R durch

W 9 — (@)
hz) =+ (8 )g(y) —g(x)

Da A eine Algebra ist und alle konstanten Funktionen enthélt, ist h € A. Auferdem
h(z) = a, h(y) = B.

Sei nun f € C(X) und € > 0. Wir suchen ein g € A mit f(z) —e < g(x) < f(x) +¢
fir alle z € X. Solch ein g finden wir in zwei Schritten. Geméf (4) wihle fiir je zwei
z,y € X ein hyy € A mit hyy(x) = f(x) und hyy(y) = f(y). (fiir « = y wihle die
konstante Funktion f(z)). Sei nun z € X. Fir y € X ist (hyy — f)(y) =0 und hyy — f
ist stetig. Also existiert eine offene Umgebung U, von y mit

VzeUy: hyy < f(2)+¢ (A)

Setze U = {U,: y € X}. Dann ist U eine offene Uberdeckung von X. Wegen X kompakt
existieren also endlich viele yq,...,y, € X mit X = U,, U---UU,,. Setze nun h, =
min(hz y,, .- ., hay, ). Wegen (x) ist dann h, € A und nach (A) gilt

Vze X:hy(2) < f(2)+¢ (o)
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Weiterhin ist hy(z) = f(x), also (hy — f)(x) = 0. Wegen Stetigkeit existiert also fiir alle
x € X eine offene Umgebung V., von x mit

VzeUy: f(2) —e < hy(2) Q)

Setze nun V = {v,: * € X}. Dann ist V eine offene Uberdeckung von X. Wegen X
kompakt existieren also endlich viele z1,...,xy, € X mit X =V, U--- UV, . Setze nun
g =max(hy,,...,hy, ). Wegen (x) ist g € A und nach (0),(Q)

Vze X: f(z)—e<g(z) < f(2)+¢

Sei nun A beliebig wie im Satz und sei A der Abschluss von A (wie in frijherer Bemer-
kung). Es geniigt zu zeigen, dass A dicht in C'(X) liegt. Nach friiherer Bemerkung ist A
eine Algebra. Nach dem ersten Teil des Beweises geniigt es also zu zeigen, dass fiir alle
f,g9 € A max(f,g),min(f,g) € A gilt. Hierzu reicht es aber aus, dass fiir alle f,g € A
gilt, dass max(f, g), min(f, g) € A. Nach obiger Bemerkung ist aber

max(f, g) = f‘2|'9+ |f;9’

Da A eine Algebra ist, geniigt es also zu zeigen, dass fiir f € A |f| € A gilt. Sie hierzu
f € A und setze ¢ = || f||. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle ¢ > 0 ein g € A existiert mit
llg—|f]ll < e. Sei hierzu e > 0. Nach Lemma 2 existiert ein Polynom p mit |p(t) — |t|]| < e
fir alle t € [—c, ¢]. Dann ist aber [p(f(z)) — |f(z)|| < € fir alle z € X. Aber po f € A,
da A eine Algebra ist. O

Korollar. Sei X C R” kompakt und sei P die Menge aller Polynomfunktionen auf X.
Dann ist P dicht in C(X).

Beweis. Offenbar ist P eine Algebra, die alle konstanten Funktionen enthélt. Um zu
zeigen, dass P die Punkte von X trennt, betrachte fiir 1 <4 < n die Polynomfunktionen
pi(z1,...,xn) = x;. Sind & = (z1,...,24),y = (Y1,...,Yn) € X mit x # y, so existiert 7
mit z; # y;. Dann ist p;(z) = x; # y; = pi(y). Also folgt die Behauptung aus Satz 3. O

Es gibt noch eine komplexwertige Version von Satz 3. Sei dann fiir einen kompakten
metrischen Raum X C(X,C) die Menge aller stetigen Funktionen von X nach C. Wir
konnen auf C(X,C) die Supremumsnorm analog definieren durch

IfII = sup{|f(z)]: = € X}

C(X,C) ist dann ein normierter C-Vektorraum. Wir sagen, dass A C C(X,C) eine C-
Algebra ist, wenn fiir alle f,g € Aund ¢ € C f + g, fg,cf € A gilt. Fir f: X — C
definiere die Konjugierte f durch f(z) = f(x) fiir € X. Wir sagne, dass A selbstkon-
jugiert ist, wenn fiir alle f € A gilt f € A.
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Satz 4. Sei X ein kompakter metrischer Raum und sei A C C(X,C) eine selbstkonju-
gierte C-Algebra, welche die konstanten Funktionen enthdlt und die Punkte von X trennt.
Dann ist A dicht in C(X,C).

Beweis. Sei A(R) = ANC(X). Dann ist A eine Algebra.
A(R) trennt die Punkte von X (1)

Seien hierzu z,y € X mit z # y. Wahle f € A mit f(x) # f(y). Definiere g: X — C
durch g(z) = (f(2) — f(x))/(f(y) — f(z)). Dann ist g € A und g(z) = 0, g(y) = 1. Setze
nun h = g + g. Wegen A selbstkonjugiert ist dann h € A(R) und h(z) = 0 # 2 = h(y)
[J(1) Somit folgt aus Satz 3
A(R) ist dicht in C'(X)

Sei nun ¢ € C(X,C) und ¢ > 0. Dann existieren ¢g,¢1 € C(X) mit ¢ = 1y + i1)1.
Geméf (2) wihle fo, f1 € A(R) mit [[1hg — fol| < e und |91 — fi|| < e. Setze f = fo+if1.
Dann ist f € A und || — f]| < 2e. O

Definition. Sei S = {z € C: |z| = 1}. Eine Funktion f: S — C ist ein trigonometrisches
Polynom (auf S), wenn es ein n € N gibt und ¢, € C fiir k € Z mit —n < k < n, sodass
fiir alle z € S gilt

Satz 5. Sei S = {z € C: |z| = 1}, und sei T die Menge aller trigonometrischen Polynome
auf S. Dann ist T dicht in C(S,C).

Beweis. Offenbar ist T eine C-Algebra, welche alle konstanten Funktionen enthélt und
die die Punkte von S trennt. Wegen Satz 4 brauchen wir also nur noch zu zeigen, dass
T selbstkonjugiert ist. Sei hierzu f € T und etwa f(z) = > p__, cxz" fiir 2 € C. Nun ist
aber fiir z € S 7 = 2~ 1. Also gilt fiir z € S

Somit ist f € T. O

Der Kreis S wird ja parametrisiert durch die Funktion g: [0,27] — S definiert durch
g(t) = e = cost + isint. Jedem Element von C(S,C) entspricht dann kanonisch eine
stetige Funktion f*: [0,27] — C mit f*(0) = f*(2n) definiert durch f*(t) = f(e%). f*
kann man dann zu einer 2m-periodischen Funktion f** fortsetzen, die auf ganz R definiert
ist, indem man f**(2mn +t) = f*(t) fir n € Z und t € [0, 27] setzt. Auf diese Weise
erhilt man alle 27-periodischen stetigen Funktionen h: R — C. Beim Ubergang von f
zu f* zu f** veréndert sich die Supremumsnorm nicht.

Wir sagen nun f: R — C ist ein trigonometrisches Polynom auf R, wenn ein n € N
existiert und ¢ € C fiir k € Z mit mit —n < k < n, sodass gilt

n
f(t) _ Z ckeikt

k=—n
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Korollar. Sei B die Menge aller stetigen 27 -periodischen Funktionen von R nach C (mit
Supremumsnorm) und sei T die Menge aller trigonometrischen Polynome (aufR). Dann
wst T dicht in B.

Beachte noch, dass sich wegen e = cosz + isinz jedes trigonometrische Polynom
schreiben lasst als

ft) = % + Z ay, cos(kt) + i Z by, sin(kt)

k=1 k=1

Definition. Sei (K, )nen eine Folge von Funktionen R — R. Dann ist (K,),en eine
Diracfolge, wenn gilt

(DIR1) Fiir alle z € R und alle n € N ist K,,(z) > 0.
(DIR2) Fiir alle n € N ist K, stetig und [0 K, (t)dt = 1.

(DIR3) Fiir alle €, > 0 existiert ein m € N, sodass fiir alle n > m gilt:
—0 00
/ Ko (t)dt +/ Ka(t)dt <
—00 é

Sei (K, )nen eine Diracfolge. Fiir eine stetige und beschrénkte Funktion f: R — R defi-
niere die Faltung f * K,, von f und K,, durch

(F K@) = [ FOKalo - 1)
Satz 6. Sei (K,)nen eine Diracfolge. Weiterhin sei S C R beschrdankt und sei f: R — R

stetig und beschrankt. Dann konvergiert die Folge (f * Kp)nen auf S gleichmdflig gegen
f.

Beweis. Setze f, = f * K,,. Durch einfache lineare Substitution erhélt man
e, o]
fule) = / Fl@ — ) Kn(t) dt
— 00
Wegen (DIR2) gilt aber

o) = @) | Kot dt = / " f(@)Ka(t) dt

Also ist ~
fulo) = f@) = [ (e 1) = F@) Koty
Sei nun £ > 0. Wegen S beschriankt existiert ein kompaktes Intervall I = [c,d] mit

S C [e+ p,d — p] fiir ein g > 0. Dann ist f auf I gleichméfig stetig. Also existiert ein
§ >0 mit |f(z—1t)— f(z)| <5 fiir alle z € S und ¢ € R mit [¢| < §. Sei nun M > 0 eine
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Schranke fiir f, d.h. |f(x)] < M fiir alle z € R. Geméaf (DIR3) wihle m so, dass fiir alle
n > m gilt

-9 00
g
K, K, —
/_OO (t)dt+/6 (dt < =

Wir erhalten dann fir x € S

@) = 5@ = | [ (=0 - S@)Katt) dt\ <

o0
[e.9]

g/m £ — 1) — f(2)| Kn(t) dt =

— 00

-4 é
:/ |f(z—1t) — fz)|Knl(t) dt+/6\f(x—t)—f(x)]Kn(t)dtJr

— 00

T /5 £z — 1) — F(@)| Ka(t) dt <

<oM (/:Kn(t)dt+/;of(n(t)dt) +;/2Kn(t)dt<

€ €
S4Z O
<2—|—2 €

Beweis von Lemma 2. Wir zeigen, dass fiir ein kompaktes Intervall [a,b] und eine ste-
tige Funktion f: [a,b] — R eine Folge von Polynomfunktionen auf [a,b] existiert, die
gleichméfig gegen f konvergiert.

Sei 0.E. a # b. Wir reduzieren die Behauptung zuerst auf den Fall [a,b] = [0, 1] und
f(a) = f(b) = 0. Wir miissen ja zeigen:

(x) fiir alle € > 0 existiert ein Polynom P mit ||f — P| <e.
Definiere g: [0,1] = R,t — f((b—a)t+a). Falls ein Polynom P existiert mit ||g—P|| < e,
so gilt ‘f(:z;) - P (%) < ¢ fiir alle z € [a,b]. Aber P (%) ist ein Polynom. Somit
kénnen wir voraussetzen, dass [a, b] = [0, 1]. Setze nun h(z) = f(z)— f(0)—z(f(1)— f(0))
fiir alle z € [0, 1]. Wenn wir (x) fiir h beweisen, so gilt es auch fiir f. Aber A(0) = h(1) = 0.
Wir kénnen also auch f(a) = f(b) = 0 voraussetzen.

Wir setzen f auf ganz R fort, indem wir es aufserhalb von [0, 1] gleich 0 setzen. Wir
nennen dies immer noch f. Dann ist f stetig und beschrankt. Fiir n € N setze

1
cn _/ (1—¢3)" dt

1

Definiere K,,: R — R durch

a—em falls —1 <t <1
0 sonst

Beachte, dass K, (t) = K, (—t) gilt. Wir zeigen, dass (K, ),en eine Dirac-Folge ist. (DIR1)
und (DIR2) sind klar. Es ist auferdem

1
n+1

Cn

1 1 1
o _ 42\n _ n 4\ _\n _
2_/0(1 t)dt_/0(1+t) (1-1) dtz/o(l " dt =
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d.h. ¢, > niﬂ Fir 1 > 6 > 0 folgt

1 11 _ 42y 1 1
/Kn(t)dt:/ (t)dtg/ n; (1—6%)"dt =
) Cn 5

g o) — 0

2 n—o0

Also gilt auch (DIR3). Schlieflich zeigen wir, dass f * K| ) ein Polynom ist. Sei also

f* K, = f, Esist
/ FOKy(x—t)dt

Da f(t)Ky(x —t) fiir t € R\ [0,1] gleich 0 ist, ist

/f n(x —t)dt

Nun ist aber K, in dem Intervall [—1,1] ein Polynom. Somit ist K, (z —t) ein Polynom
in  und ¢ und daher darstellbar als

n(z —1) ng

wobei g, . .., gon Polynome in ¢ sind. Daher gilt

1 2n 2n 1
_ o — o
_ /O 10wt kzzo( /0 f(t)gku)dt)

Also ist f, in [0, 1] ein Polynom. Somit folgt () aus Satz 6. O
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