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1 Gruppen

1.1 Untergruppen
Definition. Eine Gruppe ist ein Tripel (G, m,e) mit
i) G Menge
ii) e Element von G
iii) m: G x G — G, (z,y) — xy Abbildung mit
1) z(yz) = (zy)z fir alle z,y,z € G
2) ze=zx=eczxfiraller € G
3) Vo € Gy € G(zvy = e = yx)

Definition. Sind (G, m,e), (G',m’, ') Gruppen, so heifit eine Abbildung f: G — G’ ein
Gruppenhomomorphismus, wenn f(zy) = f(z)f(y) ist fir alle x,y € G.

e Ist f auch injektiv, so heifit f ein Gruppenmonomorphismus.

e Ist f auch surjektiv, so heifit f ein Gruppenepimorphismus.

e Ist f auch bijektiv, so heifit f ein Gruppenisomorphismus.
Beobachtung (Kiirzungseigenschaft). Aus za = xb oder ax = bx folgt a = b.

Beweis. Ist z.B. za = xb und y zu z wie in 3), ist a = ea = (zy)a = y(za) = y(xb) =
(yx)b =eb=b. O

Bemerkunyg.
a) Durch 2) wird e eindeutig bestimmt; e heiit neutrales Element von G.

b) Zu z € G ist y € G wie in 3) eindeutig bestimmt; y heifit das Inverse von x, in
Zeichen y = 271,

c¢) Fiir z € G und n € N definiert man 2" € G rekursiv durch 2° = e und 2"+ = 2"z;

man setzt 7" = (z")~!; damit: 2" = 2"z™ und 2™ = (z2")™

d) Fiir jeden Gruppenhomomorphismus f: G — G’ gelten automatisch f(e) = ¢’ und
f(z=) = f(z)7!; ferner gilt: Ist f ein Isomorphismus, so ist auch f~! ein Isomor-
phismus.

Beweis.

a) Ist auch zé = x = éx fiir alle x € G, so ist e = ée wegen x = éx und é = ée wegen

T = zxe, also e = é.

b) Ist auch xz = e = zx, so ist y = ye = y(vz) = (yx)z = ez = 2. Aus (b~ta71)(ab) =
b= (a"ta)b = b='b = e und (ab)(b"la™') = a(bb~Ya"! = aa™! = e folgt (ab)™! =
b~'a~! wegen der oben gezeigten Eindeutigkeit des Inversen.



c) Ubung.

d) Wegen f(e)? = f(e)f(e) = Fle) ist fe) = . Aus f()f(z) = flaz ) =
fle) =¢ und f(z7Y)f(z) = - = f(e) = € folgt f(z~!) = f(z)~! mit b). Nun sei
f ein Isomorphismus. Setze f’ = f~!. Fiir 2/,y' € G’ sei x = f'(2') und y = f'(3/),
dh. f(z) = 2" und f(y) =y Also f'(2'y) = f'(f(=)f(y)) = f(f(zy)) = 2y =
@) O
Definition. Eine Gruppe G heifit (kommutativ oder) abelsch, wenn zy = yx fiir alle
z,y € G. Dann schreibt man G oft additiv, d.h. x + y statt xy, 0 statt e und —z statt
x~ 1

Beispiel.
0) (N,+,0) ist keine Gruppe.
1) (Z,4,0), (Q,+,0), (R,+,0), (C,+,0) sind Gruppen, alle abelsch.

2) Fiir jeden Korper K ist GL(n, K), die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen {iber
K, eine Gruppe mit Matrizenmultiplikation und Einheitsmatrix. Sie ist genau dann
abelsch, wenn n = 1 ist.

3) Sind Gy,...,G, Gruppen, n > 2, so ist G = Gy X --- X G, eine Gruppe mit

(1, -y 2n) W1,y Yn) = (1Y1,...,ZTpyn) und e = (e1,...,€,), wobei e; neutra-
les Element von G; ist; dieses G heifit direktes Produkt von G1,...,G,. Firl1 <i<mn
ist p;: G — G;, (x1,...,2,) — z; ein Gruppenhomomorphismus.

4) (R,+,0) = (Rsp,-,1),x +— €” ist ein Gruppenisomorphismus.

5) Fiir jede Gruppe G und a € G ist kq: G — G,z +— ara™! ein Gruppenisomorphismus
mit k' = k,-1. kq heiit Konjugation mit a.

Definition. Es sei (G, m,e) eine Gruppe. Eine Teilmenge H von G heifit Untergruppe,
wenn

i)eec H
i) z,ye H=—=axyc H
i) re H=a2"'eH

Dann ist H mit der von m induzierten Multiplikation eine Gruppe, und die Inklusion
H — G,z — z ist ein Gruppenmonomorphismus.

Beispiel.
0) {e} und G sind Untergruppen von G, die sogenannten trivialen Untergruppen.

1) Das Zentrum Z(G) = {z € G: Yy € G(zy = yx)} ist eine Untergruppe von G. Es
gilt: Z(G) = G <= G abelsch.



2) Es sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.

a) Ist H' Untergruppe von G', so ist f~1(H') = {x € G: f(z) € H'} Untergruppe
von Gj speziell ist Ker(f) = {z € G: f(x) = €'} eine Untergruppe von G, der sog.
Kern von f.

b) Ist H Untergruppe von G, so ist f(H) = {f(z): x € H} Untergruppe von G;
speziell ist Im(f) = f(G) eine Untergruppe von G’, das sog. Bild von f.

3) Fiir jede Teilmenge S # @ von G ist
(S)y ={s7'...s}f: k>0;s1,...,8, € S;e1,...,ep € {£1}}
eine Untergruppe von G. Man nennt (S) die von S erzeugte Untergruppe von G. Es

gilt
(S) = ﬂ{H C G: H Untergruppe von G,S C H}

D Folgt aus: (S) ist eines der H auf der rechten Seite.

CIst x € (S), soist ¢ = s{'...85", S1,...,8, € S, €1,...,6m € {£1} und ist
H C G eine Untergruppe von G mit S C H, so sind s1,...,s, € H, also
si',...,s5» € H und damit x = s7'...s5» € H.

Speziell: (S) ist die kleinste Untergruppe von G, welche ganz S enthélt, d.h. ist H
eine Untergruppe von G mit S C H, so ist (S) C H, und (S) ist eine Untergruppe
von G mit S C (S).

4) Ist G = (5) fir eine endliche Teilmenge S, so heifit G endlich erzeugt (e.e.). Ist sogar
G = (a), d.h. G = ({a}), so heifit G zyklisch. Beachte (e) = {e}.

5) Man nennt |G| bzw. ord(x) = |(x)| die Ordnung der Gruppe G bzw. die Ordnung von
x € G. Es gilt (e) ={e} = ord(e) =1

Lemma. Jede Untergruppe H einer zyklischen Gruppe G = (a) ist wieder zyklisch.
Genauer: Ist H # {e}, so ist H = (a™°) mit mg = min{m > 1: a™ € H}.

Beweis. Es sei H # {e}. Damit ist {m > 1: a € H} # @ (denn sonst H = {e}). Wir
zeigen H = (a"°).

D folgt aus @™ € H und (a™0) = {a™F: k € Z}

C Ist z € H,soist x = a”, n € Z. Schreibe n = mpq + r mit 0 < r < myg, dann
folgt © = a™ = (a™0)%", also a” = (a"°) %2 € H und r = 0 (wére r > 1, so wére
mo < r < mg, was unmoglich ist). Schlieflich gilt z = (a")? € (a"0). O

Lemma. ord(z) < oo <= Im > 1(z™ = e). In diesem Fall: ord(z) = min{m >
1: 2™ =e}. Sogar ™ = e = ord(z) | m (auch fir m =0).

Beweis. Wir zeigen zuerst =>: Ist (z) = {z": n € Z} endlich, so gibt es 0 < k < [ mit
rF = 2! also 2% = e mit [ — k > 1. Nun zu <=: Es sei mg = min{m > 1: 2™ = ¢}.

Fiir 0 < i < j < mg ist 2777 # e, d.h. 2* # 2J. Es gilt {e,z,22,..., 2™~} = (z),



denn {e,z,22,...,2™ "1} C (z) und auBerdem: Sei y € (x) = y = 2™, n € Z. Schreibe

n=moqg+7r, 0<r < mgy dnny = (™))" = 2", d.h. y € {e,z,2?%,... 2™}
Speziell [(x)| = myg. Ist ™ = e, so schreibe m = mgs +t mit 0 < t < mg, wofiir
e=a™ = (2M0)szt = 2! alsot # 1, d.h. t =0, d.h. mg | m. O

Konvention. Im folgenden sei H eine Untergruppe der Gruppe G.

Definition. Fir x € G heifit xtH = {xh: h € H} die Linksnebenklasse modulo H von
x. Es gilt x = ze, also x € xH.

Bemerkunyg.

a) Folgende Aussagen sind dquivalent:

i)eH =yH ii)aH CyH iii)zeyH iv)y ‘ze€H v)zHNyH # @

b) Die Abbildung H — zH, h — xh ist bijektiv, speziell gilt |zH| = |H]|.
Beweis.
a) Klar sind: i) = ii) <= iii) = iv)

1

iv=v Ist y 'z € H,soist x = y(y~'z) € yH, aber auch z € zH.

v =1 Ist zhy = yho mit h1,hy € H, so ist x = y(hghfl) € yH, also H C yH, ebenso
zeigt man y € xH und damit yH C zH.

b) Inverse Abbildung: *H — H,z — 27!z O]

Definition. Man nennt G/H = {xH: = € G} die Faktormenge von G modulo H und
[G : H] = |G/H| den Index von H in G. Es gilt G = | |G/H.

Satz (Lagrange). Ist G endlich, so gilt |G| =[G : H] - |H]|.

Beweis. Schreibe G/H = {z1H,..., 2, H} mit m =[G : H|. Fir i # j ist o, H # «;H,
also x;HNz;H = @. Aus G =1 HU- - - Uz H und |z, H| = |H| folgt |G| =m-|H|. O

Korollar. G endlich, x € G = ord(z) | |G|, I =e.
Beweis. Satz fir H = (z): |G| =[G : H] - ord(z), 2!Cl = (zord@)[GH] — ¢ O

Korollar. |G| = p, p Primzahl = G zyklisch. Genauer: G = (a) fir jedes a € G\ {e}.

Beweis. Fiir a € G mit ord(a) = |G| ist G = (a). |G| = p prim for ! ord(a) € {1,p} iad
ord(a) =p =|G|. O



1.2 Faktorgruppen

Definition. Wieder sei G eine Gruppe. Fiir A, B C G sei AB = {ab: a € A,b € B}.
Man schreibt aB bzw. Ab, falls A = {a} bzw. B = {b}. Eine Untergruppe H von G
heifit Normalteiler von G, in Zeichen H <G, wenn 2Hx~! = H, d.h. k,(H) = H fiir alle
x € G. Man sagt auch H ist normal in G.

Bemerkung. Es sei H C G eine Untergruppe und z € G.

a) tHr '=H < 2H=Hx < H =x"1Hzx.

)
b) H <1 G folgt schon aus zHz~! C H fiir alle z € G.
c) HiG <= Vr € G(ky(H) C H)

)

d) Ist H <G und U Untergruppe von G, so ist UH eine Untergruppe von G und es gilt
UH =HU.

Beweis. a) % b) Ist xHx~! C H fiir alle z, so auch fiir 7%, d.h. 2 'Hx C H, also
H C xHz~'. Mit vHz~! C H folgt tHx ! = H.c) % d) e = ee € UH und uj,us €
U;hl,hg c H — (ulhl)(Uth) = U1U2(U2_1hlu2)h2 c UH (Weﬂ u;lhluQ € H) und
uweUheH= (uh)™' = hmw™! = u(vhu™) € UH. w € Uyh € H = uh =
(uhu=Yu € HU A hu = u(u™thu) € UH. O

Beispiel.
0) H <G, U Untergruppe von G, H CU — H < U.

1) Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe von G schon Normalteiler. Allgemeiner: Ist H
Untergruppe von Z(G), so ist H 9 G.

2) Ist H Untergruppe von G mit [G : H] = 2, so ist H < G.
3) S35 hat vier nichttriviale Untergruppen, wovon nur eine Normalteiler ist.

4) Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so gilt H' <G’ = f~1(H’) < G. Insbesondere:
Ker(f) < G.

5) Fiir jede Untergruppe H von G ist der Normalisator Ng(H) = {x € G: vH = Hz}
von H in G die gréfite Untergruppe von G, in der H normal ist.

Beweis.
1) HC Z(G),z € G,h € H = th = ht => zha™! = h, also xHz~' = H, d.h. H<G.

2) G/H = {H,aH} mit H # aH, d.h. HNaH = &, fiir jedes € G ist 22 € H, denn
re€Hoderr g H=2xcaHundz ' ¢ H=2"'caH,alsocH =aH =2"'H =
2?H = H = 22> € H. Es folgt y € G,h € H = yhy™! = y(hyhh ™ty Yy ! =
(yh)*h~ly=2 € H.



3) Sei H C S3 eine Untergruppe und {id} # H # Ss, so ist |H| € {2, 3} nach Lagrange,
also ist H zyklisch und damit H € {H, Ha, H3, Hs}, wobei Hy = {id, (1% 3)}, Ho =
G, (1310}, Hy = (id, (129)), Hy = [id, (332), (129)). Nun ist 55  Hy] = 2
nach Lagrange, also Hy <0 S3, jedoch nicht H; < S5 (1 = 1,2,3).

4) f~1(H') ist eine Untergruppe von G. Sei x € G,h € f~Y(H'), d.h. f(h) € H', dann
f(xhz™Y) = f(x)f(h) f(x)~t € H', d.h. zha~! € f~Y(H'), also f~1(H') <G,

5) Wir zeigen zuerst, dass Ng(H) eine Untergruppe ist: e € Ng(H), =,y € Ng(H) =
(xy)H = z(yH) = x(Hy) = (¢H)y = H(zy), dh. zy € Ng(H), x € Ng(H) =
Hz™ ' = 27 Y (zH)z™! = 27 Y(Hz)z™" = 27'H, dh. 27! € Ng(H). Es gilt H <
Ng(H), weil z € Ng(H) < vH = Hx. Ng(H) ist die ,,groBte* solche Untergruppe,
denn ist H < U und U Untergruppe von G, so ist *tH = Hz fiir alle z € U, also
U C Ne(H). O

Satz (Faktorgruppe). Es sei stets H < G.

a) Die Abbildung G/H x G/H — G/H,(xH,yH) — (xy)H ist wohldefiniert und macht
G/H zu einer Gruppe mit neutralem Element H und 2~ H als Inversem von xH.

b) Die kanonische Abbildung 7: G — G/H,x — xH = T ist ein Epimorphismus mit
Ker(m) = H.

¢) Die Untergruppen von G/H sind von der Form U/H mit U Untergruppe von G und
HCU.

d) Ist f: G — G’ ein Homomorphismus mit f(H) C {€e'}, so gibt es genau einen Homo-
morphismus f: G/H — G' mit for = f.

!

G —;G/
J .
Q s
P
G/H

Beweis.

a) Sind *H = 2'H, yH = y'H, so ist xayH = xy'H = xHy = 2’/Hy A=G 'y H.
Mit z = «H ist Ty = 7y, e = H, (Ty)z = 7yz = (xy)z = Tyz = Tyz = (¥ 2),
ex=ez=x=Te=TeundTx l =zxzx~l=¢

b) 7 ist surjektiv. 7 ist ein Homomorphismus, denn n(zy) = Ty = T7 = w(z)n(y) und

reKer(r)en(r)=essH=H<xec H(xrel).

c¢) Ist U eine Untergruppe von G mit U O H, so ist U/H eine Untergruppe von G/H,
denn: H = eH € U/H, 2,y € U = zy € U = Ty = 7y € U/H, 27! analog.
Ist A eine Untergruppe von G/H, so ist U = 7~ 1(A) eine Untergruppe von G mit
Ker(m) = 7~ ({e}) C U und n(U) = 7~ (A) " =" A, mit anderen Worten: H C U
und A={z:2€U} =U/H.



d) f: G/H — G',xH + f(x) ist wohldefiniert, denn aus zH = yH, d.h. 27 'y € H,
folgt ¢ = f(z~ly) = f(x)" f(y), dh. f(x) = f(y). f ist ein Homomorphismus,
denn F(z7) = F(77) = f(zy) = f(2)f(y) = F@F@). For = f ist Klar. Und zur
Eindeutigkeit: Ist auch f: G/H — G’ ein Homomorphismus mit f o7m = f, so ist
f@) = f(r(z)) = f(z) = f(x(z)) = f(Z) fir alle T € G/H, also f = [. O

Korollar (Homomorphiesatz). Fir jeden Homomorphismus f: G — G’ ist G/ Ker(f) =

Im(f).

Beweis. Es gilt Ker(f) <t G, wir zeigen, dass f: G/ Ker(f) — G',Z — f(x) injektiv ist
(denn Im(f) = Im(f)): T € Ker(f) & f(T) =€ & f(x) =€ & x € Ker(f). O

Korollar (1. Isomorphiesatz). Ist H<G und U eine Untergruppe von G, so ist UNH<U,
H<UH undU/(UNH)=UH/H.

Beweis. H <t UH ist klar, beachte, dass UH eine Untergruppe ist wegen H <1 G. Zu
UNH<U: FirzeUistz(UNH)x~! CUNH, denn fiir y € U N H ist ayz~! € U,

kan,

ryr~' € H [H <G,y € HJ, also zyz~! € UN H. SchlieBlich ist U — UH —= UH/H
ein Homomorphismus, surjektiv [u € U,h € H = uhH = uH] mit Kern U N H. Daraus
folgt die Behauptung mit dem ersten Korollar. O

Korollar (2. Isomorphiesatz). Es sei H QG. Ist auch U <G mit H C U, so ist U/H <
G/H und (G/H)/(U/H) = G/U. Speziell gilt |G/H : U/H] = |G : U].

Beweis. Wegen H C U induziert der Epimorphismus G kang /U einen Homomorphis-
mus G/H — G /U, der wieder surjektiv ist und Kern U/H hat. Die Behauptung folgt
mit dem ersten Korollar. [G/H : U/H| = [G : U] lasst sich auch mit Lagrange zeigen,
falls G endlich. O

Beispiel (Unter-/Faktorgruppen von Z). Es sei G = (Z,0,+). Ist {0} # H C G eine
Untergruppe von G, so ist G/H endlich: Da G = (1) = (—1) zyklisch ist, ist H zyklisch,
H={n),n>1, G/H=17Z/(n) ={0,1,...,n — 1}, denn: Schreibe z € Z als x = gn +r
mit 0 <7 <n—1,wofir T =7,dax—7r =qn € (n). Fernerist [ # k fiir 0 < k, 1 <n—1
mit | # k, etwa k <, denn: | — k & (n). Also ist |Z/(n)| = n und Z/(n) zyklisch.

Jede Untergruppe von Z/(n) mit n > 1 ist von der Form (k)/(n) mit (k) 2 (n), d.h.
(k) > n, d.h. k | n. Wegen [Z/(n) : (k)/(n)] = [Z : (k)] = k und [Z : (n)] = n ist
[(k) : (n)] =n/k. Zu jedem d | n mit n > 1 gibt es also genau eine Untergruppe U von
Z/{n) mit |U| = d, ndmlich U = (k)/(n) mit k =n/d, d.h. d=n/k.

Satz (Beschreibung der zyklischen Gruppen).
a) Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z.

b) Jede endliche zyklische Gruppe ist isomorph zu Z/{n) fir ein geeignetes n > 1, zu
jedem d | n, d > 1 gibt es genau eine Untergruppe der Ordnung d.

Beweis. Essei (G, e, m) zyklisch, G = (a), d.h. f: Z — G, z — a ist ein Epimorphismus,

also gilt Z/ Ker(f) =2 G. Nun ist Ker(f) = (n), also Z/(n) = G fir einn > 0. n =0 =
Z = G = G unendlich. n > 1= 7Z/(n) = G = G endlich, |G| = n. O



Korollar. FEs sei G eine Gruppe.
a) |G| =p, p Primzahl = G = Z/(p)

b) Ist G # {e} und hat G keine Untergruppen aufler {e} und G, so ist G = Z/{p) fir
eine Primzahl p.

1.3 Permutationsgruppen

Definition. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge V' # & ist eine Abbildung
GxV =V (x,v) — z.v mit

1) z.yv =ayw firalle x,y e G,v eV
2) ev=wfirallevelV.

Man nennt B(v) = {z.v: z € G} die Bahn von v und |B(v)| ihre Ldnge. Auch heifit
S(v) ={x € G: x.v = v} der Stabilisator von v. Er ist eine Untergruppe von G.

Bemerkung. |B(v)| = [G : S(v)], denn G/S(v) — B(v),T — x.v ist wohldefiniert und
injektiv: T =7 < y~ 'z € S(v) & y lr.w = v & x.v = y.v. Sie ist auch surjektiv, also
bijektiv.

Folgerung. G endlich = |B(v)| | |G|, genauer |S(v)|-|B(v)| = |G|. Die Bahnen bilden
eine Partition von V, d.h. V = J,cy B(v) und B(v) N B(w) # @ = B(v) = B(w), denn
mit z.v = y.w folgt B(v) C B(w): z.v € B(v) = z.v = za~ ly.w € B(w).

Definition. Die Operation heifit transitiv, wenn B(v) = V fur alle v € V| d.h. wenn es
nur eine Bahn gibt. Ein vg € V mit S(vg) = G, d.h. mit x.v9 = vy fiir alle z € G, heifit
Fizpunkt der Operation.

Bemerkung. Eine transitive Operation hat keinen Fixpunkt, aufler wenn G = {e} oder
allgemeiner |V| = 1.

Beispiel.

1) Es sei V ein K-Vektorraum, K ein Koérper mit |K| > 3, G = K*. Dann hat die
Operation G x V' — V,(A\,v) = Av nur 0 € V als Fixpunkt, und fiir v € V' \ {0} ist
S(v) ={1}. (Es gilt: |[K| >3 < |[K*|>2< G #{1})

2) Ist G eine Gruppe, H g G eine Untergruppe, V = G/H, so ist die Operation G X
V — V,(z,aH) — xaH transitiv, insbesondere hat sie keinen Fixpunkt. Genauer:
S(aH) = aHa™', speziell S(H) = H.

3) Ist V die Menge aller Untergruppen einer Gruppe G und die Operation G x V'
V durch (z,H) ~ xHx~! definiert, so besteht B(H) aus den zu H konjugierten
Untergruppen der Form 2 Hz~! mit # € G, und es gilt S(H) = Ng(H). Die Fixpunkte
sind also die H mit H < G; nach Bemerkung ist [G : Ng(H)] die Anzahl der zu H
konjugierten Untergruppen.



Beweis.
1) w=veA-1v=0A=1Vuv=0.

2) Fiir a,b € G ist bH = xaH mit x = ba~! € G; fiir x € G gilt: x € S(aH) & zaH =
aH < za € aH < 3h € H(za = ah) < x € aHa L. O

Definition. Nun sein > 1und V = {1,...,n}. Die Menge S,, der bijektiven Abbildun-
gen von V nach V ist eine Gruppe mit id als neutralem Element und f o g als Produkt
von f und g aus S,. f~! ist die Umkehrabbildung von f € S,,. S, nennt man die sym-
metrische Gruppe von Grad n. Ein 7w € S, heifit Permutation der Zahlen 1,...,n; man
schreibt 7 als

(1 2 3 ... =n
T\t 7@ 7(3) ... w(n)
Bemerkung. Die Operation S, x V' — V, (7, v) — 7(v) ist transitiv.
v fallsu=w
Beweis. Fir v,w € Vist 7(v) = w mit m(u) = w falls u = v O
u falls u # {v,w}
Folgerung. |Sy| = n!

Beweis. Induktion nach n: n =1 ist klar. Fir n > 1 gilt: |B(n)| =n =[S, : S(n)] =n;

S(n) = Sp_t 2 1S = (n— 1) = |Sp| = n(n— 1) =nl O

Definition. Man nennt m,0 € S,, disjunkt, wenn fiir kein v € V sowohl 7(v) # v als
auch o(v) # v.

Bemerkung. Fir disjunkte 7,0 € S, gilt 7o = o7.

Beweis. Fiir v € V zeige mo(v) = om(v). Der Fall w(v) = v A o(v) = v ist klar. Im Fall
m(v) # v gilt o(v) = v, denn o, 7 disjunkt, also 7o (v) = 7(v). Ferner gilt 7w (v) # 7 (v),
da 7 eine Bijektion ist, also om(v) = 7(v), da 7,0 disjunkt. Also wo(v) = om(v). Der
Fall o(v) # v ist analog zu beweisen. O

Definition. Ein 7 € S,, heiBt Zyklus, wenn die Operation (1) x V — V, (7¥,v) > 7¥(v)
nur eine Bahn mit mehr als einem Element hat. Die Lange r dieser Bahn heif3t dann
Léinge von 7. Damit ist diese Bahn von der Form {v,7(v),..., 7" 1(v)}. Man schreibt
dann 7 = (v 7(v) -+ 7771(v)). Mit anderen Worten: 7 = (v1 -+ v,) mit v; = v,
Vi+1 = ’7T(’U7;).

Beispiel.
= (§23438) € Sg ist ein Zyklus: B(1) = {1,3,2,5}, B(4) = {4}, B(6) = {6}, also
1325)

521138) € So ist kein Zyklus: B(1) = {1,3}, B(2) = {2,5}, aber 0 =
5).
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Bemerkung. Fir jeden Zyklus m = (v1 -+ v,) der Lange r gilt:

a) ord(m) =
b) Fiir jedes o € S, ist auch omo~! ein Zyklus der Linge 7, genauer:
onot = (a(v1) -+ o(vy))

Bewess.

a) Wegen 7" (v;) = v; fiir 1 <i <rund n(v) =v firve V\{v,...,v.} ist 7" =id; fiir
1<s<ristmw ( 1) = Usq1 # v1, also 7° # id.

b) Neben oo™ ( (v3)) = O'T('(UZ) =0 (vip1) fiir 1 <i <rund ono~(o(v,)) = on(v,) =

o(vy) gilt mo™ (v) Yw), dh. oo™ (v) = v fiir o7 (v) € V \ {v1,...,v,}, d.h.

veV\{o(v),. (vr)} O

Satz.

a) Zu jedem m € S, gibt es paarweise disjunkte Zyklen o1,...,0, € Sp, so dass m =

Ok ...01 (k> 0); und die Darstellung ™ = o ...o1 ist bis auf die Reihenfolge ein-
deutig.

b) n>2=5,=(12),(13),...,(1n)).
c)n>3=5,=(12),(123 --- n)).
Beweis.

a) Es seien Bi,...,Bj die Bahnen der induzierten Operation (w) x V. — V| welche
mehr als ein Element haben. Fir 1 < i < k ist 0; € S, definiert durch o;(v) =
o(v) veB
v v i
o ---0o1. Ist auch m = p; ... p1 mit paarweise disjunkten Zyklen p1, ..., p;, so gibt es
u € V mit o1(u) # v und dazu ein j mit pj(u) # u. [aus o1(u) # u folgt w(u) # u
wegen o1, ..., 0 disjunkt]. Es reicht zu zeigen: o1 = p; [Die Behauptung folgt nach
Kiirzen mit Induktion]. Fiir 1 < v < n zeigen wir o1(v) = p;j(v). Der Fall 1(v) = v
und p;(v) = v ist klar. Im Fall o1(v) # v gilt: da u,v € By, d.h. 7™ (u) = v mit
m > 0, gilt o1(v) = o1(7™(u)) = 7™ (u) und p;(v) = p;(7™(u)) = 7™ (u), also
o1(v) = p;j(v). Der Fall p;(v) # v geht analog.

, ein Zyklus, und die o1,...,0; sind paarweise disjunkt, und = =

b) folgt aus a: (v1 -+ v,) = (v1 v2)(v2 v3) -+ (Vp—1 Vy), fiir 2 < w,v < n mit u # v ist
(uv)=(1u)(1v)(1u).

c) folgt aus b: (13) =(12)(23)(12),(14)=(13)(34)(13)etc. Mitc =(123 --- n)
ist (23) =0(12)07 !, (34) =0(23)07! etc. O

Definition. Ein 7 € S, \ {id} heiit gerade (bzw. ungerade), wenn in der Zyklendar-
stellung von 7 (das ist die bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung in Produkte von
paarweise disjunkten Zyklen) die Anzahl der Zyklen gerader Lénge gerade (bzw. unge-
rade) ist. Auch id heifit gerade.
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Beispiel. (1 2)(34) und (1 2 3) sind gerade. Transpositionen sind ungerade.
(637239858) =(16)24)(3789)
ist ungerade.

Lemma. Fir jedes m € S, und jede Transposition T € S, gilt: Ist © gerade (bzw.
ungerade), so ist T ungerade (bzw. gerade).

Bewets. 1. Fall: 7,7 sind disjunkt, d.h. 7 kommt in der Zyklendarstellung von 7 nicht
vor, jedoch in der von 77. 2. Fall: 7,7 treffen sich in nur einem Punkt, d.h. 7 = (v; u),

m=(vy - v)o, u g {v,...,v}, o(u) = u, dann 77 = (v; --- v, u)o. Unterscheide r
—_——— —_——

disjunkt disjunkt

gerade bzw. ungerade. 3. Fall: 7 und 7 treffen sich in zwei Punkten, d.h. a) 7 = (v1 v;),

7= (v1 v - v)ooder b) 7 = (v wi), ™= (v1 - v)(ur - ug)o. In a) gilt
disjunkt disjunkt

= (v1 -+ vj_1)(vj -+~ vp)oundin b) T = (v1 -+ VUL - Ug)O. O

disjunkt disjunkt

Definition. A, = {m € S,: 7 gerade} ist eine Untergruppe der S, die alternierende
Gruppe von Grad n.

+1 7 gerade

Satz. Firn > 2 ist sign: S, — {+1,—-1} = Z*, 7 — J ein Epimor-
—1 7 ungerade

phismus mit Kern A,. Genauer: Ist m = 7, ...71 mit Transpositionen 11,...,Tk, S0 ist

sign(r) = (—1)k.

Beweis. Ist m = 7 ...7 wie oben, so ist 7 ungerade, 797 gerade, T3797; ungerade
etc., also sign(m) = (—=1)*. Ist auch ¢ = p;...p; mit Transpositionen py,...,p;, so
ist 10 = T...7T1p;. .. p1, also sign(mo) = (=) = (=1)k(=1)! = sign(r)sign(o),
mit anderen Worten: sign ist ein Homomorphismus. Klar ist: Ker(sign) = A,,. sign ist
surjektiv, da sign(id) = +1, sign((1 2)) = —1. O

Korollar. A, 95, [Sy,: 4,] =2, |A,| =nl/2

Beweis. sign induziert einen Isomorphismus S,,/A,, — Z*. O
Satz.

(a) n>3= A, =((123),(124),...,(12n))

(b) n>5=in A, sind alle Zyklen der Linge 3 zueinander konjugiert.

Beweis.

(a) Es sei m € S,,. Wir wissen: 7 = (1 vg)...(1wvy), v; > 2. Ist m € Ay, so ist k gerade.
Fiir 4,7 > 2 mit ¢ # j ist (14)(1 j) = (1 j 9). Der Fall j = 2 ist klar. Ist i = 2, dann
(1j2)=(125)(124). Ist 4,5 >3, dann (154) = (124)(124)(1275)(124).
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(b) Sind 7 = (v1 v2 v3), p = (w1 we ws3), so ist owo ! = p fiir jedes o € S, mit o(v;) =
w; (1 <i<3).Der Fall o € A4, ist klar. Sei also o ¢ A,,: Wegen n > 5 gibt es k,l €
{1,...,n}\{v1,v2,v3} mit k # [. Setze T = (k l), also o7 € A,, nach ,Lemma*, sowie
7,7 disjunkt, also 77 = 77 und damit (o7)7(o7)™! = o(n7)7 o7 ! = oo™t =

P 0

Beobachtung. Nicht verwendet wurde, dass o, p € A, sind. Wir haben also gezeigt: Sind
7, p € Sy 3-Zyklen, dann gilt 3o € A,(omo~! = p).

Beispiel (Kleinsche Vierergruppe). G = {id, (1 2)(3 4),(1 3)(24),(1 4)(23)} € As. G
ist abelsch, aber nicht zyklisch, da jedes m € G \ {id} Ordnung 2 hat. zudem ist G <1 Ay,
sogar G <1 Sy, denn: fiir jedes 7 € Sy und {4,7,k,1} = {1,2,3,4} ist n(i j)(k D)n~! =
(i) w(5))(m(k) =(1))-

Definition. Hat eine Gruppe G nur die Normalteiler {e} und G und ist G # {e}, so
heifit G einfach. Weder A4 noch Sy sind einfach (Kleinsche Vierergruppe).

Bemerkung. Eine abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn sie isomorph zu Z/(p)
ist fiir eine Primzahl p.

Satz. Firn > 5 ist A, einfach.

Beweis. Sei {e} # H < A,,, zu zeigen ist: H = A,,. Da fiir n > 5 alle 3-Zykel konjugiert
sind und A,, = ({(1 24): ¢ > 3}) fiir n > 3 geniigt es zu zeigen, dass H einen 3-Zyklus
enthélt. Wéhle 7 € H \ {e}. Wir unterscheiden 3 Falle:

1. Fall 7 enthélt einen Zyklus von Léange > 4, das heiit 7 = (v; vy v3 vg4 ... v.)7
(disjunkt) mit 7’ € S,,. Sei o := (v1 v2 v3) € A,. Dann H > 7w(on lo™1) =
(71’0'71'_1)0'_1 = (Ug U3 1)4)(1)1 U3 1)2) = (’Ul (! 'UQ).

2. Fall 7 enthélt zwar keinen Zyklus von Lange > 4, aber mindestens einen 3-Zyklus.
Falls 7 = (v1 vy v3) sind wir fertig. Falls 7 = (v; v2 v3)(vg ... v)7’ mit 7 € S,
sei 0 = (v1 va vg) € A,. Dann H 3 (mor Yot = (vg vg v5)(vy vy v2) =
(v1 vg v3 V5 Vo), also ist nach Fall 1 (vy vs v4) € H.

3. Fall 7 enthalt nur 2-Zykel (also 2,4,6,... Stiick davon). Falls 7 = (v; va)(vs v4) wihle
vs € {1,...,n}\ {v1,v2,v3,v4} (verwende n > 5) und setze o := (vy v3 v5) € A,.
Dann H > (mor Yot = (vg vy vs)(v1 v5 v3) = (V1 V2 V4 Vs v3), also ist gemdB
Fall 1 (v1 vs v2) € H. Falls 7 = (v1 v2)(v3 v4)(vs v6)(v7 vg)m' mit 7’ € Sy, setze
o= (v1 v3 v5) € A,. Dann H > (mom Yo~ = (v v4 v6)(v1 v5 v3), also nach
Fall 2 (UQ Vs Ul) € H. ]

Korollar. Firn > 5 hat S, nur die Normalteiler {e}, A, und S,,.

Beweis. Sei H <15, mit n > 5. Dann ist H N A,, normal in S,,, also auch normal in A,.
Da A, einfach ist, gibt es blof3 2 Félle:

1. Fall HNA, =A4,,dh. A, CHCS,.DAIS,: A,] =2, folgt mit Lagrange A,, = H
oder H = 5,,.
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2. Fall HN A, = {e}. Sei h € H beliebig. Dann erhalten wir ghg~*h~' € HN A,, = {e}

fiir alle ¢ € G. (sign(ghg~'h™!) = sign(g)sign(h)(sign(g))~!(sign(h))~! = 1).
Das heifit h € Z(S ) = {e} Es folgt H = {e}. O

1.4 Auflosbare Gruppen

Ziel Analyse der Struktur von Gruppen G.

Methode Zerlege G in ,Bestandteile® N, G/N. Zerlege diese Bestandteile weiter in
noch kleinere Bestandteile etc. Ist G endlich, so stoppt dieser Prozess. Die kleinsten

Bestandteile sind die einfachen Gruppen. Auflésbar <= die kleinsten Bestandteile sind
von der Form Z/pZ mit p Primzahl.

Problem Wie ist G aus Bestandteilen zusammengesetzt? G ist durch N und G /N nicht
eindeutig bestimmt, z.B. Z/37Z x Z /27, S3 = 7Z/37 x4 7./27Z — semidirekte Produkte,
Gruppenkohomologie.

Definition. Zu a,b € G (G Gruppe) heifit [a,b] := aba='b~! der Kommutator von
a und b. Es gilt ab = [a,b]ba. Insbesondere kommutieren a und b genau dann, wenn
[a,b] = e. AuBerdem [a,b]~! = [b, a]. Man nennt die von allen Kommuatatoren erzeugte
Untergruppe K(G) := ({[a,b]: a,b € G}) von G die Kommutator-Untergruppe von G.

Achtung. {[a,b]: a,b € G} ist im Allgemeinen keine Untergruppe.
Bemerkung. K(G) = {e} <= G abelsch.

Lemma. Sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.

(a) Bs gilt f(K(G)) € K(G)

(b) [ surjektiv—= f(K(G)) = K(G’)

(c) Ist f € Aut(G), so ist f(K(G)) = K(G). Insbesondere ist K(G) Normalteiler von
G.

Beweis.

(a) Jedes Element von K(G) hat die Form x = [a1,b1] - [an, by] mit a;,b; € G. Es ist
f(@) = [f(a1), F(br)] - - [f(an), f(bn)] € K(G'). Also f(K(G)) € K(G).

(b) Sei nun f surjektiv und y = [c1,d4] - [cn,dy] ein beliebiges Element von K(G')
(also ¢;,d; € G'). Seien a;,b; € G mit ¢; = f(a;) und d; = f(b;). Dann ist y =
f(lar, ba] - -+ [an, bn]) € f(K(G)). Es folgt f(K(G)) = K(G')

(c) folgt aus b) und K(G) < G folgt mit f =k, v € G. O

Lemma. K(G) ist der kleinste Normalteiler von G mit G/K(G) abelsch.
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Bewezs.

(1) K(G) ist normal (siche oben) und G/K(G) ist abelsch, denn seien a,b € G und @, b
ihre Bilder in G/K(G), dann [a,b] = [a,b] = e, d.h. @ und b kommutieren.

(2) Sei H <G mit G/H abelsch. Seien a,b € G und seien @, b die Bilder in G/H. Dann
ist e = [a,b] = [a,b], d.h. [a,b] € H. Es folgt H D K(G). O

Definition. Die Faktorgruppe G, = G/K(G) hei3it Abelianisierung von G. Gy ist die
grofite abelsche Faktorgruppe von G.

Lemma.

(a) K(S,) = Ay fir allen > 1.

(b) K(A1),K(A2),K(A3) sind trivial, K(A4) =V (Kleinsche Vierergruppe)
(¢) K(A,) = A, fir allen >5.

Beweis.

(a) Sp/Ay ist abelsch (wegen |S,/An| € {1,2}), also K(S,) C A,. Fir n = 1,2 ist
A, trivial, also 4,, C K(S,). Fir n > 3 gilt A4, = ({(1 2 7): ¢ > 3}) und wegen
(124) =[(14),(21)] ist auch hier A, C K(Sy)

(b) Ai,Az,As sind abelsch, A4/V = Z/37Z ist abelsch, es folgt K(A4) C V. Zudem gilt
(g k), (03 D] = (g k)@ DG ki)ilg)=(j)kl). Also gilt K(Ag) = V.

(c) Firn >5ist {id} # K(A,) < A,. Da A, einfach ist, folgt K(A,) = A,. O

Definition. Zu jeder Gruppe G definiert man eine absteigende Folge von Untergruppen
G = Ko(G) D Ki(G) D K3(G) O ... durch Ky(G) := G, K1(G) :== K(G) und K;(G) :=
K(K;_1(G)) fir i > 2. K;(G) heiit i-te Kommutatorgruppe von G.

Bemerkung. Mittels Induktion zeigt man fiir einen Gruppenhomomorphismus f: G —
G":

o (K@) € K¥(GY)
e ist f surjektiv, so gilt f(K*(G)) = K*(G')
Insbesondere sind alle K*(G) Normalteiler von G (mit f = k,, v € G).
Definition. Eine Gruppe G heiit auflosbar, falls m > 1 existiert mit K™ (G) = {e}.
Beispiel.
1) Abelsche Gruppen sind auflésbar
2) S, und A, sind fiir n < 4 auflosbar, fiir n > 5 hingegen nicht.

3) Jede Untergruppe und jede Faktorgruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflosbar.
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4) Ist H < G mit H und G/H auflésbar, so ist G auch auflosbar.
Bewess.
1) folgt aus K(G) = {e} fiir G abelsch.

2) 81,89, A1, Ay, A3 sind abelsch, also auflésbar. K'(S3) = Az = K?(S3) = {e}.
K'(Sy) = Ay = K3(Sy) = K?(Ay) = K}V) = {e}. Ist n > 5, so ist K!(S,) =
A, = K'(A,) und somit ist K™(S,) = A, = K™(A,,) fiir alle m > 1.

3) K™(G) ={e} und H C G ist eine Untergruppe. Dann ist K" (H) C K™ (G) = {e},
also K™(H) = {e} und H ist somit auflésbar. Sei nun H <G und 7: G — G/H der
kanonische Epimorphismus. Dann ist wegen 7 surjektiv K™ (G/H) = n(K™(G)) =
m({e}) = {e}, also ist G/H auflosbar.

4) Seien m,n > 1 mit K™(H) = {e} und K"(G/H) = {e}. Dann ist 7(K"(G))
K"(G/H) = {e}, also K"(G) C Ker(w) = H. Also K™"(G) = K™(K"(G))
K™(H) = {e}. Also ist G auflosbar.

omn

Bemerkung. Man weifl folgendes
e Jede Gruppe von Ordnung kleiner als 60 = | A5| ist auflésbar.

e Jede Gruppe der Ordnung p"¢® fur Primzahlen p,q und r,s > 0 ist auflosbar.
(Burnside — Darstellungstheorie)

e Jede Gruppe von ungerader Ordnung ist auflosbar. (Feit-Thompson, 1963, 255
Seiten langes Paper)

Definition. Eine Subnormalreihe ist eine Folge von Untergruppen G O Gy 2 G 2
-+ D Gy, = {e}, so dass fiir jedes i G;11 normal in G; ist. Die Gruppen G;/G;+1 heiflen
Faktoren der Subnormalreihe. Sind alle G;1 normal in G, so nennt man eine solche
Folge Normalreihe.

Bemerkung. Giy1 <G = Giy1 < G;.
Beispiel.
e Sy D Ay DV D {e} ist eine Normalreihe von Sy

e Sy DA DV D {(12)(34)) D {e} ist eine Subnormalreihe von Sy4, aber keine
Normalreihe.

Proposition. Eine Gruppe ist genau dann auflésbar, wenn sie eine Normalreihe besitzt,
deren Faktoren alle abelsch sind.

Beweis. ,=*“: Sei G auflssbar und m > 1 mit K™(G) = {e}. Dann ist G O K'(G) D

- D K™(G) = {e} Normalreihe mit Faktoren K‘(G)/K*t(G) = K'(G)/K(K'(Q)),
die abelsch sind. ,<“: Sei G = Gy 2 G; 2 -+ 2 G, = {e} eine Normalreihe mit
abelschen Faktoren. Es folgt G; 2 K*(G) fiir alle 4 und damit K™(G) C G,,, = {e}. Also
ist G auflosbar. O
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Lemma. Sei G = Gg 2 G1 D --- G, = {e} eine Subnormalreihe von G und
seien Gi/Gip1 =: Gig 2 Giq1 D --- Gir, = {e} Subnormalreihen der Faktoren
Go/G1,...,Gno1/Gy. Seien w2 G; — G;/Giy1 die kanonischen Epimorphismen. Dann
gilt W;I(G@()) = G; und wi_l(Gi,n.) = G;41 und die Folge

2
2

G=Gy 2 7 (Go1) 2 ... D 7o (Goro—1) 2> Gy
> (G 2 .. 2 1 (Gina) 2 G
D> w4 (Gn1) 2 > m,  (Gury 1) 2 Gn = {e}

ist eine Subnormalreihe mit den Faktoren w; " (G ;)/m; N(Giji1) = Gij/Gijt1-

Beweis. Klar ist m; *(G0) = m; H(Gi/Giv1) = Gi und 7; Y(Gir,) = 7, ({e}) = Gita.
Es bleibt zu zeigen, dass 7; *(G; ;1) normal in 7; 1(G; ;) und 7; *(Gy ;) /77 H(Giji1) &
Gi /G j+1 ist. Betrachte die Komposition ﬂi_l(Gi,j) LI Gij — Gij/Gijt1. Jene ist
surjektiv und hat den Kern w;l(GmH). Damit folgt die Aussage. O

Korollar. Eine endliche Gruppe ist genau dann auflosbar, wenn sie eine Subnormalreihe
hat, deren Faktoren alle (zyklisch) von Primzahlordnung sind.

Beweis. Ubung.
Bemerkung.

e Das Korollar gilt nicht fiir unendliche Gruppen. Jede Gruppe, welche eine Sub-
normalreihe mit endlichen Faktoren hat, ist automatisch endlich. Durch Induktion
zeigt man (mit Hilfe von Lagrange) |G| = [[7=y [Gi : Gi41] fiir eine Subnormalreihe
G =Gy2 -+ DG, ={e}. Hingegen ist jede abelsche Gruppe (z.B. Z) auflosbar.

e Eine Subnormalreihe heifit Kompositionsreihe, falls alle Faktoren nichttrivial und
einfach sind. Es gilt: Die Faktoren einer Kompositionsreihe einer Gruppe G sind
eindeutig bis auf Isomorphie und bis auf Reihenfolge. (Satz von Jordan-Hélder)

e Die endlichen einfachen Gruppen sind vollstdndig klassifiziert. Der Beweis umfasst
ca. 15000 Seiten und wurde im Jahr 2004 vollendet.

1.5 p-Gruppen

p ist stets eine Primzahl.

Definition. Eine Gruppe G heifit p-Gruppe, falls |G| = p® fir ein a > 0 (Diese Definition
wird spéter noch revidiert).

Beispiel.
e Z/pZ ist eine p-Gruppe.

e D, ist eine 2-Gruppe.
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e Untergruppen und Faktorgruppen von p-Gruppen sind p-Gruppen.

Lemma. Ist G eine p-Gruppe und ist {e} # N G, so ist NNZ(G) # {e}. Insbesondere
ist Z(G) # {e}, sofern G # {e}.

Beweis. G operiert auf N durch Konjugation G x N — N, (g,n) + gng~!. Es gilt

IN[= > K]

KCN Konj. KI.

Allgemein ist |[K| = 1 & K = {g} fir ein g € Z(G) N N und |K| = [G : Z], wobei
Z der Zentralisator eines Elements g € K ist. Hier gilt [G : Z] teilt |G| = p?, also
ist entweder |K| = 1 oder p | |K|. Also ist |Z(G) N N| durch p teilbar, insbesondere
Z(G)N N # {e}. O

Korollar. p-Gruppen sind auflosbar.

Beweis. Durch Induktion nach |G| = p?®. |G| = 1 ist klar. Sonst gilt {e} # Z(G) < G
und G/Z(G) ist auflosbar, weil es eine p-Gruppe mit kleinerer Ordnung ist. Also ist G
auflosbar. O

2 Ringe

2.1 Ringe und Moduln

Definition. Eine Menge H mit einer Abbildung m: H x H — H,(z,y) — xy und
einem Element e € H heit Halbgruppe, wenn z(yz) = (xy)z fir alle z,y,z € H und
xe = x = ex fur alle x € H. Zum Beispiel sind (N, +,0),(Z, e, 1) Halbgruppen, aber
keine Gruppen.

Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Abbildungen +: R X R — R, (z,y) — = + y und
o: R x R — R,(z,y) — zy sowie Elementen 0,1 € R, so dass folgende Eingeschaften
erfillt sind

1) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe

2) (R,e,1) ist eine Halbgruppe

3) 2(y +2) =2y +2xzund (x +y)z = vz + yz fir alle z,y,z € R.
Beobachtung.

a) 0 =0 = Ox fiir alle z € R.

b) Ist 0=1in R, soist R={0},dennx e R=2z=1x=0x =0

Definition. Ein Ring heifit kommutativ, wenn xy = yx fiir alle x,y € R. Eine Teilmenge
A eines Rings R nennt man Unterring, wenn A eine Untergruppe von (R, +,0) und
xy € A fir alle z,y € A sowie 1 € A ist. Im Folgenden sei R stets ein Ring.
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Definition. Man nennt = € R invertierbar oder eine Einheit, wenn es ein y € R gibt
mit zy = 1 = yx. Die Menge R* aller Einheiten von R ist mit der Multiplikation eine
Gruppe, die Einheitengruppe von R. Ist R ein kommutativer Ring, so ist R* eine abelsche
Gruppe. Es gilt R = {0} <= R* =R

Beispiel.
1) Z ist ein Ring. Es gilt Z* = {—1, 1}. Der einzige Unterring von Z ist Z. (sieche Ubung)

2) Ist V ein K-Vektorraum, so ist End(V') ein Ring mit (f, g) — fog als Multiplikation,
1 =1id, und End(V)* = Aut(V). Ist speziell V. = K™ ist End(V) = K™ Aut(V) =
GL(n, K).

Definition. Eine Abbildung f: R — R’ zwischen Ringen heifit Ringhomomorphismus,
wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind

1) f(x+y) = f(z) + f(y) fir alle z,y € R.
2) f(xy) = f(z)f(y) fur alle z,y € R.
3) f1)=1

Bemerkung. Fiir einen Ringhomomorphismus f: R — R’ gilt f(R*) C (R')* (Ubung),
speziell: R* — (R')*,x +— f(z) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Definition. Ein Ideal I von R ist eine Untergruppe von (R, +,0), so dass ar € I 3 ra
fir alle a € I und r € R.

Definition. Auf der Faktorgruppe R/I ist die Abbildung R/IxR/I — R/I, (Z,y) — Ty
wohldefiniert und macht R/I zu einem Ring mit Eins 1, dem sogenannten Faktorring
von R modulo 1.

Beweis der Wohldefiniertheit. (Z,y) = (u,7) < (T=uAy=70)< (r—u€lANy—vE
N=(xy—uwelhuwy—-—wel)=xzy—w el < TY=10 O

Bemerkung. Die kanonische Abbildung R — R/I,x — T ist ein surjektiver Ringhomo-
morphismus.

Beispiel. Jede Untergruppe U von Z als abelscher Gruppe ist ein Ideal von Z als Ring.

Beweis. Wir wissen: U = (n),n > 0. Dann:a € U & n|a= (n|raAn|ar) & (ra €
UAareU,) fir alle r € Z. O

Bemerkung. Also ist Z/(n) = {0,1,...,n — 1} ein Ring mit Ty = Ty, wobei n > 1.
Bemerkung. Es sei n € Z,n > 1. Fir jedes x € Z sind &quivalent:

i) T ist eine Einheit des Ringes Z/(n).
ii) T ist ein Erzeugendes der Gruppe Z/(n).

iii) = und n sind teilerfremd, d.h. ggT(x,n) = 1.
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Bewezs.

i=iil=7y=2y=2+-- - +x=T+ - +T =y, also 1 € (T) und damit Z/(n) =

y-mal y-mal

(@), da ja Z/(n) = (I).

it = iii Mit 1 € (7) ist 1 = yT fiir ein y € Z, d.h. 1 = 7T wie oben, mit anderen Worten
1—yz e (n),dh. 1 —yx=znfirein z € Z, d.h. 1 = yx + zn, d.h. ggT(z,n) = 1.

iit = i Da jede Untergruppe der zyklischen Gruppe Z wieder zyklisch ist, gibt es u € Z
mit v > 0 und (u) = (z,n), also u > 1. Da u | A u | n, ist nach Vorraussetzung
u = 1. Es ergibt sich 1 € (z,n), d.h. 1 = ax + bn fiir geeignete a,b € Z, wofir

I=az+bn=ax wegen = 0. Es folgt 7 = (Z/(n))* mit 7! = a. O

Folgerung.
@/ ()| = [{z € {1,-...n}: gaT(w,n) =1}
Diese Zahl ¢(n) = |(Z/{n))*| heiBt Eulersche p-Funktion von n.
/(1) = {0}. 9(2) = 1, da Z/(2) = {0,1},(Z/(2))* = {1}.

da Z =/
{0, T ?},( /( 1)< = {1,2}. Allgemeiner: ¢(p) = p — 1, falls p
= p* — p*~1, falls p Primzahl.

Beispiel. ¢(1) = 1,

0(3) = 2, da Z/(3) =
Primzahl, sogar: ¢(p*)

Beweis. Fiir 1 <z < p¥ gilt: ggT(z,p ) AleplaeIyc{l,.. . p 12 =py Es
gibt p*~1 solche y. Also ¢(p*) = |Z/(p*)| — pF~—! = p* — pF~! O

Beispiel. p(4) = ¢(2%) = 22 - 2! =42 = 2, allgemeiner ¢(2¥) = 2~1. Oft sieht man:

p(pk) = pF(1-1) = p"E=t = pk=1(p—1). Spiter: p(m-n) = p(m)p(n) falls ggT(m,n) =

1. Damit: n = p’fl .. pr mit paarweise verschiedenen Primzahlen py, ..., py, soist p(n) =
i py T = ).

Definition. Sei R ein Ring. Mit RY bezeichnet man die Menge der unendlichen Folgen
(an)nen aus Elementen von R. Mit RM) die Menge der (ay)neny € RY, fiir welche a, = 0
fiir fast alle n € N. Diese Menge R®™ wird zu einem Ring, wenn man (an)nen+ (bn)neny =
(an + bn)nEN und (an)neN(bn)neN = (Cn>n€N mit ¢, = ZiJrj:n aibj = agpby, + -+ + anbo
setzt, sowie Null (0,0,...) und Eins (1,0,0,...). Fir X = (0,1,0,0,...) und f € R™
mit f = (ag,a1,...,a0,,0,0,...) ist Xf = (0,a9,a1,...,a,,0,0,...) = fX und (x)
f=3"(a;,0,0,...) X" Identifiziert man jedes a € R mit (a,0,0,...) € RM) 5o wird
() zu f =3 ya; X?, d.h. f ist ein Polynom in X mit den Koeffizienten ay, ..., a, € R.
Deshalb heiBt R™) der Polynomring iiber R, kurz R[X]. Mit obiger Identifizierung ist
R ein Unterring von R[X]. Die Elemente von R heiflen konstante Polynome.

Definition. Ist f = > ;a; X" € R[X] mit a, # 0, so heiBt a,, der Leitkoeffizient und
n der Grad deg(f) von f. Wir setzen deg(0) = —1 (oft sieht man auch deg(0) = —o0).
Fir f € R[X] gilt: f € R < deg(f) <0.

Beobachtung. Fir f,g € R[X] mit f,g # 0 gilt:
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a) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}

b) deg(fg) < deg(f) + deg(g)

Definition. Fiir f = > ja; X" € R[X] und t € R setzt man f(t) = Y1, a;t’. Die
Auswertungsabbildung e,: R[X| — R, f +— f(t) ist ein surjektiver Ringhomomorphismus,
wenn ¢ im Zentrum von R liegt (also insbesondere wenn R kommutativ ist). Ist f(¢) = 0,
d.h. f € Ker(e), so heifit ¢t Nullstelle von f.

Definition. Ein Ring R heifit Integrititsring, wenn R kommutativ ist, 1 # 0 in R und
fir alle a,b € Rgilt: a #0ANb#0=ab#0,d.h.ab=0=a=0Vb=0.

Beispiel.

1) Z ist ein Integritétsring

2) Jeder Korper ist ein Integritétsring

3) Fiir n > 1 gilt: Z/(n) Integritdtsring <= n Primzahl.

Beweis. Sei zuerst Z/(n) ein Integritatsring. Wegen Z/(1) = {0} ist n > 2. Ferner gilt

n|lzy <<= z7y=0 < T=0Vy=0<=nlzy < n|zVn]|y, dh
Int.Ring Primzahl

T=0Vy=0. O

Bemerkung. Es gilt: R ist genau dann kommutativ, wenn R[X| kommutativ ist und
1# 0 in R genau dann, wenn 1 # 0 in R[X].

Bemerkung. Fiir jeden Integritatsring R gilt:

a) R[X] ist ein Integritétsring

b) deg(fg) = deg(f) + deg(g) fir f,g € R[X] mit f,g # 0
c) (R[X])* = R*

Beweis. Es seien f,g € R[X]. Fir f = Y ja; X" und g = ;"ZOijj ist fg =
Z;”:“LO” . XF mit ¢ = Ziﬂ-:k a;bj, speziell cpim = apbpy. Ist a, # 0 und b, # 0,
S0 ist ¢p4m # 0. Es folgen a) und b). Noch zu c): Ist fg = 1, so f,¢g # 0 nach a):
1 # 0 in R[X]. Es folgt mit b): 0 < deg(f) + deg(g) = deg(fg) = deg(l) = 0, also
deg(f) = 0 = deg(g), also f,g € R, sogar fg = 1. O

Definition. Ein Polynom mit Leitkoeffizient 1 heifit normiert oder unitdr.
Satz. Es sei R ein kommutativer Ring und g € R[X] normiert.

a) Zu jedem f € R[X] gibt es eindeutig bestimmte q,r € R[X], so dass f = qg + r und
deg(r) < deg(g) (enthdlt den Fall ™ =0)

b) Zu jedem f € R[X]| und zu jedem a € R gibt es genau ein q € R[X] mit f =
(X —a)g + f(a). Insbesondere gilt (Fall f(a) = 0): Genau dann ist a € R eine
Nullstelle von f € R[X], wenn es ein ¢ € R[X] gibt mit f = (X — a)q. Dieses q ist
etndeutig bestimmt.
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Bewezs.

a) Ist deg(f) < deg(g), so setze ¢ = 0 und r = f (enthélt den Fall f = 0). Nun sei
deg(f) > deg(g). Induktion nach deg(f) = n. Mit m = deg(g) ist n > m > 0.
Ist n = 0, so ist m = 0, also g = 1. Setze ¢ = f und » = 0. Ist n > 1 und a,
der Leitkoeffizient von f, so hat f’ = f — a, X" ™g einen Grad kleiner n. Nach
Induktion gibt es ¢/, € R[X] mit f' = ¢'g + ' und deg(r’) < deg(g). Dafir ist
f=f+a,X"™g= (¢ + ap, X" ™)g+ r' wie verlangt. Noch zur Eindeutigkeit: Da
g € R[X] normiert ist und qg+r = ¢1g+r1 mit deg(r) < deg(g) und deg(r1) < deg(g),
gilt ¢ = ¢1, also auch r = r1, denn es gilt(¢ — ¢1)g = 1 — r und wére ¢ # ¢, d.h.
g—q1 # 0, so wire deg(¢—q1) > 0 und deg(g) > max{deg(r),deg(r1)} > deg(r1—r) =

deg((¢ — q1)9) © deg(q — q1) + deg(g) > deg(g), was unméglich ist. Noch zu (x): <
gilt immer und > gilt hier da ¢ normiert ist.

b) Schreibe f = ¢(X —a)+r wiein a), also deg(r) <0, d.h. r € R. Alsor = g(a)-0+7r =
f(a). O

Korollar. Es sei R ein Integritditsring.
a) Jedes f € R[X] mit f # 0 und deg(f) = n hat hochstens n verschiedene Nullstellen

b) Fir g € R[X] ist g = h schon dann, wenn g(a) = h(a) fir unendlich viele verschie-
dene a € R.

Beweis. b) folgt aus a), angewandt auf f = g — h. Zu a): Sind ay,...,a; Nullstellen
von f, paarweise verschieden, so ist f = (X — a1)q; geméaB Satz b), wofiir 0 = f(ag) =
(a2 —a1)qi(az), also ¢i(az) = 0 (R ist ein Integritatsring), also wieder q; = (X — a2)g2
etc., schleillich f = (X —aq)--- (X — ak)qr, worin g # 0 (da f # 0), also n = deg(f) =
k + deg(qx) > k. O

Beobachtung. In b) reicht es, dass g(a) = h(a) fiir mehr als max{deg(g),deg(h)} ver-
schiedene a.

Satz. Fir jede endliche Gruppe G mit |G| = n sind dquivalent:
i) G ist zyklisch.
it) Fir jedes d | n hat G genau eine Untergruppe der Ordnung d.
iit) Fir jedes d | n hat G genau ¢(d) Elemente der Ordnung d.
) Fiir jedes d | n hat G genau d Elemente x mit 2 = e
iti’) Fir jedes d | n hat G héchstens ¢(d) Elemente der Ordnung d.

w’) Fiir jedes d | n hat G héchstens d Elemente x mit x% = e
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Beweis. Wir gehen nach folgendem Plan vor:
i \:> i1 v :>/iv’
i1l <=1
i = ii frither gezeigt.
iv=iv %

* Fird | nsei Pp={z € G:a?=c¢}, Qg ={r € G: ord(z) = d}. Damit Q4 C Py.
Ferner sei ¢¥c(d) = [Qa|. Wegen G = P, und P, = |y, Qa ist n = 34, Y (d).

ii = iii Bezeichnet H; die einzige Untergruppe von G der Ordnung d, so ist Qg = {z €
Hy: (@) = Ha}, also $(d) = p(d). Mit (+) folgt n = ¥y, (d). (+)

iii = i d=n:9Yg(n) =p(n) >0, also Q, # 2.
iii = iv Analog zu () bzw. (+) gelten [Pyl = 3244 Yc (k) und 3240 (k) = d.

iv’ = iii’ Genauer gilt fir d | n: Aus ¢¥g(d) > 0, d.h. Q4 # @ folgt 1 (d) = ¢(d). Nun sei
Ya(d) > 0; nehme x € Qq; setze U = (x). Wegen |U| =d ist U C Py; mit [Py <d
sogar U = Py, also Qg C U, d.h. Q4 = Q4NU und damit g (d) = |QqNU| = ¥y (d).
Da U zklisch ist, ist ¢y (d) = ¢(d) wie oben gezeigt.

it = il n 2 Ty, de(d) € Sape(d) En 2 injedem vo(d) < p(d) gilt =% O

Lemma. Es sei G eine Gruppe mit |G| =n > 1. Ist |[{x € G: 2¢ = e}| < d fiir jedes

d>1 mit d|n, dann ist G zyklisch.

Beweis. Folgt aus dem vorhergehenden Lemma. O

Korollar. Jede endliche Untergruppe von R™ ist zyklisch, falls R ein Integritdtsring ist.
Speziell: Fir jeden endlichen Korper K ist K* zyklisch.

Beweis. Folgt aus obigem Lemma, denn: Betrachte die Untergruppe G C R* mit R
Integritétsring. Es gilt |G| = n > 1. Ist d > 1 mit d | n, so ist {x € G: 2% = 1} C
{z € R: f(z) =0} fiir f = X¢— 1. Nun hat die rechte Menge nach dem ersten Korollar
hochstens d Elemente. O

Bemerkung. Jeder endliche Integritatsring ist schon ein Korper.

Beweis. Sei R ein Integrititsring, d.h. fir alle a € R\ {0} ist die Abbildung u,: R —
R,b +— ab injektiv, denn ab=ab' < a(b—V)=0=b—-V =0< b=1"V" Ist R endlich,
S0 ist g surjektiv, speziell gibt es b € R mit u,(b) = 1, d.h. ab =1, also a € R*. Es
folgt: R ist ein Korper. O
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Definition. Ein euklidischer Ring ist ein Paar (R, J) aus einem Integrititsring R und
einer Abbildung ¢: R\ {0} — N, so dass mit §(0) = —1 gilt: Zu x,y € R mit y # 0 gibt
es u,v € R mit x = uy + v und §(v) < 6(y). (enthilt den Fall v = 0)

Beispiel.
1) (Z,|-]) ist ein euklidischer Ring.

2) Ist K ein Korper, dann ist (K[X], deg) ein euklidischer Ring, denn sind f,g € K[X]
mit g # 0 und hat g den Leitkoeffizienten b € K, dann ist b # 0, also b € K* und
b~lg ist unitdr. Also f = q(b~1g) +r = (b=1q)g +r mit deg(r) < deg(b~1g) = deg(g).

Definition. Es sei R ein beliebiger Ring. Ein R-Modul pM ist eine (additive) abelsche
Gruppe M mit einer Abbildung R x M — M, (r,x) — rz, so dass fiir alle r,s € R und
z,y € M gilt

r(sz) = (rs)x le=x rlx+y)=re+ry (r+s)r=rx+ sz

Ist M’ ein R-Modul, so heifit eine Abbildung f: M — M’ ein Modulhomomorphismus,
wenn fir r € R und z,y € M gilt:

flety)=f@)+fly) flrz)=rf(z)

Ein Untermodul eines R-Moduls M ist eine Untergruppe U von (M, +,0) mit rz € U
fir alle r € R und z € U. Fiir jedes z € M ist Rx = {rz: r € R} ein Untermodul
von M. Fir Untermoduln U,V ist U+ V = {z +y: 2 € Uy € V} ein Untermodul.
U +V ist der kleinste Untermodul, der U und V umfasst. Speziell ist Rz +-- -+ Rzn =
{riz1 4+ +rpxn: r1,...,m € R} ein Untermodul von M fir zy,...,x, € M. {0} und
M sind Untermoduln von M, die trivialen Untermoduln.

Beispiel.

1) Ist R ein Korper, so sind die R-Moduln genau die R-Vektorraume, die Untermoduln
sind genau die Untervektorraume und die Modulhomomorphismen sind genau die
R-linearen Abbildungen.

2) Jeder Ring R wird durch R x R — R, (r,z) — rz zu einem R-Modul. Seine Unter-
moduln heiflen Linksideale von R.

3) Jede abelsche Gruppe G wird durch Z x G — G, (z,x) — zz zu einem Z-Modul. Die
Untermoduln sind genau die Untergruppen von (G, +,0).

4) Fiir jede Teilmenge S eines R-Moduls M ist die Menge (S) = {> rizi:n >
Liri,...,rn € Ryx1,...,x, € S} aller Linearkombinationen von Elementen aus S
ein Untermodul von M, der von S erzeugte Untermodul. Ist S # &, so ist (S) =
({U € M: U Untermodul, S C U} der kleinste Untermodul von M, der S umfasst
(Beweise wie fiir Gruppen). Speziell gilt (z) = Rz und (z1,...,2,) = Rx1+- -+ Ry,
U+V =(UuUV),allgemeiner > ,c; U; = (U;e; Us)-
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5) Es sei U ein Untermodul des R-Moduls M. Die Faktorgruppe M /U wird durch
Rx M/U — M/U,(r,z) — TZ zu einem R-Modul, dem Faktormodul von M mo-
dulo U. Das ist wohldefiniert, denmnz =y < ax—yec U =>rz—ryc U & 7T =T77.
Die kanonische Abbildung M — M /U, x — T ist ein Modulepimorphismus mit den
analogen Eigenschaften wie bei Gruppen. Insbesondere gilt fiir jeden Modulhomo-
morphismus f: M — M’, dass M/ Ker(f) = Im(f). Die Untermoduln von M /U sind
genau die V/U mit V Untermodul von M mit V' 2 U, wofir (M/U)/(V/U) = M/V.
Fiir Untermoduln U, W von M gilt (U +W)/U = W/(UNW).

2.2 Kettenbedingungen

Definition. Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit zyklisch, wenn M = (x) fur ein
x € M, bzw. endlich erzeugt, wenn M = (x1,...,x,) fir geeignete z1,...,z, € M. Im
Allgemeinen sind die Untermoduln eines zyklischen Moduls nicht alle zyklisch.

Definition. Zyklische Ideale heiflen auch Hauptideale. Sind alle Ideale eines Integritéts-
rings R Hauptideale, so nennt man den R einen Hauptidealring (HIR).

Beispiel. pR = (1) ist zyklisch fiir einen beliebigen Ring R, aber in R = Z[X] ist
das Ideal I = (2, X) nicht zyklisch, denn ware I = (f), d.h. 2 = g1 f, X = gof, f =
2h1 4+ X hg, so wire deg(f) =0, f = 1, f(0) = 2h1(0), was unméglich ist, da f € {+1}.
Also ist Z[X] kein Hauptidealring. Jedoch ist Z ein Hauptidealring und K[X] ist ein
Hauptidealring, falls K ein Korper ist, zum Beispiel K = Q.

Bemerkung. Ist (R, ) ein euklidischer Ring, so ist R ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei I ein Ideal von R mit I # {0}. Es existiert ng = min{d(a): a € I \ {0}}
und dazu ag € I\ {0} mit §(ap) = no. Dafiir ist I = (ag), denn ,, D¢ ist trivial und fiir
»,C“ Essei € I. Es gibt y, 2 € R mit x = yag + z und 6(z) < d(ap) = ng, also z =0,
d.h. z = yag € (ap), oder z # 0, dann aber z = z — yag € I, was unmoglich ist. O

Folgerung. Z und K[X] mit K Korper sind Hauptidealringe. Hingegen ist Z[X] kein
Hauptidealring, da z.B. (2, X) nicht zyklisch ist.

Definition. Essei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit noethersch, wenn jeder Untermodul
von M endlich erzeugt ist. Insbesondere ist M selbst endlich erzeugt. Der Ring R heif3t
linksnoethersch, wenn g R ein noetherscher R-Modul ist. Ist R kommutativ, heiffit R auch
noethersch.

Satz. Es sei R ein Ring. Fir jeden R-Modul M sind dquivalent:
i) M ist noethersch.

it) Jede Folge Uy C Uy C Uy C ... von Untermoduln von M wird stationér, d.h. es gibt
NeNmitUy =Unt1 =Ung2=...

iti) Jede nichtleere Menge 3 von Untermoduln von M hat ein maximales Element, das
ist ein U € M derart, dass fir alle V € 3 gilt: aus U CV folgt U = V.
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Beweis. Wir verwenden:
ii") Es gibt keine Folge Uy C U; € Uy € ... von Untermoduln von M.

iii") Hat eine Menge 4l von Untermoduln von M kein maximales Element, d.h. VU €
AV e h: U C V, soist U = @.
Klar ist ii) < ii’) und iii) < iii’).

i = ii Der Untermodul (!) U = U, ey Un ist nach i endlich erzeugt, etwa U= (21, ..., zy).
Mit z; € Uy, (1 <i <k)und N = maxj<j<xn; gilt U C Uy, d.h. Uy = Uny1 =

i’ = iii’ Wire U # @, etwa Uy € 4, so gibe es ein Uy € U mit Uy C Uy. Zu Uy € U gibe
es ein Uy € U mit U; C Us und so weiter. Wir erhielten eine Folge Uy C Uy C Uy C
..., was nach ii’) unméglich ist.

iii = i Essei U ein Untermodul von M. Betrachte { = {V CU: V C M e.e. UM} (die
endlich erzeugten Untermoduln). Wegen {0} € 4 hat il nach iii) ein maximales

Element Vy. In Vy C U gilt ,=%, denn ist x € U, so ist Vj C Vy + (z) € 4,
also Vo = Vy + (x), d.h. € Vp. Also ist U = Vj endlich erzeugt und somit M
noethersch. O

Lemma. Es sei U ein Untermodul des R-Moduls M.

a) Aus M = (x1,...,xy) folgt M/U = (Z1,...,Tk).

b) Aus U = (y1,...,Yym) und MJU = (Z1,...,Zn) folgt M = (Y1, ..., Ym, 215+ 2n)-
Beweis. a) % b)) x € M = 7 = S0 1z = YTz = yrizg & v — Y1z € U =
T3z = D00 8y S T = Y 1%+ )il S5y O
Satz. Fiir Untermoduln A, B eines R-Moduls M gilt:

a) M noethersch <= A noethersch und M/A noethersch

b) A und B noethersch = A + B noethersch

Beweis. b) folgt aus a), denn sei B noethersch und (A+ B)/B = A/(AN B) noethersch
als Faktormodul des noetherschen Moduls A, dann folgt mit a), dass A + B noethersch.
zu a): ,=“ A ist noethersch, denn jeder Untermodul von A ist Untermodul von M.
M /A ist noethersch, denn jeder Untermodul von M /A ist von der Form U/A fir einen
Untermodul U von M mit U O A (verwende Lemma a). ,,<=*: Ist U ein Untermodul von
M, so ist U N A endlich erzeugt (A ist noethersch) und U/(UNA) = (U + A)/A endlich
erzeugt (M /A noethersch), also U endlich erzeugt (Lemma b). O

Folgerung. rR noethersch und pM endlich erzeugt = rpM noethersch.
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Beweis. Es sei M = Rx1+ -+ Rx,. Fur 1 < i < nist f: R = Rz;,r — rx; ein
Modulepimorphismus, also R/ Ker(f) = Rx; und damit Rz; noethersch (R noethersch

Satz a

ate 2) R/ Ker(f) noethersch). Es folgt M = Rx1+- - -+ Rx, noethersch (Satz b, Induktion
nach n). O

Satz. Fiir jeden Ring R und jedes k > 1 sind dquivalent:
i) Jedes Linksideal von R wird von k Elementen erzeugt.

it) Wird ein R-Modul M von m FElementen erzeugt, so wird jeder Untermodul U von
M wvon km Elementen erzeugt.

Beweis. ii=i M =R=m=1=km =k.

i = ii Induktion nach m. m =1: M = Rz, also M = R/ Ker(f) mit f: R — Rx,r — rx
(verwende Lemma a). m > 1: Ist M = (z1,...,%m), so setze V = (1,...,Zm—1).
Dann M/V = (Z,,;). Nach Fallm = 1 wird U/(UNV) = (U+V)/V als Untermodul
von M/V von k-1 = k Elementen erzeugt. Nach Induktionsvoraussetzung wird
UNV CV von k(m— 1) Elementen erzeugt. mit Lemma b) wird U von k + k(m —
1) = km Elementen erzeugt O

Beispiel. Ist R ein Hauptidealring, dann k = 1, also km = m. Ist R = Z: G ist eine
abelsche Gruppe, durch m Elemente erzeugt = jede Untergruppe von G wird durch m
Elemente erzeugt.

Satz (Hilbertscher Basissatz). Es sei R ein kommutativer Ring. Ist R noethersch, so ist
R[X] noethersch.

Beweis. Fiir f € 31" a; X" € R[X] bezeichnen wir mit I(f) den Leitkoeffizienten a,, von
f (an #0). Es sei J ein Ideal von R[X]|. Firn > 0ist I, = {I(f): f € JAdeg(f) < n} ein
Ideal von R (). Es gilt JOR =1y CI; C I, C ..., speziell ist I = J,,>o I, ein Ideal von
R (!). Nach Voraussetzung ist I endlich erzeugt und jedes I, ist endlich erzeugt. Nehme
F C J mit F endlichund I = ({i(f): f € F}). Setze N = max{deg(f): f € F}. Fur0 <
n < N — 1 nehme F,, C J mit F, endlich und I,, = ({{(f): f € F,}), sowie deg(f) <n
fiir alle f € F,. Wir zeigen im folgenden: J = (F UJYZ} F,,). Darin ist ,2¢ klar wegen
FCJ,F,CJ. Zu ,C“Fur h € J zeigen wir h € (F'U Ufj;ol F,) durch Induktion nach
n = deg(h). Fiir n > N: I(h) = ¥ eprsl(f), also deg (h — ZfeFer"*deg(f)f) < n.
Fir 0 <n < N —1:1(h) = X jep, rrl(f), also deg (h — X pep, rp X748 f) < n. Fiir
n<0:h=0. O

Definition. Es sei R ein kommutativer Ring. Fiir n € N definiert man rekursiv den
Polynomring R[X7, ..., X,] in n Unbestimmten X1, ..., X,, wie folgt: Fiirn =0: R[, | =
R und fiir n > 0: R[X,..., X,,—1][X], X, = X. Zum Beispiel R[X;, Xs] = R[X1][X2].

Korollar. Ist R kommutativ und noethersch, dann ist R[X1,...,X,] kommutativ und
noethersch. (n € N). Speziell: Ist K ein Korper, dann ist K[X1,...,X,] noethersch.
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Definition. Eine Relation < zwischen den Elementen einer Menge 2 heiflt partielle
Ordnung, wenn fir alle «, 8,y € Q gilt:

1) a < a (Reflexivitét)

2) a <AL <y= a <~y (Transitivitét)

3) a <AL <a= a=p (Antisymmetrie)

Eine partielle Ordnung heif3t totale Ordnung, wenn zusétzlich gilt:
4) Fir o, € Qist a < f oder < a.

Beispiel. Auf 2 C P(S) ist C eine partielle Ordnung (S Menge).

Definition. Sei (€2, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Kette in ) ist eine total
geordnete Teilmenge T C 2 mit T # @. Man nennt 2 induktiv geordnet, wenn 2 # &
und jede Kette T in ) eine obere Schranke in € hat, das ist ein y € Q mit x < y fiir
alle x € T. Ein z € Q heiit mazimales Element von €2, wenn fiir alle y € Q aus z < y
schon x = y folgt. Ein gréfites Element von € ist ein z € Q mit x < z fir alle x € Q.
Jedes grofite Element ist maximal, aber im allgemeinen nicht umgekehrt, zum Beispiel
hat P({1,2})\ {1, 2} mit C zwei maximale Elemente, ndmlich {1}, {2}, aber kein grofites
Element.

Zornsches Lemma. Jede induktiv geordnete Menge ) hat ein maximales Element. Dies
ist ein Aquivalent des Auswahlazioms der Mengenlehre.

Definition. Revision: Eine Gruppe G heifit p-Gruppe, wenn es zu jedem = € G ein
k > 1 gibt mit ord(z) = p*. Dabei ist p eine Primzahl.

Satz (ZL). Jede p-Untergruppe H einer beliebigen Gruppe G liegt in einer maximalen
p-Untergruppe von G.

Beweis. = {U C G: U p-Untergruppe von G mit U O H} mit C ist induktiv geord-
net, denn wegen H € () ist 2 # @&, und fir jede Kette T in Q gehort V = U7 zu Q2
(1), dieses V' ist natiirlich eine obere Schranke von T'. Zu (!): a) V ist eine Untergruppe
von G, denn: wegen T' # &, etwa U € T, ist e € U und damit e € V. Far z,y € V,
etwaxeU€eT,ye W €T, sosind U, W vergleichbar (da T Kette), etwa U C W, also
x,y € W und damit a2y € W, also xzy € V. Fir x € V,etwaz € U € T, ist 27! € U,
also 27! € V. b) V ist eine p-Gruppe: fiir x € V, etwa z € U € T, ist U € Q, also U
eine p-Gruppe und damit ord(z) = p” fiir ein k > 1. ¢) V O H, denn mit T # @, etwa
UeT,ist VO U DO H. Nach dem Zornschen Lemma hat ) ein maximales Element,
dies ist eine maximale p-Untergruppe von G, die H umfasst. ]

Definition. Es sei M ein R-Modul. Eine Teilmenge S von M heifit linear unabhdingig,
wenn fiir paarweise verschiedene si,...,s, € S gilt: Sind r1,...,r, € Rmit > 1" | 78, =
0,sogilt ry =r9 =-.-=r, =0, dabei n € N. Zum Beispiel ist & linear unabhéngig,
da nur n = 0 moglich ist. Eine Basis von M ist ein linear unabhéngiges S C M mit
(S) = M. Hat M eine Basis, so heifit M ein freier R-Modul.
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Beispiel. Es sei R ein Ring # {0}.
1) M = R" ist ein freier R-Modul mit Basis {ey,...,e,} mit e; = (0,...,0,1,0,...,0).
2) R[X] ist ein freier R-Modul mit Basis {1, X, X2, X3 ... }.

3) Ist R kommutativ, g € R[X] unitdr und deg(g) = n > 0, dann ist R[X]/(g) ein freier
R-Modul mit Basis {1, X, YZ, LX)

Satz (ZL). Jede linear unabhdngige Teilmenge S eines R-Moduls M liegt in einer ma-

zimalen linear unabhdngigen Teilmenge von M.

Beweis. 2 = {U C M : U linear unabhéngig, U O S} mit C ist induktiv geordnet, denn
wegen S € Q ist Q # &, und fir jede Kette T in  gehort T zu Q (!) und ist obere
Schranke von T'. Geméfl ZL hat ) ein maximales Element Uy, das heift eine maximale
linear unabhéngige Teilmenge von M mit Uy O S. Noch zu (!): T ist linear unabhéngig,

denn ist >1* ; riz; = 0 mit r1,...,7, € R und xy,...,z, € UT paarweise verschieden,
also z; € U; € T fiir 1 < i < mn, so gibt es ip € {1,...,n} mit U; C U;, fir 1 <i < mn,
also z1,...,z, € U;,, woraus ry = rp = --- = 1, folgt, da U;, linear unabhéngig ist. Und
es gilt YT D S [wie bei p-Untergruppen, Satz vorher]. O

Korollar (ZL). Sei K ein Kérper. Jeder K -Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Nach Satz hat V' eine maximale linear unabhéngige Teilmenge T (mit 7' D
). Dafur gilt (T) = V, denn: Wiare (T) # V, etwa z € V \ (T), so ware T U {z}

linear unabhéngig [aus > ;- riz; + rx = 0 mit r,...,r,, 7 € K und x1,...,2, € T
folgt r = 0, denn fiir r # 0 wire # = —r~ 3" | ryz; € (T), was unméglich ist, und
dann Y " ryz; = 0, also ri,...,m, = 0], aber T' ist eine maximale linear unabhéngige
Teilmenge, also T'=T U {z}, was wegen = ¢ T unmoglich ist. O

Definition. Ein mazimaler Untermodul eines R-Moduls M ist ein Untermodul U von
M mit U # M, so dass fiir alle Untermoduln V von M mit V # M gilt: aus U C V
folgt U = V.

Satz (ZL). Ist der R-Modul M endlich erzeugt, so liegt jeder Untermodul H von M
mit mit H # M in einem maximalen Untermodul von M.

Beweis. Q ={U C M: U Untermodul, H C U # M} mit C ist induktiv geordnet, denn
wegen H € Q ist Q # &, und fiir jede Kette T' in Q gehort JT zu Q (!) und ist obere
Schranke von T'. Geméafl ZL hat € ein maximales Element Uy, das ist ein maximaler
Untermodul von M mit Uy 2 H. Noch zu (!): Da T eine Kette ist, gilt wie fiir die p-
Untergruppen (vorvoriger Satz): |J7 ist ein Untermodul mit (JT' 2 H. Zu zeigen bleibt:
UT # M. Dazu sei M = (x1,...,2,). Ware JT = M, das heiit z1,...,z, € T, etwa

x; € U; € T fiir 1 <i < n, so gibe es — da T eine Kette ist — ein ig € {1,...,n} mit
U; C U, fir 1 <1 < n,also zq,...,z, € U, und damit U;, = M, was wegen U;, € (2
unmoglich ist. O

Bemerkung. ZL ist unnoétig, wenn grM noethersch ist, zum Beispiel wenn M endlich
erzeugt und rR noethersch ist.
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Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Einen maximalen Untermodul von R nennt
man auch mazimales Ideal von R, das ist ein Ideal I von R mit I # R, so dass fiir alle
Ideale J von R gilt: aus I C J folgt J = R.

Korollar (ZL). Jedes Ideal # R eines kommautativen Ringes R liegt in einem mazimalen
Ideal von R. [R ist endlich erzeugt, etwa R = (1)] Speziell: Jeder kommutative Ring R
mit 1 # 0 hat ein mazimales Ideal. [nach Korollar fir Ideal (0) und 1 # 0 < (0) # R]

Bemerkung. Falls R noethersch ist, so ist ZL nicht erforderlich.

Definition. Ein Ideal P eines kommutativen Rings R heifit Primideal, wenn P # R ist
und wenn fiir alle a,b € R gilt: aus ab € P folgt a € P oder b € P.

Satz. Es sei I ein Ideal des kommutativen Rings R.

a) I ist ein mazimales Ideal von R genau dann, wenn R/I ein Korper ist.
b) I ist ein Primideal von R genau dann, wenn R/I ein Integrititsring ist.
Beweis. [ #R< 1¢1<1#0in R/I.

a) ,=" Istr € Rmit7#0in R/I,d.h.r & I,soist I C I+(r), also nach Voraussetzung
I+(r)=R,dh.1=x+rsmitze€l,se R, wofr 1 =ZT+7s=0+7s=T%s
in R/I,alsoT € (R/I)*.

w<=" Ist J ein Ideal von R mit I C J, etwa y € J\ I, so ist ¥ # 0 in R/I, also nach
Voraussetzung § € (R/I)*, etwa 1 =7z fiir einen z € R, wofir 1 —yz € I C J,
alsol € J,dh J=R.

b) Va,b € R: (ab€ I = a € IVb € I) ist iquivalent zu Va,b € R(ab=0 =@ = 0Vb = 0)
in R/I. O

Korollar. Jedes mazimale Ideal ist ein Primideal.

Bemerkung. Ein kommutativer Ring ist genau dann ein Integritdtsring, wenn (0) ein
Primideal ist.

Beispiel.
1) Die Primideale von Z sind (0) und alle (p) mit p Primzahl.

2) Fiir jeden kommutativen Ring R und r € R ist (X — r) genau dann ein Primideal
bzw. ein maximales Ideal von R[X], wenn R ein Integrititsring bzw. ein Korper ist.

Beweis.

1) Z Integritétsring = (0) Primideal. Ist p eine Primzahl und (p) € (n) mit n > 1,
soist n | p, also n = 1, d.h. (n) = Z, oder n = p, was unmoglich ist. Es ergibt sich
sogar: (p) ist ein maximales Ideal.
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2) Die Auswertungsabbildung ¢,: R[X]| — R, f — f(r) ist ein surjektiver Ringhomo-
morphismus mit Ker(e,) = (X — r) [Division mit Rest], also R[X]/(X —r) = R.
Andersherum: Ist (n) ein Primideal # (0), so ist n eine Primzahl, denn: 0.B.d.A. ist
n > 2. Aus k | n mit k > 1, also kl = n folgt — da (n) ein Primideal ist —, dass
k € (n) oder I € (n). Fall k € (n): Hier ist k = k'n, also k'l =1, d.h. ¥’ =1 =1, also
k=n. Fall l € (n): Hier ist | = I'n, also kI’ =1, d.h. k =1 =1, speziell k = 1. O]

Bemerkung. Es seien P, Q) Primideale und I ein beliebiges Ideal des kommutativen Rings
R. Sind @, I Hauptideale und gilt P C Q C I, so ist I = R.

Beweis. Mit Q = (a), [ = (b)ist a € I, dh. a=bzr und b € Q, also x € @, d.h. z = ay.
Es folgt a(1 —by) =0 € P, und mit a ¢ Pist 1 —by € P C I, woraus 1 € [ folgt, da
bel. O]

Folgerung. In einem Hauptidealring ist jedes Primideal ungleich 0 bereits ein maximales
Ideal.

Beweis. Ist (0) € @ € I mit @ Primideal, so ist / = R nach Bemerkung, also Q
maximales Ideal. O

Folgerung. Ist R ein Integritdtsring, so ist kein Ideal I von R[X] mit (X) C I C R[X]
ein Hauptideal.

Beweis. (0) und nach Beispiel 2 ist auch (X) ein Primideal. Wende die Bemerkung an
auf (0) € (X) € I C R[X]. O

Definition. Sind M, N R-Moduln, R ein Ring, so wird M x N = {(z,y): € M,y € N}
zu einem R-Modul, wenn man (z,y) + (2/,¢') = (x + o',y + ¢') und r(z,y) = (rz,ry)
definiert, sowie 0 = (0,0) setzt. Man nennt dies das direkte Produkt von Moduln.

2.2.1 Exkurs: Noethersche Induktion

Definition. Es sei I' eine Menge von Untermoduln eines R-Moduls M, wobei R ein
Ring ist. Eine Teilmenge A von I' heifit hereditir (oft auch progressiv), wenn fiir jedes
UeT gilt: Ist Ve Afirjedes Vel mit U CV,soist U € A.

Satz. Fir jede Menge I' wie oben sind dquivalent:

i) Aufsteigende Kettenbedingung fir I': Jede aufsteigende Folge Uy C Uy C Uy C ...
von Elementen von I' wird stationdr.

it) Jedes B C T mit B # @ hat ein mazimales Element.
iii) Noethersche Induktion (NI) fir T': Fir jedes hereditire A CT ist A=T.
Beweis. i) < ii) wie fir I' = {alle Untermoduln von M }.

i) ©iii) Fir ' = AU B gilt: A =T < B = @. Dann ist A hereditér genau dann,
wenn B kein maximales Element hat. Verwende ii’): Hat B C I' kein maximales
Element, so ist B = @. O
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Korollar. In einem noetherschen R-Modul M gilt NI fiir jede Menge I' von Untermo-
duln von M.

2.3 Faktorielle Ringe

Definition. Zu jedem Integrititsring R konstruiert man den Quotientenkorper Q(R) =
K wie folgt: Mit S = R\ {0} wird auf R x S durch (z,s) ~ (y,t) & xt = ys eine Aqui-
valenzrelation definiert (!). Schreibt man £ fiir die Aquivalenzklasse von (z, s) beziiglich
~, und K fiir die Menge (R x S)/~ aller Aquivalenzklassen von ~, so sind

¢
+;KxK—>K,§+% vty
S

wohldefiniert (!) und machen K zu einem kommutativen Ring mit Eins 1 und Null 9.

Wegen 1 # 0 in Rist 1 # 0in K, dh. I # 9 [(1,1) # (0,1), weil 1-1 # 0 - 1, wegen
1#0in R] Esist § =¥ < at = ys, speziell £ =0 2 =0. Fir £ € K mit  # 0, d.h.
r#0,dh. xeSist £->=1,also T € K* mit (f)f1 = 2. Insgesamt: K ist ein Korper.
Ferner ist R — K,z + 7 ein injektiver Ringhomomorphismus. Identifiziert man jedes
r € Rmit § € K, so wird R zu einem Unterring von K.

Beispiel.
1) Q(Z)=Q

2) Fiir jeden Korper k heifit k(X) = Q(k[X]) der Korper der rationalen Funktionen in
der Variablen X mit Koeffizienten aus k.

Definition. Wieder sei R ein Integritatsring. Man sagt, dass € R ein Teiler von y € R
(oder y ein Vielfaches von x) ist, in Zeichen x | y, wenn es ein z € R gibt mit zz = y.
Gilt z | y und y | x, d.h. es gibt z € R* mit xz = y, so heilen x und y assoziiert, in
Zeichen z ~ y. Esgilt: z |y < (z) 2 (y) und z ~y < (z) = (y). Ein z € Rmit 2 # 0
und x € R* heifit

e Primelement von R, wenn fiir alle a,b € R aus z | ab folgt x | a oder x | b.

e irreduzibel in R, wenn fiir alle a,b € R aus x = ab folgt a € R* oder b € R* (also
x ~bbzw. z ~ a).

Bemerkung. Jedes Primelement ist irreduzibel.

Beweis. x € R, 0 # x ¢ R*, x Primelement, x = ab, so ist x | ab, also = | a oder z | b,
d.h. zc = a bzw. zd = b, also £ = xzcb bzw. x = zda und damit 1 = ¢b bzw. 1 = da, d.h.
be R* bzw. a € R*. O

Bemerkung. Fir jedes z € R gilt

a) x Primelement < (x) # (0) A (z) ist ein Primideal.
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b) z irreduzibel <= (z) # (0) und (x) ist maximal unter den Hauptidealen # R, d.h.
(x) # R und fiir a € R gilt, dass aus (x) C (a) folgt (a) = R.

Folgerung. Ist R ein Hauptidealring, so ist jedes irreduzible Element von R schon ein
Primelement. [Nach Bemerkung b) ist () schon ein maximales Ideal]

Beispiel.
0) Die Primelemente von Z sind genau die Primzahlen p und deren Negative —p.

1) Fiir jeden Korper k ist R = {31 a; X" € k[X]: a1 = 0} ein Unterring von k[X].
Speziell ist R ein Integritdtsring und R* = k*. Wegen deg(f) # 1 fiir alle f € R sind
X2, X3 in R zwar irreduzibel, jedoch keine Primelemente. [zu X2, X3 irreduzibel: aus
fg = X? bzw. = X3 folgt deg(f) + deg(g) = 2 bzw. = 3. Zu X2, X3 Primelement:
X2 X3X3 mit X2¢ X3, X3 | X2X* mit X3t X2, X3t X*]. Insbesondere ist R kein
Hauptidealring.

2) R = {z + -5y € C: z,y € Z} ist ein Unterring von C, speziell ist R ein In-
tegritdtsring. Fiir die ,Norm“ N: R — N,z + /=5y > 22 + 5¢% gilt N(uv) =
N(u)N(v) und N(1) = 1. Genauer gilt: N(z) = |2|? fiir z € R. Fiir 2 € R folgt:
z € R & N(z) =14 2z = +1. Mit N(z) ¢ {2,3} fiir alle z € R folgt, dass
2,3,1 £ +/—5 € R mit den Normen 4,9,6 in R zwar irreduzibel, jedoch keine Prim-
elemente sind: 2-3 = 6 = (1 + v/=5)(1 — /=5). Dieser Ring wird auch mit Z[—5]
bezeichnet.

Bemerkung. Es sei R ein Integritatsring, z,y € R\ ({0} U R*) mit x ~ y:
) irreduzibel — irreduzibel
)T Primelement y Primelement

irreduz. Elem.

Primelementen

b) x ist Produkt von { Primelementen

} <= y ist Produkt von {n"reduz. Elem. }

Lemma 1. Geniigt ein Integrititsring R der aufsteigenden Kettenbedingung fiir Haupt-
ideale, so ist jedes x € R\ ({0} U R*) Produkt von irreduziblen Elementen.

Beweis. Mit noetherscher Induktion (NI) fiir I' = {(z): z € R\ ({0} U R*)}. Zu zeigen:
A =T fuir A = {(z) € I':  Produkt von irreduziblen Elementen}. Geméf8 NI reicht
es zu zeigen, dass A hereditér ist. Dazu sei (z) € I', so dass J € A fur alle J € T’
mit J 2 (x). Zu zeigen: (z) € A. Fall 1: z ist irreduzibel. Dann (z) € A. Fall 2: z ist
reduzibel, d.h. z = ab mit a,b € R\ R*, sogar a,b # 0. Dann: (z) C (a) und (z) C (b),

= =

da a,b ¢ R*, also (a), (b) € A (Induktion) und damit (z) = (ab) € A. O
Folgerung. In einem noetherschen Integrititsring R ist jedes x € R\ ({0} UR*) Produkt
von irreduziblen Elementen.

Bemerkung. Ist R ein Integritétsring, p € R\ R* und ¢ € R irreduzibel, so folgt p ~ ¢

irred.
schon aus p | ¢. [pr =¢ 12X € RX oder p € R*]
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Lemma 2. FEs sei R ein Integrititsring und x € R. Hat x zwei Primfaktorzerlequngen
T =pi-pp und x = q1---Gm (d.h. pi,q; Primelemente), so ist n = m und es gibt
0 € Sp mit pyiy ~ ¢ fur 1 <i<mn.

Beweis. Induktion nach n. n = 1: aus p;1 = = q1---qm folgt m =1, p1 = @1 [,
irreduzibel]. n > 1: aus py, | q1 - - - gm folgt etwa py, | ¢m, also p, ~ ¢, nach Bemerkung,
d.h. rpp, = ¢ mit r € R*, und damit p; -+ pr—1 = ¢1 -+ (gm—17) also nach Induktion
n—1=m—1und es gibt ¢’ € S,_1 mit pyr(;) ~ ¢; fiir 1 <7 <n— 1. Es folgt n = m.
Man setze o’ fort zu o € S, mit o(n) = n. O

Beispiel. In R = {37 ja;X": a1 = 0} C k[X] mit k Kérper gilt X® = X2 . X?. X2,
X6 = X3. X3 mit X2, X3 irreduzibel. Eine Zerlegung in irreduzible Faktoren ist also im
allgemeinen nicht eindeutig.

Lemma 3. Es sei R ein Integritatsring und x € R. Ist x = p’fl - -pfl" mitky, - kp > 1
und paarwetse nicht assoziterten Primelementen pi,...,pn, so hat jeder Teiler y von x
die Formy:u-plfl---pfl" mit u € R*, 0 <b; < k.

/.01

Beweis. Es sei ry = x. Man hat r = r'p{", y = y’pl{1 mit a; + by = k1. Induktion nach

non = Loypt = ry = =p}* = 'y =1, speziell y € R*. n > 1: r'y/p}! = ry =

x:p]fl...pﬁn :>7‘/y/ = é&...pﬁn = y/:ung...p%n mit u € RX, 0< bz < kz =y =
b1 b

upy'py’ - - phr. 0

Folgerung. Es sei R ein Integritétsring und z € R\ ({0} U R*). Hat z eine Primfaktor-
zerlegung, so gibt es nur endlich viele Ideale (y) C R mit (z) C (y), d.h. y | x. Speziell
wird jede Folge () C (z1) C (z2) C ... stationir.

Lemma 4. Es sei R ein Integrititsring. Haben z,y € R\ ({0} U R*) beide eine
Primfaktorzerlegung, so ist (x) N (y) ein Hauptideal. Genauer gilt: Ist x = p’fl cphing
Yy = plf"-pf{b mit ki,l; > 0 und n > 1, sowie p1,--- ,pn paarweise nicht assoziierte

Primelemente, so gilt (z) N (y) © (2) mit z = p|"*---p" wobei m; = max{k;,l;}.

Beweis von (). ,2“ % ,C“ Es sei a € (z) N (y), dh. a = rz und a = sy. Aus
rp’f1~~pﬁ" =a = spll1 -.pln folgt a = rlpTlpSQ---pr" fiir geeignetes 1 € R. [Fall
k1 > I, d.h. mq = kq: Setze r1 = r. Fall k1 < [1, d.h. m; = [1: Durch Kiirzen von plfl
erhilt man plll_k1 ] 7“]3’2€2 - -phnalso plf_kl | r, d.h. rlplf_kl = r fiir ein 7 € R] Ebenso

erhélt man a = rop}™ ;' pgg ---pkn usw., bis man bei a = r,z angelangt ist. O

Definition. Ein Integritétsring R heifit faktoriell, wenn jedes x € R\ ({0} U R*) eine
Primfaktorzerlegung hat.

Satz. Fiir jeden Integritdtsring R sind dquivalent:
i) R ist faktoriell.

it) Jedes x € R\ ({0}UR™) ist Produkt von irreduziblen Elementen und jedes irreduzible
Element von R ist schon ein Primelement.
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iii) R geniigt der aufsteigenden Kettenbedingung fiir Hauptideale, und der Durchschnitt
zweter Hauptideale ist wieder ein Hauptideal.

Beweis. i) < ii) % i) = iii) Lemma 4 und Folgerung zu Lemma 3. iii) = ii): ,Produkt“
mit Lemma 1. Noch zu ,irreduzibel = prim“: Es sei x € R irreduzibel und z | ab.
Zu zeigen: = | a V z | b. Nach Voraussetzung ist () N (a) = (c¢), also za = re, da
za € () N (a), und sx = ¢ = ta, woraus folgt za = rsz und za = rta, d.h. a = rs und
x = rt, da a # 0. Wegen zx irreduzibel ist r € R* oder t € R*. Fall r € R*: xza ~ c,
also (z) N (a) = (za): wegen x | ab ist ab € (z) N (a) = (za), also za | ab, d.h. x | b. Fall
teR:z~r,dh.r|a=z|a. O

Korollar. Fiir jeden noetherschen Integrititsring R sind dquivalent:

i) R ist faktoriell.

it) Jedes irreduzible Element von R ist schon ein Primelement.
iti) Der Durchschnitt zweier Hauptideale von R ist wieder ein Hauptideal.
Speziell ist jeder Hauptidealring ein faktorieller Ring, z.B. k[X] (k Kérper)

Beweis. Da R noethersch ist, geniigt er der aufsteigenden Kettenbedingung (fiir Haupt-
ideale), weshalb jedes z € R\ ({0} U R*) Produkt von irreduziblen Elementen ist (siehe
Lemma 1). Verwende Satz. O

Beispiel.

1) Noethersch (!!), aber nicht faktoriell sind k[X?, X3] = {3 a; X" € k[X]: a1 =
0} C k[X], k Korper, und Z[/—5] = {z + v—by € C: z,y € Z} C C. Beide sind
Integritatsringe.

2) Z[X] ist faktoriell (!!), aber kein Hauptidealring.
Wir werden (!!) jeweils spéter sehen (vielleicht in der Ubung).

Bemerkung. Mit ,,Z ist faktoriell“ haben wir den Hauptsatz der elementaren Zahlen-
theorie gezeigt.

Priazisierung. Hat ein Element = ein Integritdtsrings eine Primfaktorzerlegung, d.h.
r = q1--- @y fur Primelemente ¢q,...,¢, und m > 1, so kann man erreichen, dass

T = up’f1 pﬁ” mit u € R*, n > 1, alle k; > 1 und paarweise nicht assoziierten
Primelementen p1, ..., py.
Beweis. Induktion nach m, Ubung. O

Beispiel. In Z ist —4 = (—1)22 = (—1)(-2)%

Definition. Sei R ein Integrititsring. Man nennt v € R (bzw. d € R) ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches (bzw. einen grofsten gemeinsamen Teiler), kurz kgV (bzw. ggT')
von ai,...,an € R, wenn a; | v und aus q; | v’ fir alle i folgt, dass v | v’ (bzw. d | a; fiir
alle ¢ und aus d' | a; fiir alle ¢ folgt d’ | d.
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Beobachtunyg.

a) Ist v ein kgV (bzw. d ein ggT) von ay,...,ay, so ist w (bzw. e) genau dann auch ein
kgV (bzw. ein ggT') von ay,...,an, wenn v ~ w (bzw. d ~ e) ist.

b) z |y = y ist ein kgV, z ist ein ggT (von z,y). Speziell: 0 ist ein kgV und x ein ggT
von 0, z.

Definition. Man nennt ay,...,a, € R teilerfremd, wenn 1 ein ggT von ay,...,a, ist,
d.h. jede Einheit ist ein ggT von ay, ..., ay.

Bemerkung 1. Ist d ein ggT von ay,...,a, und r | a; fir alle ¢ mit r # 0, so ist % ein
ggT von % ... % [Mit raj = a; fir alle i und rd’ = d gilt: Vi(z | aj) < Vi(re | a;) &

r

re | d<< x| d.] Spezialfall d = r: Ist d ein ggT von ay,...,a,, ein a; # 0, d.h. d # 0, so
sind %, ..., % teilerfremd.

Bemerkung 2.
a) Genau dann ist v € R ein kgV von ay,...,a, € R, wenn (v) = (a1) N--- N (ap).
b) Ist (d) = (a1,...,ay), so ist d ein ggT von aq,...,a,.

c) Ist (a1,...,a,) ein Hauptideal, so ist (d) = (a1, ..., a,) genau dann, wenn d ein ggT
von ai, ..., a, ist.

Speziell: Ist R ein Hauptidealring, so haben a1, ..., a, € R stets ein kgV und einen ggT.

Beispiel. In Z[X] sind 2, X teilerfremd, aber (2,X) # (1). In b) gilt die Umkehrung
also im Allgemeinen nicht.

Lemma. Haben a,b # 0 ein kgV v, so haben sie auch einen ggT d mit dv = ab.

Beweis. Sei v ein kgV. Wegen a,b | ab ist v | ab, etwa dv = ab fiir (genau) ein d, welches
ein ggT von a,b ist, denn: Wegen a | v und b | v, sowie dv = ab gilt da | ab und db | ab,
dh.d|bund d|a. Ausd | aund d' | b, etwa rd’ = a und sd’ = b folgt sa = rb =: v/,
wofiir a | v' und b | v/, also v | v/, etwa vt = v/, also rd'thb = atb = dvt = dv' = drb und

damit d't = d, also d’ | d. O
Satz. FEs sei R ein faktorieller Ring.

a) Alle aq,...,a, € R haben ein kgV und einen ggT.

b) Ist d € R ein ggT von ay,...,an € R und r € R, so ist rd ein ggT von rai,...,ray.
c¢) Sind x,a € R teilerfremd und x | ab, so ist x | b.

d) Sind z,y € R teilerfremd und x | a und y | a, so ist zy | a.

e) Fir a,b € R\ {0} mit a = up’fl---pfl", b = wplf---pi{b, u,w € R*, n > 1, alle
ki, l; > 0 und p1,...,pn paarweise nicht assoziierte Primelemente ist d = p|*---pir
ein ggT von a,b und v = pi*---pln ein kgV von a,b, falls v; = min{k;,l;} und
pi = max{k;,l;} fir allei.
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Bewezs.

a) Gemafl vorigem Satz ist (a1) N--- N (ap) = (v) fiir ein v € R, was nach Bemerkung
2a) ein kgV ist. Zur Existenz eines ggT: Induktion nach n. n = 2: Lemma. n > 2:
Nach Induktion gibt es einen ggT d’ von aq,...,a,_1. Nach Lemma gibt es einen ggT
d von d', a,. Dieses d ist ein ggT von ay,...,ay,.

b) O.B.d.A. r,d # 0. Nach a) gibt es einen ggT e von raq,...,ra,. Wir zeigen rd ~ e:
Aus rd | ra; fir alle ¢ folgt rd | e, etwa rds = e; aus e | ra;, also ds | a; fir alle i folgt
ds | d, etwa dst = d, d.h. st =1, also s € R*, also rd ~ e.

b b
c) 1ist ein ggT von x,a :)> b ist ein ggT von bx, ab i—% x|b.

b
d) 1isteinggTvonx,y:)>aisteinggTvona:U,ayundx laAy|a=zy|ayAzy | az,
also zy | a.

(v), d.h. gemafl Bemerkung 2a): v

e) Nach Lemma 4 zum vorigen Satz ist (a) N (b) =
2 ein ggT von a,b. Wir zeigen, dass

ist ein kgV von a,b. Nach obigem Lemma ist ¢

%b ~ d. Reicht zu zeigen: k;+1; = v;+p; fiir alle ¢, denn dann ab ~ vd. Aber allgemein
gilt: k + 1 = min{k, [} + max{k,(} fir k,l € Z. O

Korollar. FEs sei R ein faktorieller Ring und K = Q(R) sein Quotientenkorper.
a) Zu jedem x € K gibt es teilerfremde p,q € R mit ¢ # 0 und x = g.
b) Ist x € K Nullstelle eines unitiren f € R[X| mit deg(f) > 1, so ist x € R.

Beweis.

a) Es sei d ein ggT von r,s mit x = Z, sowie dp = r, dg = s. Nach Bemerkung 1 sind

p, q teilerfremd, z = 17;'

b) Nach a) ist x = % mit p,q teilerfremd, ¢ # 0. Es sei f = X" + Y15 ;X7 mit
ri € R. Aus f(z) = 0 folgt p" 4+ rp1p" g+ -+ ripg" "' + ropg" = 0, d.h. p" =
—q(rpp" 4 -+ rpg™ 2 + rg™ ). Jeder Primteiler von g teilt also p, also hat
q keinen Primteiler, d.h. ¢ € RX, also x = pg~! € R. O

2.4 Irreduzible Polynome

Konvention. R bezeichne im Folgenden stets einen Integritatsring.

Beispiel. Ist k ein Korper, f € k[X] irreduzibel, so ist f ein Primelement, sogar (f)
ein maximales Ideal, d.h K = Ek[X]/(f) ein Korper. Ist zudem deg(f) = n, so ist
1,X,... , X" eine Basis von K als k-Vektorraum. Ist ferner k = Z/(p) mit einer Prim-
zahl p, so ist |K| = |k|™ = p™. Spéter: Zu jedem n > 1 gibt es ein irreduzibles f € k[X]
mit deg(f) = n, je zwei Kérper mit p™ Elementen sind isomorph.

37



Beobachtung. Sei R ein Integritatsring. Fiir a,b € R hat aX +b € R[X] genau dann eine
Nullstelle in R, wenn a | b, zum Beispiel dann, wenn a € R*. Die Nullstelle ist eindeutig
bestimmt und gleich —g. In Z[X] hat 2X + 4 die Nullstelle -2, aber 2 ¢ Z*.

Bemerkung. Sei R ein Integritatsring, f € R[X]| normiert, deg(f) € {2,3}. Genau dann
ist f (ir)reduzibel, wenn f (k)eine Nullstelle in R hat.

Beweis. Wir zeigen: f ist reduzibel genau dann, wenn f eine Nullstelle hat. .= f = gh
mit g,h ¢ R* = deg(f) = deg(g) + deg(h) mit deg(g),deg(h) > 1 = deg(g) = 1 oder
deg(h) =1 = g oder h hat eine Nullstelle [die Leitkoeffizienten von g, h sind Einheiten,
da f normiert ist]. ,<“ f(r)=0,r e R= f=(X —r)f mit X —r ¢ R[X]* = R* und
deg(f’) € {1,2}, also f" & R[X]*. O

Beispiel.

0) X*+4 € Z[X] hat keine Nullstelle, ist aber reduzibel, da z.B. X% +4 = (X2 - 2X +
2)(X?% +2X +2).

1) X2 — 2 ist irreduzibel in Q[X], aber reduzibel in R[X]
2) X2 +1 ist irreduzibel in R[X], aber reduzibel in C[X]

3) Ist A ein Integrititsring und n > 1 ungerade, so ist f = X2 —Y" € A[X,Y] irreduzi-
bel. Dazu sei R = A[Y], also f € R[X]. Dann degy (f) = 2 und f hat keine Nullstelle
in R, denn: aus f(g) =0, d.h. ¢ =Y", g € R folgt 2deg(g) = n, also n gerade, was
ausgeschlossen ist.

Definition. Man nennt f € R[X] primitiv, wenn f # 0 und die Koeffizienten von f
teilerfremd sind, d.h. jeder ihrer gemeinsamen Teiler ist eine Einheit. Dies ist z.B. dann
der Fall, wenn ein Koeffizient 1 ist, etwa wenn f unitar ist.

Bemerkung. Jedes nicht konstante irreduzible f € R[X] ist primitiv. [Teilt » € R alle
Koeffizienten von f, so ist r ein Teiler von f]

Satz (Reduktionskriterium). Sei R ein Integrititsring, f € R[X]| nichtkonstant und
primitiv mit f = Y1y a; X", Gibt es ein Primideal P, so dass a, ¢ P und ist die
Reduktion f von f mod P irreduzibel ist in (R/P)[X], so ist f irreduzibel in R[X].

Beweis. Wegen f nicht konstant ist f weder Null noch eine Einheit. Aus f = gh in
R[X] folgt f =ghin (R/P)[X]. Da f irreduzibel ist, etwa g € (R/P)[X]*, insbesondere

deg(g) = 0, also deg(f) > deg(h) > deg(h) + deg(g) = deg(f) = deg(f), also deg(h) =
deg(f), d.h. deg(g) =0, also g € R*, da f primitiv ist. O

Beispiel. f = X% — X2 + 1 ist irreduzibel in Z[X]. Dazu: Reduktion modulo (2). In
Z/(2) hat f = X° + X? + 1 keine Nullstelle. Als echte Teiler von f kommen also nur
die Polynome von Grad 2 oder 3 in Frage, die selber keine Nullstelle haben. Das sind
X2+ X+1, X3+ X241, X3+ X + 1, aber daraus kann man f nicht bilden: (X2 +
X+D)XBP+X2+1) A fA X2+ X +D)(X3+ X +1).
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Lemma. Es sei R ein Integrititsring, f € R[X]. Aus f | rX™ mitr € R\ {0}, n > 1
folgt f = sX™ mits|r,m <n. [fg=rX" = f=fX%g=¢gX mitat+b=n
= flg=r=1{f,9 €R]

Satz (Kriterium von Eisenstein). Es sei R ein Integrititsring, f = > ya; X' € R[X]
nichtkonstant und primitiv. Hat R ein Primelement p mit pt an,p | an—1,p | Gn-2,...,D |
a1,p | ap,p* t ao, so ist f in R[X] irreduzibel.

Beweis. Wieder ist f weder Null noch eine Einheit. Aus f = gh folgt f = gh in
(R/(p))[X]. Nach Voraussetzung ist f = @, X" mit @, # 0. Gemif Lemma ist g = 7X*,
h=35X' k+1=n. Wegen p?{ ag ist k = 0 oder [ = 0 [aus k,[ > 1 folgt g(0) = 0 = h(0),
d.h. p | g(0), p | h(0), also p? | g(0)h(0) = f(0) = ap, ausgeschlossen], etwa k = 0, d.h.
deg(g) = 0, woraus man wie beim Beweis des Reduktionskriteriums auf g € R* schlieen

kann. O
Beispiel.

1) Hat a einen Primfaktor p mit p? { a, so ist X™ — a irreduzibel in Z[X] fiir alle n > 1.
7.B. ist X2 — p irreduzibel in Z[X] fiir Primzahlen p.

2) Fiir jede Primzahl p ist f = XP~1 4+ XP~24... 4+ X +1 irreduzibel in Z[X]. [Man hat
den Ringautomorphismus o: Z[X] — Z[X] mit o(g) = g(X +1), 0~ (h) = h(X —1).
Reicht zu zeigen: o(f) ist irreduzibel in Z[X]. Dazu: X - o(f) = o(X — 1) - o(f) =
o(X-1)f) =0c(XP—1) = (X + 1) —1und (X + 1) = XP + () XP~L + ... +
(pfl)X +1, also o(f) = XP~1 4 pXP~2 + ) XP3 + ... 4 (pr)X + p. Also erfiillt
o(f)die Voraussetzungen des Kriteriums von Eisenstein, denn fiir 1 <i < p —1 gilt
pl(£), dap!=il(p—i)(t) und p | p!, aber i!(p —i)! & (p)]

3) n >4 gerade = X" 14 X" 2 4 ... 4 X +1 € Z[X] ist reduzibel.

Beobachtung. Sei R faktoriell. Fir a,b € R\ {0} gilt a | b genau dann, wenn jeder
Primfaktor (mit Vielfachheit) von a auch Teiler von b ist. Speziell (b =1): a € R* genau
dann, wenn a keine Primfaktoren hat. Ferner sind aq,...,a, € R\ {0} teilerfremd, wenn
sie keine gemeinsamen Primfaktoren haben.

Definition. Es sei R ein kommutativer Ring. Fiir jedes Ideal I von R ist der Ringhomo-
morphismus R[X] — (R/I)[X], f+ f (mit f =31 @X" fir f =Y a; X?) surjektiv
und hat den Kern {37 ;a;X*: n > 0,a0,...,a, € I'}. Speziell ist diese Menge ein Ideal,
das von I in R[X] erzeugte Ideal, kurz IR[X]. Es gilt R[X]/IR[X] = (R/I)[X].

Bemerkung. I Primideal von R < IR[X] Primideal von R[X]. [R/I Integrititsring <
(R/I)[X] Integritdtsring]. Speziell gilt fir R Integritatsring und r € R: r Primelement
von R < r Primelement von R[X]. Ubrigens gilt auch: r irreduzibel in R < r irreduzibel
in R[X].

Lemma (GauB). Fir jeden faktoriellen Ring R gilt: Sind f,g € R[X] beide primitiv, so
ist auch f - g primitiv.
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Beweis. Primitiv heifit, dass die Koeffizienten keinen gemeinsamen Primfaktor haben.
Ist also p ein Primfaktor aller Koeffizienten von f-g, d.h. f-g € (p)R[X], also f € (p)R[X]
oder g € (p)R[X], d.h. p teilt alle Koeffizienten von f bzw. von g. O

Konvention. Im folgenden sei R immer ein faktorieller Ring.

Lemma. Sei R faktoriell, K = Q(R). Zu jedem h € K[X]\ {0} ¢ibt es u € K* mit
uh € R[X] primitiv.

Beweis. h =31 %Xi; Tny s € R\{0}; dein ggT vonro,...,rm; d # 0;dri =r; (1 <i <
n) = k' =371 ri X" € RIX] primitiv, dh’ = sh, also ¥/ =uh mit u=s/d € K*.] O

Lemma. Sei R faktoriell, K = Q(R). Ist f € R[X] primitiv und h € K[X] mit f-h €
R[X], so ist schon h € R[X].

Beweis. O.B.d.A. h # 0. Nehme u € K* wie im vorigen Lemma mit ' = uh € R[X]
primitiv. Schreibe u = a/b. Es gilt a | b in R (!), etwa ac = b mit ¢ € R, wofiir u = 1/c,
also h = 10’ = ¢h’ € R[X]. Noch zu (!): Nach dem Lemma von Gau8 ist fh' € R[X]
primitiv. Ist p Primfaktor von a, so teilt p alle Koeffizienten von afh = bfh', also
p|o. O

Folgerung. Ist R faktoriell, K = Q(R) und f € R[X]\ R primitiv, so gilt: f irreduzibel
in R[X] < f irreduzibel in K[X].

Beweis. < gilt ohnehin. Aus f ¢ R folgt f ¢ {0} UR*. Nun sei f = gh € K[X]. Nehme
wie vorletzten Lemma ein v € K* mit h' = uh primitiv, € R[X]. In f = (1g)n ist
%g € R[X] geméB Lemma, also nach Voraussetzung %g € R* oder ' € R* und damit
g € K* oder h € K*. O

Bemerkung. Sei R ein Integrititsring. Geniigt R der aufsteigenden Kettenbedingung fiir
Hauptideale, so tut dies auch R[X].

Beweis. Aus (fo) C (f1) C ... in R[X] mit 0.B.d.A. fy # 0 folgt deg(fo) > deg(f1) >
..., also gibt es n € N mit deg(f,) = deg(fn+1) = .... Fir k > n ist damit fr = 7 frr1
sogar mit 7, € R, also ¢y = rpcpy1 in R fiir die Leitkoeflizienten cg der fr, woraus folgt
(cn) € (ep+1) C ... und damit nach Voraussetzung (¢,,) = (¢m41) = ... fir ein m > n,
wofiir ¢ ~ cgy1, d.h. rp € R* fiir k > m, also auch (fp,) = (fm+1) = - .. O

Satz (GauBl). Ist R faktoriell, so ist auch R[X] faktoriell.

Beweis. Nach Bemerkung ist jedes f € R[X]\ ({0} U R*) Produkt von irreduziblen
Elementen (siehe Lemma am Anfang des Abschnitts iiber faktorielle Ringe). Noch zu
zeigen: Jedes irreduzible f € R[X] ist schon Primelement. Fall 1: f konstant, d.h. f = r,
r € R. Ist r irreduzibel in R[X], so ist r irreduzibel in R, also nach Voraussetzung
r Primelement von R und damit r Primelement von R[X]. [(r) Primideal von R =
(r) Primideal von R[X].] Fall 2: f nicht konstant. Nach Folgerung ist f irreduzibel in
K[X] mit K = Q(R). Aus f | gh in R[X], also f | gh auch in K[X], folgt, da f sogar
Primelement des Hauptidealrings K[X] ist, dass f | g oder f | h in K[X], womit nach
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Lemma auch f | g oder f | h in R[X]. Beachte, dass f primitiv ist. [Etwa f | g in K[X],
f9'=9,9' € K[X], g € RIX] = ¢ € R[X]] -
€111

a

Beispiel. Z[X] ist faktoriell, aber kein Hauptidealring.

k[X1,...,Xy] faktoriell, n > 1. Aber: R faktoriell, n > 2 = R[X1, ..., X,] kein Haupt-
idealring.

Korollar. R faktoriell = R[X,,...,X,| faktoriell, n > 1. Speziell: k Korper —

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind klar. O.b.d.A. n = 2, R[X,Y] = R[X, Xa].
Da (X), (Y) Primideale sind [etwa R[X,Y]/(Y) = R[X]], sind X,Y Primelemente mit
X # Y, insbesondere sind X,Y teilerfremd (!). Wére (X,Y) ein Hauptideal, so wére
(X,Y)=(1),dh. 1= fX +gY, also 1 =0, was ausgeschlossen ist. O

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung des Satzes von GauB. (Ubung) Aber K =
Q(R), R Integritatsring, dann ist K[X] ein Hauptidealring, aber z.B. R = Z[X] kein
Hauptidealring.

2.5 Ganze und algebraische Elemente

Definition. Es sei R C A eine Ringerweiterung, wenn A ein kommutativer Ring und
R ein Unterring ist. Fir jedes S C A heiit R[S] = {f(a1,...,an): a1,...a, € S, f €
R[X4,...,X,],n € N} die Ringadjunktion von S an R.

Bemerkung. Es gilt R[S] = {B € A: B Unterring von A mit RU S C B}, d.h. R[S] ist
der kleinste Unterring von A, der RU S umfasst. Speziell ist R[S] ein Ring, der natiirlich
kommutativ ist. Ist S = {ai,...,an}, so schreibt man Rlay,...,ay] anstelle R[S] und
Rla1,...,an] = {f(a1,...,an): f € R[X1,..., Xy]}. Speziell Rla] = {f(a): f € R[X]},
d.h. Rla] = {3 %ymia’: ro,...,7m € R,m € N}. Fiir den Einsetzungshomomorphismus
e: R[Xy,...,X,] = A, Xi — a; gilt Im(e) = Rlay,...,a,], also R[X1,...,X,]/ Ker(e) =
Rlay,...,ay]. Speziell: R noethersch = R|ay,...,a,] noethersch (Hilbertscher Basis-
satz).

Beispiel.
a) Z[vd])inZ C Cmit d € Z (2.B. Z[\/=5)) ist noethersch. Z[/d] Y, {x+Vdy: z,y € Z}.
b) R[X?, X3] in R C R[X] ist noethersch.

Definition. Eine Ringerweiterung R C A heifit endlich, oder kurz A endlich iiber R,
wenn A als R-Modul endlich erzeugt ist, d.h. es gibt a1, ...,a, € A mit Ra;+---+Ra, =
A.

Beispiel.
1) Z[V/d] ist endlich iiber Z, da Z[Vd| =Z-1+Z-/d
2) R[X?, X3] ist nicht endlich iiber R # {0}.
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3) C=R-1+R-+/—1 ist endlich iiber R.

4) Z C Q ist nicht endlich. Allgemeiner: Fiir jeden Integritétsring R ist K = Q(R) nur
dann endlich iiber R, wenn R ein Korper, d.h. R = K ist.

5) Es sei R ein kommutativer Ring, f € R[X], f normiert, n = deg(f) > 1, sowie
A = R[X]/(f). Der Ringhomomorphismus R — R[X] ka0 4 st injektiv. [ist r € R
mit 7 = 0 in A, d.h. r = fg in R[X], so muss g = 0 sein wegen deg(f) > 1, also
r = 0 in R.] Man kann R also als Unterring von A auffassen: Identifiziere r € R
mit 7 € A. Fiir x = X gilt A = R[z] und f(z) = 0. [mit f = 3" (X" ist f(z) =
St = S X =Y oriXt = f = 0in A] Ferner ist A endlich iiber R,

sogar als R-Modul frei mit der Basis 1, z, 22, 23,..., 2" 1.

Beispiel. Beispiele zu Beispiel 5:
1) Z[Vd] = Z[X]/(X* — d)
2) C2RIX]/(X?+1)

Bemerkung (Transitivitdt der Endlichkeit). Sind R € B und B C A endliche Ringer-
weiterungen, so ist auch R C A endlich. Genauer: 377" Rbj = BAY | Ba; = A =
Zn,m R(aibj) = A. [a = Z?:l Cibi; C; = Z;nzl Tijbj (1 <1 < n) = a = anaibj].

ij=1
Lemma. FEs sei R ein kommutativer Ring. Zu jedem normierten f € R[X] mit n =

deg(f) > 1 gibt es eine endliche Ringerweiterung R C A und ay,...,an, € A mit f
(X —a1) (X —ayp) in A[X].

Beweis. Induktion nachn.n=1: f = X —r, R= A, r = a1. n > 2: Nach Beispiel 5 gibt
es eine endliche Ringerweiterung R C A; und a1 € Ay mit f(a;) = 0 in Ay, d.h. f =
(X —a1)f1 in A;[X], wofiir deg(F') =n — 1 > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eine endliche Ringerweiterung A1 C A und asg, ...,a, € Amit f = (X —ay) -+ (X —ay).
Dann ist R C A endlich nach Bemerkung. O

Definition. Es sei R C A eine Ringerweiterung. Ein a € A heifit ganz iiber R, wenn es
ein normiertes f € R[X] gibt mit f(a) = 0 in A, d.h. es gibt eine Ganzheitsgleichung
a™ + Z?;ol ria’ = 0 fiir @ mit rg,...,7n—1 € R. Ist jedes a € A ganz iiber R, so heift
R C A eine ganze Ringerweiterung, oder kurz A ganz iiber R.

Beispiel.
1) R ist ganz iber R. [f = X — 7]

2) Ist a € A nilpotent (d.h. a™ = 0 fiir ein n € N) oder idempotent (d.h. a® = a), so ist
a ganz iiber R [f = X" bzw. f = X% — X].

3) Z[Vd] ist ganz iiber Z. [fir a = = + Vdy mit z,y € Z ist f(a) =0 fir f = X? — 2z —
X + 2?2 — dy?. Beachte f € Z[X].]

4) In R C R[X] ist X nur dann ganz iiber R, wenn R = {0} ist. [f € R[X] normiert,
0=f(X)=f=0=1in R]
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Satz. Jede endliche Ringerweiterung ist ganz.

Beweis. Es sei R C A eine endliche Ringerweiterung, A = Raq + - - - + Ray,, sowie a € A.
Fir 1 <i < n gibt es r;1,...,7,n € R mit aq; = 2?21 rijaj. Mit N = (r;;) € R™" ist
also a(ay ---ap)t = N(ay---ap)’, dh. M(ay---a,)T =0 fir M = al,, — N € A™™,
Fiir das charakteristische Polynom xy € R[X] von N ist also det M = xn(a) und xn
unitir. Es geniigt zu zeigen: det M = 0. Fiir die Komplementérmatrix M von M ist
MM = det(M) - I, also 0 = MM (ay - - - a,)” = det(M)(ay - - - a,)”, d.h. det(M)a; =0
(1 <i<mn).Mitl=>37",s;a; folgt det M = 0. O

Konvention. Im folgenden sei R C A stets eine Ringerweiterung.
Korollar 1. Fiir jedes a € A sind dquivalent:
i) a ist ganz iber R.

(%) m—1

it) Es gibt ein m > 1 mit Rla) = R+ Ra+---+ Ra

iti) Rla] ist endlich tiber R.

Beweis.
it = i %
iil = i Satz.
i=ii Ist am+Z?§01 r;a® = 0 mit ro, ..., ym_1 € R, so ist m wie verlangt in ii), denn: in
(%) ist ,0¢ klar, und mit ™ = — 327" rya liegen auch ™! = aa™, a2 = a?a™
usw. in R+ Ra+ ... Ra™ L. O
Korollar 2. Es sind dquivalent
i) A ist endlich tiber R.
it) Es gibt ganze by, ... by, € A mit A= Rby + - -+ + Rby,.
iti) Es gibt ganze ai,...,an, € A mit A= Rlay,...,ay].
Beweis. i = ii Satz.
ii = iii man verwende Rb; + ---+ Rb,, C R[b1,...,by] C A; dann: n = m, a1 = by fiir
alle i < n.
iii = i Induktion nach n. n = 1: Korollar 1. n > 2: nach Induktion ist B = R|ay, ..., ay]
endlich iiber R. Da a,, ganz tiber R ist, also auch iiber B, ist A = Bla,] endlich
iiber B (Korollar 1). Es folgt A endlich iiber R. (Bemerkung). O

Bemerkung. Speziell gilt fir ay, ..., a, € A: Rlay,...,ay] endlich iiber R < Rlay, ..., ay]
ganz iiber R.
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Definition. Man nennt R = {a € A: a ganz iiber R} den ganzen Abschluff von R in A.
Es gilt R C R C A. Im Falle R = R heifit R ganz abgeschlossen in A.

Beispiel. R faktoriell = R ganz abgeschlossen in K = Q(R).
Korollar 3.

a) R ist Unterring von A.

b) R ist ganz abgeschlossen in A, d.h. R= R, mit anderen Worten: Ist a € A ganz tiber
R so ist a ganz tiber R.

Beweis.

a) Sind z,y € R, so ist R[x,y] endlich iiber R (Korollar 2), also R[z,y] C R (Satz),
speziell x £ y,x -y € R.

b) Es sei a” + X" bia’ = 0, b; € R. Fiir B = R[by, . ..,b,_1] gilt a € B, also ist Bla]
endlich tiber B (Korollar 1), sowie B endlich iiber R (Korollar 2). Es folgt: Bla] ist
endlich iiber R (Bemerkung), also Bla] C R (Satz), speziell a € R. O

Korollar 4 (Transitivitdt der Ganzheit). Sind R C B und B C A ganze Ringerweite-
rungen, so ist auch A ganz tber R.

Beweis. o
ACB

BQR:BQR}: sfi=h

Definition. Eine Kérpererweiterung ist eine Ringerweiterung k C K, in der k, K beide
Korper sind. Ist eine Korpererweiterung k& C K endlich, d.h. dimg(K) < oo, so heifit
[K : k] = dimg(K) der Grad von k C K. Statt k C K schreibt man auch K/k, d.h. K
iiber k“

Bemerkung. Es seien k, L, K Korper mit K C L C K. Genau dann ist K/k endlich wenn
K/L und L/k beide endlich sind, dann gilt: [K : k] = [K : L] - [L : k].

Beweis. ,,<=“ schon fiir Ringe bewiesen. ,,=“ %. Noch zu den Graden: Aus kb; @ --- @

kbp, = L und La; & -+ & La, = K folgt wie frither 3, ; k(a;b;) = K, und die a;b; (1 <

i <n,1<j<m)sind linear unabhéngig, denn: 0 = 37, . Ajj(a;bj) = 3>°;(3°; Aijbj)a; =
€k

Folgerung. Hat eine Korpererweiterung K /k Primzahlgrad, so gibt es keinen Korper L
mit k C L C K.

Beispiel. RCC, [C: R] =2.

Lemma (Kronecker). Es sei k ein Korper. Zu jedem f € k[X]| mit n = deg(f) > 1
(speziell f #0) gibt es eine endliche Korpererweiterung K/k mit [K : k] < n! und dazu
ai,...,an € K mit f=c- (X —a1)--- (X —ay) fir ein c € k.
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Beweis. Induktion nach n. n = 1: wie fiir Ringe gilt f = 7EOX +b = c(X —(=b/c)),
=a]
K = k. n > 2: Da k[X] ein Hauptidealring ist, gibt es ein Primelement g € k[X] mit
g | f, wofiir 1 < deg(g) < n, und (g) ist maximales Ideal von k[X], d.h. K1 = k[X]/(¢9)
ist ein Koérper. O.B.d.A. ist g unitdr. Der Ringhomomorphismus k < k[X] o= K ist
an.

injektiv. [k Korper], also kann man k als Unterkoérper von K auffassen mit [K; : k] =
deg(g) < n. Wie im Beispiel ist a; = X Nullstelle von g in K71, also auch f(a;) = 0, d.h.
f=(X—a1)- f1furein f1 € K;[X] mit 1 < deg(f1) < n — 1. Nach Induktion gibt es
eine Korpererweiterung K/K; mit [K : K;] < (n—1)!und f;j =c- (X —ag) -+ (X —ay)
mit ag, ..., a, € K und ¢ € k. Nach Bemerkung ist [K : k] = [K : Ki]-[K; : k] <nl. O

Definition. Es sei £k C K eine Korpererweiterung. Man nennt a € K algebraisch iiber
k, wenn es ein f € k[X] gibt mit f # 0 und f(a) = 0; sonst heifit a transzendent iiber k.
Sind alle @ € K algebraisch iiber k, so heifit die Kérpererweiterung k& C K algebraisch
oder kurz K algebraisch tiber k.

Beobachtung. a € K (bzw. K) algebraisch iiber k. <= a (bzw. K) ist ganz iiber k.
Satz. Jede endliche Korpererweiterung ist algebraisch

Beweis. Mit dem entsprechenden Satz tiber Ringerweiterungen, oder direkt: Es sei n =
[K : k]. Fiir a € K sind 1,a,a?,...,a" k-linear abhingig, d.h. es gibt \g,..., A\, € k
mit S o Nia® = 0 und \; # 0 fiir ein 7. Fiir f = " o \X? € k[X] ist f # 0 und
f(a) =0. O

Definition. k = {a € K: a algebraisch iiber k} den algebraischen Abschluss von k in
K. Wie friiher ist k ein Unterring von K, sogar ein Kérper: Fiir a € k mit a # 0 nehme
man 7o, ..., € k mit 3" or;a’ = 0 und r; # 0 fiir ein 7. Dafiir ist 0 = a% S il =
mori(3)" also L € k.

Definition. Fir S C K gilt k[S] C K. Die Korperadjunktion von S C K an k ist
k(S) ={a € K: es gibt x,y € k[S] mit y # 0 und a = 7}. Es gilt k[S] € k(S) € K und
k(S) ist ein Korper. Genauer: k(S) = ({L € K: L Unterkorper von K,k U S C L},
d.h. k(S) ist der kleinste Unterkérper von K, der k U S umfasst. Fir S = {a1,...,a,}
schreibt man k(ay,...,ay) anstelle k(5). Es gilt

Alye.ny @
K(ar, ... an) = {f(l”): Fg € kX1, .., Xol glar, . ., an) ;éo}
glat,...,an)
Lemma. FEs sei k C K eine Korpererweiterung. Sind aq,...,a, € K algebraisch tiber
k, so ist klai,...,an) = k(a1,...,ay).
Beweis. Fiir B = klay,...,ay,] ist zu zeigen: B ist ein Korper. Als Unterring von K

ist B ein Integridtsring. Nach Korollar 2 ist B endlich tiber k, d.h. dimg(B) < oc.
Fir b € B\ {0} ist pp: B — B,z — xb k-linear [sogar B-linear| und injektiv [B
Integritéatsring, b # 0], also biektiv. Speziell ist 1 € Im(up), d.h. b € B*. O

Bemerkung. Beachte jedoch, dass z.B. k[X] C k(X).
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Satz (Definition und Eigenschaften des Minimalpolynoms). Es sei k C K eine Korperer-
weiterung. Ist a € K algebraisch iber k, so gibt es genau ein irreduzibles und normiertes
f € Kk[X] mit f(a) = 0, das Minimalpolynom von a tber k. Weiterhin gilt fir jedes
g € k[X]: gla) =0 f|g. Und mit n = deg(f) ist 1,a,a?,...,a""! eine k-Basis von
k(a).

Beweis. Fiir e,: k[X] — K, g — g(a) ist Ker(e,) # {0} [a ist algebraisch tiber k], also
Ker(eq) = (f) fiir ein normiertes f € k[X], und Im(e,) = k[a] = k(a) ist ein Korper,
also (f) ein maximales Ideal von k[X] [verwende k[X]/Ker(e,) = Im(e,)], also ist f
irreduzibel. Fiir g € k[X] gilt: g(a) =0 < f | g. Ist f' € k[X] irreduzibel und normiert
mit f'(a) = 0, d.h. f/ = fh fir ein h € k[X], so ist h € k* [f’ irreduzibel], sogar
h =1 [f’, f normiert], d.h. f' = f. Aus k[X]/(f) = k1 ® kX ©--- © kX" ! folgt lings
k[X]/(f) = k(a), dass k(a) = k1 © ka @ --- @ ka™ 1. Beachte £,(X) = a. O

Beispiel.

1) Fiir n > 1 und eine Primzahl p ist X" — p das Minimalpolynom von {/p € R iiber
Q, speziell ist [Q({/p) : Q] = n. Damit ist der algebraische Abschluss Qvon Qin C
nicht endlich iiber Q. Natiirlich ist Q algebraisch iiber Q.

2) Fiir Primzahlen p, ¢ mit p # g ist f = X*—2(p+q) X2+ (p—q)? das Minimalpolynom
von a = /p + /q iiber Q. Denn a* = p+q+2/pg = (a> — (p+q))* = 4pq = a
ist Nullstelle von (X2 — (p+¢))? —4pq = X* —2(p + ) X2 + (p + ¢)> — 4pq = f.
Speziell gilt [Q(a) : Q] < 4. Wegen q = (a — \/]3)2 =a’+p— 2a,/p und a # 0 ist
Q(\/p) € Q(a), jedoch ist a ¢ Q(/p) (!), d.h. Q(\/p) € Q(a), woraus mit [Q(,/p) :
Q] = 2 folgt: [Q(a) : Q] = 4 [Gradgriinde]. Fiir das Minimalpolynom fp von a iiber Q
ist deg(fo) = 4, sowie fy | f, also fo = f [f ist unitér, deg(f) = 4]. Noch zu (!): Wére
a € Q(\/p), so wire a =+ s,/p mit r,s € Q, also \/g =r + (s — 1),/p, worin s # 1
[sonst /g € Q] und r # 0 [sonst \/pg = (s — 1)p € Q, was wegen p # ¢ unmdglich
ist], sowie ¢ = r? + (s — 1)*p+27(s — 1) \/p, also \/p € Q, was unmoglich ist.

—_— ———

€Q #0

QAP +a)

T
\/

3) Fiir jede Primzahl p ist f = XP~! + XP=2 4 ... + X + 1 das Minimalpolynom von
a = e*™/P ¢ C iiber Q, denn f ist irreduzibel und (a—1)f(a) = a?—1 =0 = f(a) =
und f ist normiert. Im Fall p = 3 ist a = >™/3, f = X2 4+ X + 1:
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Bemerkung. Es sei k C K eine Korpererweiterung, f € k[X| normiert und ¢ € K mit
f(a) = 0. Dann ist f das Minimalpolynom von a iiber k genau dann, wenn deg(f) =
[k(a) : k] ist. In diesem Falle ist f irreduzibel. Zum Beispiel ist fiir a € K \ k jedes
f € k[X] mit deg(f) =2 und f(a) = 0 schon das Minimalpolynom von a tber k.

Lemma. Es sei R ein Integritdtsring mit Quotientenkorper K, K C L eine Korperer-
weiterung, a € L. Genau dann ist a ganz iber R, wenn a algebraisch iber K ist und die
Koeffizienten des Minimalpolynoms von a iber K alle ganz iber R sind.

Beweis. O.B.d.A. ist a algebraisch iiber K. Es sei f das Minimalpolynom von a iiber
K, und R" der algebraische Abschluss von R in L.

w=t fe R [X] = a ist ganz iiber R = aist ganz iiber R.

»="" Nehme g € R[X]| normiert mit g(a) = 0. Es gibt eine Korpererweiterung L C M
und by,...,bp € M mit f = (X —b1)--- (X — by). Wegen f | g ist g(b;) =0, also
b € B (= algebraischer Abschluss von R in M) fir alle . Es folgt f € rY [X]
[Die Koeffizienten von f sind Polynome in by,...,b,] und damit f € RL[X ], da
feK[X]CLX]umd R nL=R" (). 0

RM c M

Ul Ul

—I

R C L > a
Ul Ul

R C K =Q(R)

Satz. Ist d € 7\ {0,1} quadratfrei, d.h. p* { d fiir alle Primzahlen p, so gilt fiir den
algebraischen Abschlus Z von Z in Q(\/d) (dabei gilt m =nmod k < k| m —n):

7 _ Z[Vd]  fallsd#1 (mod 4)
Z[1+2‘/g] fallsd =1 (mod 4)
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Beweis. Da X? — d nach Voraussetzung keine Nullstelle in Z hat, ist X? — d in Z[X],
also auch in Q[X] irreduzibel und damit das Minimalpolynom von Vd iiber Q. Speziell:
[Q(Wd): Q) =2, Q(Vd) =Q-1®Q(vd). Fall d # 1 mod 4: ,D¢ Z[\/d] ist endich iiber
7, also ganz iiber Z. ,C“ Es sei a € Z, a =  + yvd mit z,y € Q. Ist y = 0, so ist
a=2z¢€Qalsoa € ZNQ =Z.Ist y # 0, speziell a ¢ Q, so ist f = X2 22X + (2? —dy?)
nach Bemerkung das Minimalpolynom von a tiber Q, da f(a) = 0. Geméfl Lemma ist
2z € Z und z? — dy? € Z, also 42 € Z und 4dy? € Z. Da d quadratfrei ist, ist auch
el 2y=1%,rs €= (4dy*)s* = dr?, dh. zs* = dr? fir z =4dy* € Z = aus p | s
folgt p | =, p prim = s | r]. Mit u = 2z € Z, v = 2y € Z ist u? — dv® = 4 (2 — dy?),

—_——
EZ

d.h. u? = dv®> mod 4. Fall 1: v gerade = u gerade = xz,€ Z. Fall 2: v ungerade =
v> = 1mod 4 = u? = dmod 4 = v ungerade = u?> = 1 mod 4 = d = 1 mod 4, was
ausgeschlossen ist. Der Fall d = 1 mod 4 ist dhnlich zu beweisen. O

3 Korper

3.1 Galoiserweiterungen

Definition. Fiir jeden Ring R ist p: Z — R,z + z - 1 ein Ringhomomorphismus, also
Ker(p) = (n) fiir genau ein n > 0. Dieses n nennt man die Charakteristik von R, kurz
char(R) = n. Fiir jeden Unterring R’ von R ist Im(p) C R/, also p =iop/ firi: R — R,
p 7 — R zw— z-1, d.h. folgendes Diagramm kommutiert:

Z——R
R/
Es folgt Ker(p) = Ker(p) und damit char(R) = char(R’). Ist R ein Integritétsring, so ist

auch Im(p) = Z/ Ker(p) ein Integritatsring, d.h. Ker(p) = (char(R)) ist ein Primideal,
d.h. char(R) = 0 oder char(R) = p fiir eine Primzahl p.

Definition. Fir jeden Korper K definieren wir den Primkérper Ko von K durch Ky =
Im(p), falls char(K) = p mit einer Primzahl p bzw. Ky = Im(p), falls char(K) = 0, wobei
Q= K,: % der von p induzierte Ringhomomorphismus sei, welcher injektiv ist.
[hier: p injektiv].

Bemerkung. In jedem Fall ist Ky ein Korper, genauer gilt

oo Q falls char(K) =0
0= Z/(p) falls char(K)=p

Es gilt sogar K O ({L € K: L Unterkérper von K }. Speziell ist K der kleinste Un-
terkorper von K. Noch zu (!): ,C“ Fiir alle L wie oben ist Im(p) C L. Fall char(K) = p:
Ko = Im(p). Fall char(K) = 0: Sogar Im(p) C L fiir alle L wie oben [fiir £ € Q sind

p(r),p(s) € L, also % € L, da L ein Korper ist]. Es ist Ko = Im(p).
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Bemerkunyg.
a) Ist K ein eindlicher Korper, so ist char(K) = p und |K| = p" fiir eine Primzahl p.

b) Ist R ein kommutativer Ring mit char(R) = p fiir eine Primzahl p, so ist F': R —
R,z — 2P ein Ringhomomorphismus, der sogenannte Frobeniushomomorphismus von
R.

Beweis.

a) Wegen Ko C K ist Ko 2 Q, also Ko = Z/(p) fiir eine Primzahl p. Ferner n = [K :
Ky] < oo und K = K, also |K| = p".

b) Fir 0 < k < pist p | (¥), dh. (}) = 0 in Z/(p) und damit auch in R, da ja
Z/(p) > R ein Ringhomomorphismus ist. Es folgt

p—1

Flz+y)=(z+yP =a"+ ) (})a"y" ™" +yP = a? +y" = F(z) + F(y)
k=1
0
Ohnehin gilt F(1) = 1P =1, F(zy) = (zy)? = 2Py? = F(z)F(y). O

Definition. Es sei K ein Korper. Man nennt

Aut(K) = {o: K — K: o bijektiver Ringhomomorphismus}
die Automorphismengruppe von K. Fiir jeden Unterkorper k von K ist Gal(K/k) = {o €
Aut(K): ol = idg} eine Untergruppe von Aut(K), die Galoisgruppe von K iiber k.
Beispiel.

0) Gal(K/K) = {idx} und Gal(K/Kp) = Auwt(K) [fir z € Z und 0 € Aut(K) ist
o(z-1)=c(1+---+1)=0c(1)+---+0(1) = z0(1) = z- 1 bzw, wenn char(K) =0,

dann Ky = %i £ €Q} und U(%) = ZEZB - 73%]

1) Es sei d € Z\ {0,1} quadratfrei, K = Q(+/d). Mit K = Q1 ® QVd sei 7: K — K
mit 7(z + yvVd) = z — yV/d. Nun ist 7 € Aut(K), und fiir jedes o € Aut(K) ist
o(Vd)? = o(Vd') = o(d) = d, dh. o(v/d) = £vd, d.h. o = idg oder o = 7. Es folgt
Aut(K) = {id, 7}.

2) Es sei p eine Primzahl, K = Q(¥/p) mit a = ¢p ist K = Q1 © Qa & Qa?. Fiir jedes
o € Aut(K) ist 0(a)® = o(a®) = o(p) = p, also o(a) = a, da o(a) € R und damit
o(a*) = o(a)* = a?, also 0 = id und Aut(Q(/p)) = {id}.

3) Es seien p # ¢ Primzahlen, K = Q(a) mit a = \/p + \/q. Wegen a?=p+q+ 2,/pq,
a® = (p+39)y/p+ (3p + q)\/q ist auch K = Q1 & Q/p & Q/g ® Q/pq. Fiir o €
Aut(K) ist wie oben o(,/p) = £/, 0(\/q) = £/q und damit o(\/pq) = £.,/pq.

Als Elemente von Aut(K) kommen also nur die folgenden Q-linearen Isomorphismen
01,092,03,04: K — K in Frage:
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IR/ V. R/
oL Vb Vi pg
oo |1 =P V4 —Pq
o3 | 1 VP =4 —\/Pg
oo |1 —p =4 /Pq

Nun sind 01,02, 03,04 alle Ringhomomorphismen (!) und damit Aut(K) = {01 =
id, 09, 03,04}. Also ist Aut(K) = Z/(4) oder Aut(K) = V mit der Kleinschen Vierer-
gruppe V. Wegen o2 = id fiir i = 1,...,4 ist Aut(K) % Z/(4), also Aut(K) = V.

Lemma (Dedekind). Es seien K, K' Korper, n > 1. Fir paarweise verschiedene Ring-
homomorphismen @1, ...,on: K — K' gilt:

a) Firyy,...,yn € K' gilt: Ist > 1y yipi(x) = 0 fir alle x € K, so isty1 =y = -+ =

b) L={xe€ K: ¢i1(x) =--- = pu(x)} ist ein Unterkérper von K mit [K : L] > n. Das
gilt auch fir [K : L] £ cc.

Beweis.

a) Induktion nach n. n = 1: Aus 0 = y1p1(1) = y11l = y1 folgt“ y1 = 0. n > 2:
Fir y € K’ und ¢: K — K’ sei yp: K — K',x — yo(z) (damit wird (K")¥
zu einem K’-Vektorraum). Speziell gilt: Yy, = 0 < Vo € K(X yipi(z) = 0).
Annahme: Ji(y; # 0). O.B.dA. i =1, y3 = —1, dh. 1 = > svipi. Es folgt:
s Yivi(a)pi(z) = Yo vipi(ax) = pi1(ax) = g1(a)p1(z) = pi1(a) ity vipi(w) fir
alle a,z € K, also Y ;"5 yi(pi(a) — v1(a)) ¢; = 0 fiir alle a« € K. Nach Induktion ist

€K’
yi(pi(a) —¢1(a)) = 0 fur alle @ € K und ¢ > 2. Fiir jedes ¢ > 2 gibt es a € K mit
wi(a) # pi(a), womit y; = 0 folgt, also y101 = 0 und damit (n = 1): y; = 0, also
Widerspruch.

b) L={z € K: p1(z) =--- = pp(x)} ist ein Unterkérper von K. (!) Noch zu zeigen:
[L : K] > n. Dafiir ist zu zeigen, dass aus K = >%_; La; folgt, dass r > n. Dazu:
Fir M = (cpi(aj));f':j e (K™ ™ ist p: (K')* — (K')",s — Ms K'-linear. Es reicht
zu zeigen: p ist injektiv. Dazu sei s = (y1,...,yn)? € (K')" mit Ms = 0. Fiir jedes
r € K mit x =377 Aja; (A; € L) folgt

Yo vivi() =Y wipi(N) wilag) = Y 01(X) Y wilaj)yi =0
i=1 ij j i

———
e1(A)) R
(Ms);=0
Nach a) ist y1 =y2 =+ =y, =0, d.h. s =0. O

Folgerung. Fir jede endliche Korpererweiterung k C K ist | Gal(K/k)| < [K : k]. Insbe-
sondere ist Gal(K/k) eine endliche Untergruppe von Aut(K).

50



Beweis. Fiir n > 1 paarweise verschiedene o1,...,0, € Gal(K/k) ist £k C L C K fir
L={x€ K: pi1(z) =+ = pu(x)} und nach Lemma b) ist L ein Kérper mit [K : L] > n,
also [k : k] = [K : L]-[L: k] > n. O

Definition. Eine endliche Korpererweiterung k < K heifit galoissch oder Galoiserwei-
terung, wenn in obiger Folgerung ,=* gilt, d.h. | Gal(K/k)| = [K : k].

Beispiel. Q(V/d) und Q(,/p+ /) sind galoissch iiber Q, Q(/p) ist nicht galoissch iiber
Q.

Bemerkung. Jeder endliche Kérper K ist iiber seinem Primkorper Ky galoissch. Ge-
nauver: Mit Ko = Z/(p) ist |K| = p"™ fir n = [K : Kp]. Speziell ist |[K*| = p" — 1,
also a?" =1 =1 fiir alle a € KX, d.h. " = q fiir alle ¢ € K, dh. F* = id fiir den
Frobeniushomomorphismus F': K — K,z — aP. Es gilt sogar: ord(F) = n, denn ist

=id, d.h. X?" — X hat alle a € K als Nullstellen, so ist p” < p", d.h. n < r. Es folgt:
Gal(K/Ky) = Aut(K) ist gleich (F') eine zyklische Gruppe der Ordnung n = [K : Kj).
Beachte | Gal(K/Kj)| < n. Spezialfall n = 1: In Z/(p) ist F' = id, d.h. fiir alle z € Z ist
2P = x mod p (Kleiner Satz von Fermat).

Definition. Ist K ein Korper und G eine Untergruppe von Aut(K), so ist Fixx (G) =
{z € K: o(x) =z fir alle 0 € G} ein Korper, der Fizkorper von G in K. Ist G zudem
endlich, so hat man Tr: K — K,z — Y, o(z), die Spur von G in K (,trace®). Diese
ist Fixy (G)-linear. Nach dem Lemma von Dedekind ist Tr # 0, d.h. Tr(a) # 0 fiir ein
a€ K.

Bemerkung. Fiir jede endliche Untergruppe G von Aut(K) ist Im(Tr) = Fixx (G).

Beweis. ,C“: Fir p € G ist pG = G, also fir y = Tr(z) = Y ,cqo(x):

=2 po(@) = 3 w(@) =3 w(@)=Tr@) =y
ceG TepG TeG
»,2% Nehme a € K mit Tr(a) # 0. Dafiir Tr(a) € Fixx(G) geméB ,,C« Fir y € Fixg (G)
ist also x = y/ Tr(a) € Fixg(G) mit y = 2 Tr(a) = Tr(za) € Im(Tr). O

Lemma (Artin). Ist K ein Korper, und G eine endliche Untergruppe von Aut(K), so
ist K galoissch tiber k = Fixg (G) mit Gal(K/k) = G, speziell [K : k] = |G].

Beweis. Essei G = {o1,...,0n}, |G| = n. Fur [K : k] < nist zu zeigen: Sind ay,...,a, €
K k-linear unabhéngig, so ist 7 < n. Reicht zu zeigen: Die k-lineare Abbildung p: K™ —
K" s Msmit M = (0; '(a;));; € K™ ist injektiv. Dazu sei s = (y1,...,y,)" € K"
mit Ms = 0. Fiir die Spur Tr = 3"}, 0; von G in K und z € K ist

S Tr(aey;)a; = ZZM% zzaﬂ,w] =3 (Za ajy])_o

7=1

(Ms);=0
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also Tr(zy;) = 0 fiir alle j [a1,...,a, sind k-linear unabhangig und Tr(zy;) € Im(Tr) =
Fixg (G) = k|. Nehme a € K mit Tr(a) # 0. Wére y; # 0 fiir ein j, so wire x = a/y; € K
mit zy; = a, also Tr(zy;) # 0 fiir dieses j, was unméglich ist. Damit ist y1 = --- =y, = 0,
d.h. s = 0. Also [K : k] < n. Mit G C Gal(K/k) folgt aus [K : k] <n, dass n = |G| <
| Gal(K/k)| < [K : k] < n, also G = Gal(K/k) und | Gal(K/k)| = [K : k|, speziell ist
K /k galoissch. O

Satz (Erste Charakterisierung der Galoiserweiterungen). Fir jede Korpererweiterung
k C K sind folgende Aussagen dquivalent:

i) K/k ist galoissch.

it) K/k ist endlich und Fixg (Gal(K/k)) = k.
iti) Es gibt eine endliche Untergruppe G von Aut(K) mit Fixk (G) = k.
Bemerkung. Fixyi(Gal(K/k)) = k bedeutet, dass Vo € K\ k Jo € Gal(K/k) (o(z) # x).
Beweis.

i = ii K/kistendlich. Nach der Folgerung zum Lemma von Dedekind ist G = Gal(K/k)
endlich. Nach dem Lemma von Artin ist also K galoissch iiber k¥ = Fixg(G). In

KCkCKgilt [K:k]=|G|=[K:k],also [k:k] =1, dh. k= k.

ii = iii Wie oben ist G = Gal(K/k) endlich.
iii = i Lemma von Artin. O

Bemerkung. Fir G wie in iii) muss G = Gal(K/k) sein [Lemma von Artin].

Anwendung. Ein Korper K ist genau dann galoissch iiber seinem Primkorper Ky, wenn
K /Ky endlich und Fixg(Aut(K)) = Ky ist. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn
K endlich ist, auch fiir K = Q(v/d) und K = Q(\/p+ /q), jedoch nicht fiir K = Q(¢/p).

Korollar. Fir jede endliche Korpererweiterung k C K ist | Gal(K/k)| ein Teiler von
[K : k] und Fixg(Gal(K/k)) ist der kleinste Zwischenkérper von k C K, iber dem K
galoissch ist.

Beweis. Mit G = Gal(K/k), k = Fixg(G) ist G endlich (Folgerung zum Lemma von
Dedekind), also K/k galoissch mit Gal(K /k) =@ (Lemma von Artin). Speziell: |G| |
[K : k], genaver: [K : k| = [K : k|- [k : k] = |G|- [k : k|. Ist L ein Zwischenkorper
mit K/L galoissch, so gilt k C Fixg(Gal(K/L)) = L [G D Gal(K/L), K/L galoissch,
Satz). O

Satz. Fir Korper k C L C K gilt: Ist K/k galoissch, so ist auch K/L galoissch. (Fir
L/k siehe unten!)
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Beweis. Fir G = Gal(K/k), H = Gal(K/L) ist |H| < [K : L] (Folgerung zum Lem-
ma von Dedekind). Ist G/H = {o1,...,0,} mit [G : H| = r, so sind auch die Ring-
homomorphismen o;|: L — K,z +— 0;(X) mit 1 < i < r paarweise verschieden,
denn: i, = oj| & O'j_ldi € H & o;H = o;H (beachte H = Gal(K/L)!). Fir

Ly={ze€L:01(X)="---=o0,(z)}istalso [L: Ly] > r (Lemma von Dedekind), woraus
folgt: |H|-r = |G| =[K : k] =[K : L|-[L: Lo] - [Lo : k] > [K : L] - r [Lagrange, K/k
galoissch], d.h. |H| > [K : L]. O

Satz (Hauptsatz der Galoistheorie). Es sei k C K galoissch, G = Gal(K/k).

a) Mit L ={L: L Zwischenkérper von K/k} undH = {H: H Untergruppe von G} sind
die Abbildungen

L— H,L— Gal(K/L) H — L,H — Fixg(H)
zueinander inverse, ordnungsumkehrende Bijektionen. Hier: C als partielle Ordnung.

b) Fir L € L mit H= Gal(K/L):
1) [K:Ll=|H|und [L:k]|=|G: H].
2)VoeG: (0(L) C L« o€ Ng(H)).
3) L/k galoissch < H < G. In diesem Fall ist Gal(L/k) = G/H.

Bewess.

a) L1 - L2 = Gal(K/Ll) D) Gal(K/Lg); H1 - H2 = FiXK(Hl) D) FiXK(HQ). Geméf
Lemma von Artin ist Gal(K/Fixg(H)) = H fir jedes H € H. Fiir jedes L € L ist
K /L galoissch (voriger Satz), also Fixg (Gal(K/L)) = L (vorvoriger Satz).

b) 1) Wegen K/L galoisschist [K : L] = |H|, also |H|-[L : k] = [K : k] = |G| = |H|-[G :
H] [K/k galoissch, Lagrange], d.h. [L: k] = [G : H].

2) Fiir jedes 0 € G gilt Gal(K/o(L)) = cHo~!, denn: Fiir jedes o € G gilt p €
Gal(K/o(L)) < po|p = ol & o7 lpoc € H & p € cHo L. Mit a) folgt fiir
c€ G oll) CL <& cHo ' D He ocHo ! = H & o € Ng(H). Speziell:
VoeG: (o(L)C L)< G=Ng(H)< H<G.

3) .= Es sei Gal(L/k) = {o1,...,0,} mit |Gal(L/k)| = r. Wére o(L) € L fiir
ein 0 € G, so wire L — K % K von jedem L — K 2 K verschieden. Fiir
Ly={z € L:o(x) =o01(x) =+ = o,(x)} wire dann [L : Ly > r + 1 (Lemma
von Dedekind), also [L : k] > r+ 1, aber da L/k galoissch nach Voraussetzung ist,
ist [L : k] = r, was unmoglich ist.

,<=“Da o(L) C L fir alle 0 € G, hat man p: G — Gal(L/k),o — o|r. Dieses

p ist ein Gruppenhomomorphismus mit Ker(p) = H. Also ist G/H = Im(p) C
Gal(L/k). Es folgt

[L:k] =[G : H] = |Tm(p)| < | Gal(L/k)| < [L : K]

1

und damit ist L/k galoissch, Im(p) = Gal(L/k), also G/H = Gal(L/k). O

93



Korollar 1 (Bestimmung des primitiven Elements). Zu jeder Galoiserweiterung k C K
gibt es ein a € K mit K = k(a).

Beweis. Ist k endlich, so ist auch K endlich, also K* zyklisch. Aus K* = (a) folgt
K = k(a). Nun sei k£ unendlich. Im Hauptsatz ist #, also auch £ endlich (dies geniigt,
zusammen mit k& unendlich, fir’s Folgende). Also: {k(a): a € K} C £ hat ein bzgl. ,C¢
maximales Element, etwa k(ag), wofir K = k(ag), denn: Fir b € K zeige b € k(ap) wie
folgt. Die Abbildung k¥ — £,z — k(ao + bz) kann nicht injektiv sein. [k ist unendlich,
L aber endlich], also k(ag + bx) = k(ap + by) fiir ein = # y aus k. Mit L = k(ag + bx)
ist L € £ und b(x —y) = ap + bxr — (ap + by) € L, also b € L und damit ap € L, d.h.
k(ap) C L. Also ist k(ag) = L. Speziell ist b € k(ap). O

Korollar 2 (Bestimmung des Minimalpolynoms). FEs sei k C K eine Galoiserweiterung,
[K : k] =n, G = Gal(K/k). Fir das Minimalpolynom f eines beliebigen a € K tber
kogilt f = TI;_1(X — a;), wobei {a1,...,as} = {o(a): 0 € G} mit a; # a; fir i # j.
Insbesondere zerfillt f in K[X] in paarweise verschiedene Linearfaktoren.

Beweis. G operiert auf K durch Gx K — K, (0,z) — o(x). Aus S(a) = {0 € G: o(a) =
a} = Gal(K/k(a)) folgt mit b. 1) des Hauptsatzes: [k(a) : k] = [G : S(a)], d.h. deg(f) =
|B(a)] = s wegen B(a) = {o(a): 0 € G} = {a1,...,as}. Wegen f € k[X] ist f(o(a)) =
o(f(a)) fir jedes o € G. Mit f(a) = 0 folgt f(a;) = 0 fir alle . Alsoist f =g -[[;—;(X —
a;) in K[X], worin g = 1 wegen deg(f) = s und f normiert.

Beispiel. Q C Q(,/p + /q) wie in Beispiel 3). Wir wissen G = Gal(Q(\/p + 1/q)/Q) =
{id, 09,03,04} = V. V hat die drei nichttrivialen Untergrupppen H; = {id,o;} mit
i € {2,3,4}. Diese entsprechen den Zwischenkérpern Ly = Q(1/q), L3 = Q(\/p), L4 =

D

Q(vpa)-
4 Q
2 2 2 2
Hy /21-13\ Hy — Lo /2[,3\ Ly
el A Sl 7
{id} Q(vp+ va)
Das Minimalpolynom von a = /p + /¢:
iiber Q: (X —a)(X = o2(a)) (X — 03(a))(X — 04(a)) =

= X' —2(p+¢) X+ (p—q)°
iiber Ly = Q(\/7): (X —a)(X —o2(a)) = X?—-2/gX +q—p
iiber Ly = Q(\/p): (X —a)(X —o3(a)) = X2 —2/pX +p—q
iiber Ly = Q(ypa): (X —a)(X —0u(a)) = X* —p+q+2/pg
tiber Q(p+4q): X—-a=X-(/P+Q)
Korollar 3 (Bestimmung des Fixkorpers). Sei K/k eine Galoiserweiterung und sei H ei-
ne Untergruppe von Gal(K/k). Sei K = k(a) und [[,eg(X —o(a)) = XM +cp1 XM 14
-+ ¢o € K[X]. Dann ist Fixg(H) = k(co, .-, cm-1)-
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Beweis. Aus K = k(a) folgt o(a) # 7(a) fir 0 # 7 € Gal(K/k). Weil K tber L :=
Fixg (H) galoissch ist mit Gal(K/L) = H ist nach Korollar 2 g := [[,cy(X — o(a))
das Minimalpolynom von a iiber L. Insbesondere liegen die Koeflizienten cg, ..., cn_1
von g in L, also L' := k(co,...,cm—1) C L. Andererseits ist g € L'[X] auch das Mini-
malpolynom von a tiber L' [da immer noch normiert, a ist Nullstelle, irreduzibel]. Also
[K:Ll=degg=[K:L]= L =L. O

3.2 Zerfallungskorper

Definition. Sei K/k eine Korpererweiterung und f € k[X]| nichtkonstant. K heifit
Zerfillungskérper von f uber k, falls f iiber K in Linearfaktoren zerfillt und f iiber
keinem echten Zwischenkoérper £ C L C K in Linearfaktoren zerfallt.

Beispiel. C ist ein Zerfillungskorper von X2 + 1 iiber R.

Bemerkung. Zu jedem nichtkonstanten f € k[X] existiert ein Zerfillungskorper von f
iber k.

Beweis. Wéhlt man nach dem Lemma von Kronecker (Abschnitt 2.5) eine Korperer-
weiterung E/k mit f = ¢(X —ay1)--- (X — a,) mit ay,...,a, € E und ¢ € k, so
leistet K := k(a1,...,an) das Gewilinschte [denn ist £k C L C K und df,...,a), € L
mit f = ¢(X —d}) - (X —al,), so ist a; € {a},...,al,} C L fur alle i. Also folgt
K =k(ay,...,an) C L, also K = L/] O

Bemerkung. K Zerfallungskorper von f iiber k, n = deg f > 1. Dann gilt [K : k| | nl.

Beweis. Durch Induktion nach n. n = 1: Klar (1 | 1!). n > 1: Wir nehmen an, dass die
Aussage fiir alle Polynome g (iiber beliebigen Koérpern) von Grad kleiner als n gilt. Sei
a eine Nullstelle von f in K \ k (0.B.d.A., da 1 | n! Vn). Fall 1: [k(«) : k] = n. Schreibe
f=(X —a)g mit g € k(a)[X]. Also ist K ein Zerfallungskérper von g iiber k(). Nach
Induktionsvoraussetzung gilt [K : k(a)] | (n — 1)!, also [K : k] = [K : k()] - [k(a) : k] =
[K : k(a)] - n | nl. Fall 2: [k(a) : k] < n: Sei g das Minimalpolynom von « iiber k. 1 <
degg = [k(e) : k] < n. Sei L der Zerfallungskérper von g tiber k. Dann [L : k] | (deg g)!
nach Induktionsvoraussetzung. Wegen f(«) = 0 existiert h € k[X] mit f = gh. K ist
der Zerfallungskorper von h iiber L. Mit degh < n und der Induktionsvoraussetzung
folgt nun [K : L] | (degh)!, also [K : k] = [K : L] -[L : k] | (degh)!(degg)! | n!. Also
[K : k] | nl. O

Beispiel.
1) C ist Zerfillungskérper von X2 + 1 iiber R.

2) f = X3 —p (p Primzahl) hat in C die 3 Nullstellen /p € R, (¢/p, (?¢p mit ( =
e2mi/3 = _1%‘/_73 Damit ist der Zerféllungskérper von f iiber Q gleich Q(¥/p, ¢ ¢/p, ¢*¥/p) =

Q(¢/p, (). Wegen [Q(¢/p : Q] = 3 [f ist irreduzibel wegen Eisenstein]| und [Q(¢) : Q] =
2 [X? 4+ X + 1 ist das Minimalpolynom)] ist [Q(¢/p,¢) : Q] =2-3 =6 [2, 3 sind tei-
lerfremd].
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3) Sei K der Zerfillungskérper von f = X3 — 3X — 1 iiber Q. Dann ist [K : Q] = 3
[Beweis: Ubungsblatt 13].

Definition. Fiir einen Ringhomomorphismus ¢: R — S und g € R[X], g = Y1 o XY,
r; € R definiere ?g := 3" (r;) X*. Damit ist R[X] — S[X], g+ ?g ein Ringhomomor-
phismus (vgl. Reduktion mod p) und fiir Ringhomomorphismen R LI T, g € R[X]

Bemerkung. Insbesondere erhilt man fiir eine Korpererweiterung K /k eine Operation
der Gruppe Gal(K/k) auf K[X] und die Fixpunkte dieser Operation sind gerade die
Elemente von k[X], sofern K/k galoissch ist (vgl. Ubungsblatt 11).

Lemma. Sei p: k — k' ein Homomorphismus von Korpern und K/k eine endliche
Korpererweiterung. Dann gibt es eine endliche Korperweiterung K'/k' und einen Kor-
perhomomorphismus ¢: K — K'mit ¥(x) = p(z) fir alle x € k, d.h. das folgende
Diagramm kommutiert:

k—K

\
s{ ¢!
¢
K —— K’
Beweis. Sei K = k(ay,...,a,) und sei f das Minimalpolynom von a; tiber k. Sei
a: k[X]/(f) = k(a1),p — p(a1) der Isomorphismus aus Abschnitt 2.5 und sei g ein

irreduzibler teiler von ?f € K/[X]. Dann erhalten wir aus k[X] — k'[X]/(9),p — *p
einen Korperhomomorphismus k[X|/(f) — k'[X]/(g) =: E1, also mit

1= Boa: k(ar) “ k[X]/(f) & ¥ [X]/(9) = B

das kommutative Diagramm
k——> k‘(al)

SOJ ¢1l
k‘/ E— E1

Durch Iteration dieses Verfahrens erhalten wir schlie3lich

k < k(ay) < klai,az) —— ... ——k(a1,...,a,) =K
<Pl sﬂll ¢2J dﬁ:(Pnl
k‘/ E1 E2 e En = K/
was der Aussage zum obigen geforderten Diagramm entspricht. O

Definition. Ein Korper k£ heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht-konstante
f € k[X] in Linearfaktoren zerfallt.

Beispiel. k£ = C ist algebraisch abgeschlossen.
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Bemerkung. Fir einen algebraisch abgeschlossenen Korper k gilt fiir jede algebraische
Korpererweiterung K /k, dass K = k ist, denn das Minimalpolynom von a € K tber k
hat Grad 1, also a € k.

Korollar 1. Sei p: k — k' ein Homomorphismus von Korpern, k' algebraisch abge-
schlossen und K/k eine endliche Korpererweiterung. Dann gibt es einen Homomorphis-
mus ¥: K — k' mit ¢ = .

Beweis. Im Lemma ist K’ = &/, also kommutiert

k— K
]
k/ K/
d.h. ¥l = . O

Bemerkung. Mit k' = C folgt, dass jede endliche Korpererweiterung k von Q isomorph
zu einem Unterkoérper von C ist.

Beweis. Wahle ¢: Q — C die Inklusion. Dann kommutiert

Q—K

14

C
Also ist K = 1(K) C C eine Unterkorper. O
Bemerkung. Ohne “algebraisch abgeschlossen” stimmt Korollar 1 nicht. Zum Beispiel

R——C
/
7/

/ =)

%4

R
denn sonst wire 0 = v(i2 + 1) = ¥(i)? + 1 > 0.

Korollar 2. Sei f € k[X] nicht-konstant, K ein Zerfillungskorper von f iber k und
p: k =5 k' ein Korperisomorphismus und sei K' ein Zerfillungskérper von % f iiber k'.
Dann gibt es einen Isomorphismus 1: K — K' mit (z) = p(x) fiir alle z € k, d.h.
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Beweis. Nach dem Lemma existiert ein kommutatives Diagram

k—— K

o~

K 0

|

K'——FE
mit einer endlichen Korpererweiterung E/K’. Es geniigt zu zeigen, dass ¢(K) = K.
Schreibe f = ¢- (X —a1)...(X —ap) mit ¢ € k und ay,...,a, € K. Dann ist K =
k(ay,...,an). Sei nun b; = ¢(a;) € E fir i = 1,...,n. Dann ist ¢(K) = k'(by,...,by).
Aus Pf =V f = p(c)(X —by)... (X —by) folgt, dass alle b; Nullstellen von ¥ f sind, also
b, € K’ fir alle i, also ¢(K) = K'(b1,...,b,) € K'. Umgekehrt ist k' = p(k) C ¢(K)
und, da ?f in Linearfaktoren iiber ¢)(K) zerfallt, ¢(K) O K. O

Bemerkung. Speziell folgt mit ¢ = id: Sind K; und Ko Zerfallungskoérper von f iiber k,
so sind K7 und K5 isomorph.

Satz (Beschreibung der endlichen Korper). Sei p eine Primzahl, n > 1 und K ein
Zerfillungskorper von f = XP" — X diber Z/pZ =: Fy. Dann gilt:

1) K besitzt p™ Elemente.
2) Jeder Korper mit p™ Elementen ist isomorph zu K.
3) Ist L ein Unterkorper von K, |L| = p™, so ist m | n.

4) Umgekehrt gibt es zu jedem Teiler m von n genau einen Unterkérper L von K mit
p™ Elementen, ndamlich L = {x € K: 2?" = z}.

Beweis. Die Nullstellen von f = XP" — X in K bilden einen Koérper, nimlich {z €
K: f(z) = 0} = Fixg((F")), wobei F': K — K,z + P der Frobeniushomomorphis-
mus ist. Da K Zerfallungskorper von f iiber F), ist, folgt K = {z € K: f(z) = 0} =
{ai,...;aq} mit f=c- (X —a1)...(X —aq), a; € K, d =p". Die a; sind paarweise ver-
schieden, denn wire f = (X —a)?g, g € K[X], so wire —1 = p"XP" —1 = f' = (X —a)h
fiir ein h € K[X]. Es folgt |[K|=d = p™.

Sei E ein Korper mit p" Elementen und sei Fy sein Primkorper. Dann ist Ey = IF,
und alle y € F sind Nullstellen von f, denn E* ist zyklisch von Ordnung p™ — 1. Also
ist E ein Zerfallungskorper von f iiber Ey = IF,. Also folgt mit Korollar 2 K = E.

Nach der Gradformel ist m = [L : Ky| ein Teiler von n = [K : Kp|, d.h. m | n.

(F) Ky
& T
?e} X
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In Abschnitt 3.1 wurde gezeigt, dass K /K galoissch ist mit Gal(K/Ky) = (F) = Z/n’Z.
Da (F) = Z/nZ fir m | n genau eine Untergruppe von Index m hat, ndmlich (F™),
gibt es genau einen Zwischenkorper Ko C L C K von Grad m iiber Ky, ndmlich L =
Fixg ((F™) = {z € K: 2?" = x}. O

Korollar 1. Sei K ein endlicher Kérper der Charakteristik p und sei F': K — K,z +> xP
der Frobeniushomomorphismus.

a) Ist L Unterkérper von K mit |L| = p™, so folgt, dass K/L eine Galoiserweiterung
ist mit Gal(K/L) = (F™).

b) Sind Ly, Ly Unterkorper von K mit |L;| = p™ firi = 1,2, so gilt Ly C Lg < mq|mas.

Beweis. L = Fixg ((F™)), also ist K/L galoissch und Gal(K/L) = (F™). In b) folgt
“=" aus 3). Sei umgekehrt my | mg. Ist dann zP"" = z, so auch zP"* = z, d.h. mit 4)
ist L1 C Lo. ]

Beobachtung. Es sei p eine Primzahl. Zu jedem n > 1 gibt es bis auf Isomorphie genau
einen Korper mit p"” Elementen. Dieser heifit Galoisfeld der Ordnung p™ und wird mit
Fyn» bezeichnet. Fiir Primzahlen p,q und n,m > 1 gibt es genau dann einen Ringho-
momorphismus Fgm — Fpn, wenn p = ¢ und m | n ist. In diesem Fall kann man Fym
als Unterkorper von Fpn auffassen. Damit ist Fyn /Fym galoissch mit [Fpn : Fpm| = n/m,
Gal(Fyn /Fpm) = (F™), wobei F' der Frobeniushomomorphismus auf Fx.

Korollar 2. Ist k ein endlicher Korper, so gibt es zu jedem | > 1 ein irreduzibles
f € k[X] mit deg f = 1. Speziell ist kein endlicher Korper algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Ubung.

Definition. Eine algebraische Korpererweiterung k C K heif3t normal, wenn fiir jedes
a € K das Minimalpolynom f € k[X] von a iiber k in K[X] in Linearfaktoren zerfallt.

Bemerkung.
a) Jede Galoiserweiterung K/k ist normal.

b) Ist £ C K eine normale Korpererweiterung und L ein Zwischenkorper, so ist auch
L C K normal.

Beweis.

a) Es sei a € K und f das Minimalpolynom von a tber k. Nach Korollar 2 zum
Hauptsatz ist f = [[;_;(X — a;) mit ay,...,as paarweise verschieden, {ay,...,as} =
{o(a): 0 € Gal(K/k)}.

b) Es sei a € K. Fiir die Minimalpolynome f und g von a tiber k bzw. iiber L gilt g | f
in L[X]. Aus f =T[}_1(X —a;) in K[X] folgt g = [[}—1(X — a;) mit r < s. O

Beispiel.
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1) Jede Korpererweiterung K/k vom Grad 2 ist normal. [Fiir jedes a € K\ k ist k(a) =
K, also deg(f) = 2 fiir das Minimalpolynom f von a iiber k, d.h. in f = (X — a)h
mit h € K[X] hat h Grad 1.]

2) Q € Q(/p) ist nicht normal. [Das Minimalpolynom X3 — p von Y/p iiber Q hat 3/p
als einzige reelle Nullstelle, zerféllt nicht in Q(¥/p).]

3) Q € Q(y/p) und Q(\/p) € Q(/p) sind beide normal [Grad 2|, aber Q € Q(/p) ist
nicht normal. [Das Minimalpolynom von a = p iiber Q ist X f_p=X*-at =
(X? —a?)(X?+a*) = (X +a)(X — a)(X? + a?), aber X? +a? = X%+ ,/p hat keine
reellen Nullstellen, ist also in Q(y/p) irreduzibel.]

Lemma. FEs sei k C K eine Korpererweiterung. Fir jedes f € k[X]\ k ist K genau
dann ein Zerfillungskorper von f dber k, wenn es by,...,b,, € K gibt, sodass f =
¢ [T7L1 (X = by) fir ein ¢ € kK und K = k(b ..., bn).

Beweis. Ubung.

Folgerung 1. Ist K ein Zerféllungskérper von f € k[X] iiber k, so ist K auch ein Zerfél-
lungskoérper von f iiber jedem Zwischenkorper L von k C K. [Im Lemma kann man k
durch L ersetzen.]

Folgerung 2. Es sei k C K eine Korpererweiterung, K = k(a1,...,a,), f € k[X]. Zerfallt
fin K[X] und sind ay, . .., a, Nullstellen von f, so ist K ein Zerfallungskorper von f iiber
k. [Mit by, ..., by, wie im Lemma ist {aj,...,a,} C {b1,...,bn}, also K = k(by,...,by).]

Satz. Fine Korpererweiterung k C K ist genau dann endlich und normal, wenn K ein
Zerfallungskorper eines f € K[X]\ k ist.

Beweis. = Da K /k endlich ist, ist K = k(ay,...,ay,) mit a,...,a, algebraisch tber k.
Da K/k normal ist, zerfallt das Minimalpolynom f; € k[X] von a; in K[X] fir 1 <i <mn,
also zerfallt auch f = [[;_; f; in K[X]. Nach Folgerung 2 ist K ein Zerféllungskorper
von f uber k.

< Essei g € k[X] das Minimalpolynom eines beliebigen a € K, und E der Zerfallungs-
korper von g iiber K (). Fiir jedes b € E mit g(b) = 0 ist g auch das Minimalpolynom
von b iiber k. Man hat also bijektive Ringhomomorphismen ¢: k(a) — k[X]/(g) = k(b),

a ++ X + b. Nach Folgerung 1 ist K ein Zerfillungskorper von f iiber k(a) und K (b)
ein Zerfallungskorper von f iiber k(b). Man hat also das kommutative Diagramm

k < k(a) - K
‘ \
Pl =
v +
ke k(b) ——s K (b)
und weifl dann [K : k] = [K (D) : k], weshalb ,=“in K C K(b), d.h. b€ K. O

Korollar 3. Zu jeder endlichen Korpererweiterung k C K gibt es eine Kérpererweite-
rung K C E, sodass k C FE endlich und normal ist.
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Beweis. Es sei K = k(aq,...,a,) und f; das Minimalpolynom von a; tiber k. (1 < i <
n), sowie f = [[i; fi. Jeder Zerfallungskorper E von f tuber K (!) ist wie verlangt,

denn: Nach Lemma ist & = K(b,...,by) mit f = [[}L;(X — b;) in E[X]. Wegen
{ai,...,an} C {b1,...,bn} ist sogar E = k(b1,...,by), d.h. nach Lemma: F ist ein
Zerfallungskorper von f iiber k (!), also E/k endlich, normal (Satz). O

Korollar 4. Ist K/k endlich (und normal), so haben a,b € K (genau) dann dasselbe

Minimalpolynom, wenn o(a) = b ist fir ein o € Gal(K/k).

Beweis.

»dann* Fir das Minimalpolynom g von a iber k ist g(b) = g(o(a)) = %g(c(a)) =
o(g(a)) = o(0) =0, also g auch das Minimalpolynom von b iiber k.

»genau dann* Ist g € k[X] das Minimalpolynom von @ und b, so hat man ¢: k(a) =
k[X]/(g) = k(b),;a <= X = b, speziell p(a) = b. Nach Satz 1 ist K ein Zerfallungs-

korper tiber k eines f € k[X]\ k. Nach Folgerung 1 ist K dies auch iiber k(a) und
k(b). Man hat also ein kommutatives Diagramm

k < k(a)

k—— k(b) <

=

©
<;

1

q

1

=

worin o € Gal(K/k) und o(a) = p(a) = b.
O

Definition. Es sei kK C K eine Korpererweiterung, f € k[X], n > 1. Man nennt a € K
eine n-fache Nullstelle von f in K, wenn (X —a)" | f und (X — a)"* { f in K[X]. Ist
dies fiir irgendein n > 2 der Fall, so heiflit a mehrfache Nullstelle von f in K.

Lemma. Es sei k C K eine Korpererweiterung, f € k[X]\ k. Genau dann hat f in K

eine mehrfache Nullstelle, wenn f und f' (formale Ableitung) in K eine gemeinsame
Nullstelle haben.

Beweis. Ubung.
Satz. Fir jedes f € k[X]\ k sind dquivalent
i) f hat in keiner Erweiterung K/k eine mehrfache Nullstelle.

it) Es gibt eine Erweiterung K /k, sodass f = c-[72(X —b;) mitc € k*, b1,...,by € K
paarweise verschieden.

iii) f und f" sind teilerfremd in k[X].
Aus 1), ii) oder iii) folgt
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i) f' 40
Ist f irreduzibel, so ist iv) dquivalent zu i), i) und iii).
Beweis. i = ii Nehme fiir K einen Zerfallungskorper von f.

i = i Mit fj = c[];.;(X—b;) fiir 1 <j <mist f = (X—b;) fj,also f' = fi+(X—=b;)f},
also f'(bj) = f;j(bj) # 0. Nun sei g ein gemeinsamer von f, f’ in k[X]. Klar: g # 0.
Wire g € k>, also g € k[X] \ k, so hétte g eine Nullstelle a in einer Erweiterung
Ky /k, wofiir f(a) =0, d.h. @ = b; fiir ein j, und f'(a) = 0, aber f'(a) = f'(b;) # 0,
unmoglich. Also muss g € k> sein.

iii = iv Da k[X] ein Hauptidealring ist, hat man 1 = fh + f’hy in k[X], woraus folgt
fr#O0[f=0=fekX]

iii = i Wie oben hat man 1 = fh + f'hy in k[X]. Gdbe es K D k, a € K mit f(a) =
0 = f'(0), so folgt 1 = 0, was unmoglich ist.

iv = iii fiir f irreduzibel: Es sei g ein gemeinsamer Teiler von f, f' in k[X]. Klar(wie
oben): g # 0. Wegen deg(g) < deg(f’) < deg(f) ist g £ f, also g € k*. O

Definition. Ein Polynom f € k[X]\k heifit separabel, wenn fiir jeden irreduziblen Teiler
g von f gilt: g hat in keiner Erweiterung K O k eine mehrfache Nullstelle.

Beispiel.
1) f= (X —r)" ist seperabel (r € k, n > 1).
2) f=XP" — X € F,[X] ist sperabel (n > 1), denn: f’ = —1, also f, f teilerfremd.

Korollar 1. FEin irreduzibles Polynom f € k[X] ist genau dann separabel, wenn f" # 0
ist.

Korollar 2. Ist a) k algebraisch abgeschlossen oder b) char(k) = 0, so ist jedes f €
k[X]\ k separabel.

Beweis. O.B.d.A. ist f irreduzibel. a) deg(f) = 1. b) f =30" X' mit r; € k, n > 1,
rp#0 = ' =nr, X"+ .. mitnr, #0. O

Bemerkung.

a) Genau dann sind fi,..., fm € k[X] \ k alle separabel, wenn f = fi--- f, € k[X]
separabel ist.

b) Ist f € k[X] \ k separabel und K D k eine Erweiterung, so ist f auch in K[X]
separabel.

Beweis.

a) Die irreduziblen Teiler von f sind genau die irreduziblen Teiler der fi,..., fn.
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b) Schreibe f = fy--- f;, mit fi,..., fi, irreduzibel. Ist g € K[X] irreduzibel und g | f
in K[X], d.h. f| fi in K[X] fiir ein 4, so kann g in keiner Erweiterung E D K eine
mehrfache Nullstelle haben, denn sonst héitte f; eine solche in £ D k, was unmoglich
ist. O

Definition. Eine algebraische Korpererweiterung k& C K heif3t separabel, wenn fiir jedes
a € K das Minimalpolynom f von a tiber k in K[X] separabel ist (d.h. f’ # 0).

Folgerung. Ist k C K eine separable Korpererweiterung, und L ein Zwischenkorper, so
sind auch k¥ C L und L C K separabel.

Beweis. Ubung.

Satz (Zweite Charakterisierung von Galoiserweiterungen). Fir jede Korpererweiterung
k C K sind dquivalent:

i) K/k ist eine Galoiserweiterung
it) K/k ist endlich, normal und separabel.
iii) K ist Zerfallungskorper eines separablen f € k[X].

Beweis. i = ii Endlich und normal ist klar. Sei f € k[X] das Minimalpolynom eines
a € K. Nach Korollar 2 zum Hauptsatz ist f = [[7_;(X — a;) mit a,...,as
paarweise verschieden. Nach Satz ist f separabel.

ii = iii Es sei K = k(a1,...,a,) und f; das Minimalpolynom von a; iiber k. Nach
Beweis des vorvorigen Satzes ist K Zerfallungskérper von f = fy--- f, iiber k.
Nach Voraussetzung sind fi, ..., f, alle separabel, also ist auch f separabel gemaf

Bemerkung a).

iii = i Induktion nach m = |[{a € K\ k: f(a) = 0}|. m = 0: K = k. m > 0: Nehme
a € K\ k mit f(a) = 0, betrachte L = k(a). Nach Induktion ist K/L galoissch,
denn: K ist auch Zerfallungskérper von f iiber L, und f ist auch separabel in
L[X]; ferner |[{b € K\ L: f(b) = 0} < m. Fiur ,K/k galoissch® ist nach der
1. Charakterisierung von Galoiserweiterungen zu zeigen: Fixx(G) = k fur G =
Gal(K/k). DArin ist nur ,,C“ zu zeigen. Es sei g das Minimalpolynom von a tiber k,
n = deg(g). Ist € Fixx(G), soist ¢ € Fixg(Gal(K/L)) = L, denn K /L galoissch,
dh. z = X"} ra’ mit r; € k. Da K/k normal ist, hat man g = T (X = b))
mit by,...,b, € K. Da f separabel g | f, g irreduzibel, ist [{b1,...,b,}| = n.
Betrachte h = (rg — z) + 7= ; X". Es gilt deg(h) <n — 1.

Behauptung: h(b;) = 0 fur alle j. Dann h = 0, speziell x = ry € k. Noch zur
Behauptung: Fiir jedes j ist g auch Minimalpolynom von b; iiber £, also b = a(a)
fir ein o € G [K/k normal], wofiir x = o(z) [da = € Fixg(G)], also x = 7" szl

d.h. 0 = h(b;). D

Korollar 1. Es sei K/k galoissch und L ein Zwischenkorper. Genau dann ist L/k
galoissch, wenn L/k normal ist. [L/k ist ohnehin endlich und separabel.]
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Korollar 2. Zu jeder endlichen und separablen Kérpererweiterung k C K gibt es eine
Erweiterung K C E, sodass k C E eine Galoiserweiterung ist.

Beweis. Essei K = k(ay,...,ay,) und f; das Minimalpolynom von a; iiber k (1 < i < n).
Nehme einen Zerfallungskorper von f = fy--- f, iiber K. Wegen f(a;) = 0 fiir alle 7 ist
E auch Zerfallungskorper von f iiber k [wie frither]. Da alle f; € k[X] separabel sind,
ist auch f separabel. O

Korollar 3 (Satz vom primitiven Element). Zu jeder endlichen und separablen Kor-
pererweiterung k C K gibt es ein a € K mit K = k(a).

Beweis. Mit E wie in Korollar 2 hat E/k nur endlich viele Zwischenkérper, also auch
K /k. Die Behauptung folgt wie fiir Korollar 1 des Hauptsatzes. O
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